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1. Introducción

En 1713 apareció en Basilea con carácter póstumo el Ars conjectandi de
Jakob Bernoulli. Lo habla publicado su sobrino Niklaus ante la insistencia de
los matemáticos de la época, entre ellos Pierre Remond de Montmort, quien
ya habia publicado anónimamente cinco años antes su Lssayd Analvsesur

Les JemedeHazard y estaba interesado en conocer el trabajo de Bernoulli.
La estadística matemática debe su origen a una extensión del cálculo en

los juegos de azar al cómputo de probabilidades de vida y rentas vitalicias.
En plena segunda mitad del siglo XVII los hermanos Huygens primero, y
Ldmund Halley después, habían analizado rigurosamente estas materias
sobre base puramente empírica, mientras que Jan de Witt y Leibniz también
lo habian intentado aunque sin preocuparse demasiado de si sus reflexiones
estaban suficientemente apoyadas empíricamente o no2. No parece que Jakob

Agradezco muy sinceramente a Miguel Ángel Gómez Villegas. catedrático del l)pto. de
Estadística e 1. 0. dc la Universidad Complutense de Madrid, su lcetí.íra y comentario de lina
version anterior de este trabajo, así como su amable disposición a discutir en múltiples (<ca-
siones sobre cuestiones relativas a la leona de la inferencia estadística.

1 K. Kohl i t 1975> ha relatado la historia de la publicación (leí ‘lis con,1ectandi en el Vol.
3 de Dic W,rkc von .Iakob BernooIli, Rasel 1975.

2 Véase Rivadulla (i991c).
Hasta la publicación por Jakob Bernoulli de su lis conjectandí, el término probabilidad

R~.vi.no de l-Y/rvvp/ia, 3/ /p< ca. vol. X (>997), núii’. [7, rus. 69—52. Semsici’, tic Rubí¡ex orles 1 ¡ niversidad (ion> pinicase. Madrút
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Bernoulli llegase a conocer nunca estos esfuerzos, aunque curiosamente su
Ars conjectandi contenía un análisis matemático completamente ausente
entre los contemporáneos antes mencionados— que pretendía explicar la
estabilidad de las frecuencias observadas y sentaba las bases para un trata-
miento riguroso futuro de la inferencia estadística; se trataba de la Lev de los
grandesnúmeros, as¡ conocida desde que Simeon Dennis Poisson (1837)
decidiese bautizar con ese nombre al Teoremade Bernoulli3.

En carta a Leibniz fechada el 24 de Abril de 1704 Bernoulli declara haber
presentado a su hermano un Teorema que le permitía ‘calcular’ empírica-
mente las probabilidades desconocidas de ocurrencia de los fenómenos tan
bien como si fuesen conocidas a priori. Un teorema que, según confesión
propia, ya llevaba madurando veinte años cuando escribió su Arr conjectan-
di. En efecto, el diario matemático de Bernoulli, las Meditationes,contiene
dos artículos, el 131a, escrito hacia 1689, y el lSla. redactado entre 1688 y
1690, en los que el matemático suizo anuncia, aplica y prueba por vez pri-
inera la Ley de los grandes números. En lo que sigue de esta Introducción voy
a detenerme en el primero de ellos.

El objetivo de Jakob Bernoulli en el artículo 131 a, recogido en Schneider
(1988), es mostrar que, a medida que aumenta el número de observaciones,
disminuye la probabilidad de desviarse de la proporción verdadera de casos.
Así, si en un juego hay tantas posibilidades de ganar como de perder, la pro-
porción final de juegos ganados coincidirá con la de juegos perdidos. De
manera que, aunque en las primeras partidas se observase que la proporción
de juegos ganados no coincide con la de juegos perdidos, a medida que
aumentara el número de jugadas crecería la probabilidad de que el total de
partidas ganadas se sitúe dentro de unos limites previamente elegidos, que
fuera de ellos.

Elijamos pues el intervalo 0,5 + 0 166 como expresión de confianza en

prácticamente brilla por su ausencia en los trabajos de los autores antes mencionados, En
Rivadulla (1995) §2 mencioné como excepciones a esta situación a Antoine Arnanid y
Gottfried Leiboiz. Glen Shafrr (1993). p. 7, aúade por su parte la del clérigo inglés (meorge
Hooper, quien babria hablado de “probabilisy as a number bctwecn zero and une.

3 “Les choses de tontes natures sont soumises á une loi universelle qu’on peus appeller la

loi des grandes nonibres. Elle consiste en ce que. sí I’on observe des nombres trés considéra-
bIes d’événcments dune méme nature on tiotivera, entre ces nombres, des rapports á trés
pen prés eonstants. Pour ehaque naltíre des ehoses, ces rapports autont une valeur spéciale dont
ils s’écarteront de moins en moíns, é mesure que la série des événements observés augínente-
ra clavantage, es qu’ils atteindraicnt rigonreusemení. s’il était possible de prolonger cette série
á influí,” (p. 7)
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que la proporción total de jugadas ganadas no va a separarse de la igualdad
más del 16,60 de los casos, y preguntémonos por la probabilidad deque el
numero de partidas ganadas supere los límites fijados, c.d. más de 2/3 o
menos de 1/3 de las jugadas. Bernoulli limita el cálculo de esta probabilidad
a 3,6,9 y 12 partidas. Y esto le basta para mostrar cómo se aplica cl Teorema
en cuestión en este caso especial.

Si jugamos tres partidas, el número de resultados lógicamente posibles cii
términos de ‘gano’ y ‘pierdo’ es obviamente 2~ = 8. Ganar más de 2/3 de las
jugadas equivale a ganar las tres partidas, lo que tiene una probabilidad de
ocurrencia de 1/8 -supuesta la equiprobabilidad de los 8 resultados posibles
que constituyen el espacio muestral. Por otra parte, ganar menos de 1/3 de las
jugadas significa perderlas todas, y la probabilidad de este suceso es igual-
mente 1/8. La probabilidad pues de obtener un resultado fuera del intervalo
[1/3.2/3] es 2/8, menor que la deque se sitúe dentro, que es 6/8 = 0,75.

Si jugamos 6 partidas, ganar más dc 2/3 dc ellas equivale a ganar 5 ó 6,
mientras que ganar menos de 1/3 significa ganar una o ninguna. Ahora bien,
hay 26 . 64 resultados lógicamente posibles en términos de ‘gano’ y ‘pierdo’.
Luego la probabilidad de ganar las seis partidas, como la de perderlas todas
es 1/64. La probabilidad de ganar 5 jugadas es aplicando la fórmula
binomial4 deducida por el propio Bernoulli en el Arv Con¡ectandi

(6$~sto.s= 0,09375;

luego la probabilidad de ganar más de 2/3 es 0,109375. Como ésta es tam-
bién la probabilidad de ganar menos de 1/3, entonces resulta que la probabi-
lidad de obtener un resultado fuera del intervalo considerado es 0,21875,
mientras que la del suceso contrario, c.d. la de obtener un resultado entre los
50 restantes, es 0,78 125.

Si elevamos a 12 el número dejugadas, ganar más de 2/3 equivale a ganar
9. o lo. o II, o 12, y ganar menos de 1/3 supone ganar 3,o2,o 1,o Ojuga-
das. Como hay 212 4096 resultados lógicamente posibles y equiprobables,
la probabilidad de ganar todas las partidas, como la de perderlas todas, es

4 La probabilidad de obtener a ‘éxitos’ .. p. e. a veces ‘cara’ — en a ensayos indepen-
dientes, siendo pía probabilidad de éxito, viene dada por la fórmula de Bernoulli:

/>t o <tv/sos ‘ en n ensaí•’o.s indepenclientas ¡4) = ( =<1 — /4
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1/4096, que, sumando con 0,002929687, que es la probabilidad de ganar II
(ganar 1); con 0,016113281, que es la probabilidad de ganar 10 (ganar 2); y
con 0,0537 10937, que es la probabilidad de ganar 9 (ganar 3), y multiplican-
do por 2, proporciona el valor 0,145996092, que es la probabilidad de ganar
más de 2/3 o menos de 1/3 de las doce jugadas. Luego la probabilidad de
obtener un resultado incluido en el intervalo de confianza es 0,854. Ahora
bien, 0,75 <0,78<0,85. Luego, a medida que aumenta el número dejuga-
das, resulta cada vez más probable que los resultados que se observen se
incluyan dentro del intervalo 0,5 ±0,166que fuera de él. La conclusión que
Bernoulli considera que se sigue legítimamente de este resultado ilumina el
objetivo que se propone probar en el Ar~ conjectandi:inferir probabilidades
a partir de frecuencias observadas, para el caso general en que la probabili-
dad de ‘observación favorable’ y ‘desfavorable’ no coincidan: “Con ello
podría llevar a cabo tantas observaciones que sería capaz de inferir la razón
[desconocida]de las posibilidades con una probabilidad próxima a la certe-
za, como st dispusiera de ella apriori?

2. El Teoremade Bernoulli

El Teoremade Bernoulli, la propositio principalis del Ars conjectandi,

afirma lo siguiente5: Teorema.Supóngase que el número de los casos favora
r

bIes sc comporta respecto al de los casos desfavorables como —‘ o sea res-
r r

pecto del número total de casos como — estando contenida esta

última razón entre los limites r±l r—l— y
t t

Así pues hay que demostrar ahora que se pueden realizar tantas observacio-
nes que resulte tantas veces como se quiera (pe. e veces) más probable que
la razón de las observaciones favorables respecto de todas las observaciones
realizadas se sitúe dentro, que no fuera de estos límites, ed. que no es mayor

r+l r—lque , ni menor que

Hasta aquí Bernoulli, cuyo Teoremapaso a interpretar a continuación:
lbSea la frac~ión p = — la próbabitidad conocida de ocurr&neia de un súceso, y

5 Bernoulli, “Teoría de probabilidades”, p. 412,
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fi la variable aleatoria ‘proporción de casos favorables en n observaciones’.
Que sea a veces más probable que la frecuencia observablejj se sitúe dentro
a que se sitúe fuera de los límites, quiere decir que por cada caso a favor de
que se sitúe fuera, haya casos (a >=l)o posibilidades de que caiga dentro de
los limites. La relación entre a y n viene dada comon c+ 1.

r—l 1 t’+l
Como — p—— y ——— p + — ,entonces

t t 1

> jI

expresa la probabilidad de quef, caiga fuera de los límites del intervalo; por
su parte

.~ ~%~Uj=a

?

expresa la probabilidad de quef, caiga dentro de los límites del intervalo. Y
el Teoremade Bernoulli afirma que

a n—l

Ahora bien, corno ;w; c±ír ,podemos expresar el resultado

de Bernoulli en notación más familiar, diciendo que

~<(~!Á1— hm¼?[Y’tr —Y~t)j “~= u

con lo que

Em

Comp! cinentarí amente

~w ‘; >(~±S)]=o.

Si llamamos g — obtendremos una presentación del léoreínade Bernoulli

más parecida a la usual:
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hm P(p—~=fi=p+E)=l

Ahora bien, p — E =j0=p + E, restando p, equivale a —E =/~+ p =±EX

De ahí que la forma usual que adopta el Teoremade Bernoulli o Lev (débil)
de losgrandesnúmerossea:

(1) hm P(l fi —í>I= E) =

cuyo contenido es el siguiente: Cuando el número n de observaciones aleato-
rias crece indefinidamente, existe ‘certeLa moral’ deque la frecuencia relati-
va observable fi no se desviará del valor verdadero del parámetro poblacio-
nal p más allá de un número positivo E arbitrariamente pequeño. Luego,
cuando la probabilidad de ‘éxito existe y es conoc¡da,si Ql numero de

observacionescreceindcúfinidamenleseaproximaa la certezala everal/za

de quela proporción eleobservaciones<lúvorabíesno sobrepasarálos límites

fijados previamente.

3. Un fracaso cantado: la inversión del Teoremade Bernoulli

¿Qué relevancia tiene el Teorema de Bernoulli, o Ley de los grandes
números, para la teoría de la inferencia estadística? La intención declarada de
Jakob Bernoulli en las Meditationesy en el Aísconjcc’tandies la de averiguar
la proporción verdadera de casos — c.d. el valor verdadero desconocidodel
parámetro poblacional p-— por medio de observaciones aleatorias, o sea,
determinar a posteriori el valor de p tan bien como si nos fuera conocido a
priori. Dicho de otro modo, el objetivo de Bernoulli es inj¿’rir prohabilida-
desa partff defrecuenciasobservadas.En este sentido su meta es invertir el
procedimiento usual en teoría de probabilidades, consistenle en fhcilitar el
cálculo de frecuencias observables a partir de probabilidades conocidas

6: “Se
trata pues de investigar si, por medio del incremento de las observaciones,
crece constantemente la probabilidad de que el número de observactones
favorables alcance, respecto del número de observaciones desfavorables, la
proporción verdadera, [...] Ahora bien, si fuera posible, y en definitiva se
lograra de esta manera certeza moral <..j. entonces podríamos encontrar a

Bernoulli. ‘Teoría dc probabilidades’. pp. 40 1-402.
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posteriori los números de los casos [ed. las probabilidades] casi tan bien
como si nos fueran conocidos a priori. Y esto basta a fin de conducir nues~
tra suposición en cualquier dominio aleatorio de forma no menos científica
que en los juegos de azar”

[)e tener éxito en su empeño, el matemático suizo habría resuelto uno de
los problemas fundamentales de la metodología de la ciencia: elproblemade
la inducción; pues habría mostrado cómo inferir lo general de lo particular,
o. en teríninología estadística, como gustaba de decir Sir Ronald Fisher, de la
muestra a la población de la que, por hipótesis, había sido extraida al azar.
¿Qué demuestra, pues, Bernoulli en su trabajo de 1713?

La Ley de los grandes números (1) equivale a

(2> hin P(fi e¡p—ap+efl= 1.

¿,[)a el leorema de Bernoulli ocasión para pensar que, en el caso de que
los valores dep fueran desconocidos, podrían ser calculados a partir de resul-
lados empíricamente observados tan bien como si nos fuesen conocidos a
priori? La cuestión es. pues, si mediante una inversión del Teorema de
Bernoulli es legitimo esperar

(3) hm ~p e 1/, — E,/ + El) =

pues esta formulación parece dejar abierta la posibilidad de estimar el valor
verdadero desconocidode ¡t con una aproximación tan grande corno se quie-
ra, a medida que crece el número de observaciones, ya que el parámetro en
cuestión no se situaria más allá de/¿ As s. De ser esto cierto, Jakob Bernotílli
habría resuelto a un liempo el problema matemático de la inferencia estadis-
tica y el problema lógico de la inferencia inductiva.

LI caso es que meras transformaciones algebraicas permiten, restando p,

pasar dep--e =4,=p+ e a £1 =4, p =+ E. Si ahora restamos fi. y multíplí—
cainos por 1. con lo que las desigualdades cambian de sentido, obtendremos
finalnientefi E =p=4,1 e, y (3) parecería matemáticamente justificada.

Un sencillo argumento probabil istico inval ida empero el intento de in ver—
sión del Teorema (le Bernoulli, a saber: supongamos un it lijo: entonces p,

tanto sí es conocida corno sí es desconocida, es una constante, no una varia-
ble aleatoria: luego Ptf 8 =p=4,-t E.) sólo puede astirnír dos valores: 1 y 0,

dependiendo respectivamente deque p esté o no dentro del intervalo cerrado
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[fi — s,f~, + Ej. En conclusión, el Teorema de Bernoulli no da respuesta al pro-
blema que el matemático suizo parecía que se había propuesto resolver.

Carece de sentido pues pretender que el Teorema de Bernoulli sirve para
estimarel valor verdadero de p, con lo que naturalmente no resuelve ni el
problema de la inferencia estadística ni el de la inferencia inductiva. El
Teorema de Bernoulli permite el cálculo de manera deductivao directa,de la
frecuencia con que se espera que ocurran los resultados observacionales.

4. El juido de la historia

Muchos historiadores de la teoría de probabilidades coinciden en desta-
car la naturalidadmatemóticade la Ley de los grandes números. Así, para
Lan l-lacking (1971, p. 222, y 1975, p. 154) el Teorema de Bernoulli es un teo-
rema de pura teoría de probabilidades, y para Anders HaId (1990, Pp. 258-
259) la convergencia en probabilidad defi haciap, cuando n tiende a infini-
to, es la propiedad puramente algebraica de la distribución binomial consis-
tente en que la razón del cuerpo de la distribución respecto de sus extremos
tiende a infinito. De ahí que no exista hoy la menor duda acerca de qué es lo
que Bernoulli probó7.

Ya antes de la publicación del ¡lis con¡ectandiJakob Bernoulli había tro-
pezado con el escepticismo de Leibniz acerca de la posibilidad de invertir la
Ley de los grandes números a fin dc obtener empíricamente, y con una apro-
ximación arbitrariamente grande, las probabilidades de ocurrencia de los
fenómenos. La correspondencia entre ambos de los años 1703 y 1704 pone
de manifiesto sus divergencias al respecto. Pero también otros autores del
XVIII se percataron de que La solución que ofrecía el Teorema de Bernoulli
no se correspondía con su planteamiento originario del problema. Citados por

Keyncs (1921. p. 344) afirma al respecto: “Bcrnoullis Theorem supplies the simplest
formula by which we can attcmpt to pass ttom the a priori probabilities of eaeh series of
events to a prediction of rhe statistieal frequency of their oceurenee over tbe ~vhoieseries.
..,Bcrnoullis Tbeorem involves two assumptions... It is assumed,..., that the probability ofthe
event’s occurrence at the rth trial is egual a priori to its probability al the nth trial, aud. ibrt-
lier, that it is unaifected by a knowledge of what may aetually bave oceurred at tbe nth trial.”

Karl Pearson 0925, p. 205)asevera que lo que Bernoulli probé fue que si 2<, =

es la razón de los casos favorables, y — es arbitrariamente peqtíe~o, entonces “we are certain
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Corrado Gini (1946, Pp. 411-412.), P. Prevost y SA. Lhuilier (1796) afirman

Et d’abord iae. Bernoulli et tous eeux qui ont suivi sa marche, n’ont thit, un doit le
dire, que de vaines tentatives pour arriver á ectte estimation Ldes causes]. Leurs mct-
hodes nc donnoient finalement que l’estiinatíon des cffets par la cause. Cest ce
qu’on peut reconnoitre en jetant les yeux sur le grand probléme, en apparance expéri-
mental. qui es! résolo á la fin de 1 ‘,Árs eon¡ectondi, ... Dan> ce problécne, ii,s agít de
dé¡enn inca cl <¿pi os la connoi.s.sance de la notoce ti un dé, la probaluílite qn en jonon!
‘o !,‘c/s — í

4rand ¡ion> bis’ de coups. oc> ob>iendra des résultais conleuíos entre cena/oes
lunites, o/si;> cts 1 ¿iii ra/)porI cj u itid/quen! lis frites do dé. Ainsi o;> tonc It,! dan.s <e
p¡~c,bléoi c. de la canse a ox eflét.s, c’t non <les eflius> 6 la cau.st.

Y aunque Isaac Todhunter (1865, § 125) parece mostrarse de acuerdo con
el planteamiento general de Bernoulli

8, Keynes (1921, p. 336)~ y Corrado
Giní (1946, pp. 408-409, y 1949. p. 126)10 apuntan acertadamente a la fala-

thaI ir> nl irjals ,.. ík odds are cío 1 that the ratio ot successes to trials will hill within the irruís

Finalmente yo Schneider (1950. pp. 18-19) concluye: “What lBernoullil establis-
hes in t.líis theorem is that as tbe namber of observaíions of a repeatable cvent mercases.

so too does the probahilitv that the relative lYequeney ol~oceurrencc of a possiblc onteome will
lic u the vicinity ol ihe probability of ibis outeome. Only mucb later did it become elcar thai
he <lid and col>íd prove tbis theorem on y for the relative tYequency of events of known O ¡filO—

ci probabiluiy. but no> &r those of í>nknown probabí 1 uy.”
‘5 :ipp¿uc thai ... wc tío no> kr>ow any lb ing beIbreh~ínci o!~rhe talio u a río>) ofthe wbite

balIs lo 1 he black: buí thai wc bave macte a large number of drawings, and have oblained a
svhitc hall R ti mes .and a black hall S limes: thcn according lo James Bernoulli Wc are to o fer
that ihe ratio of the white baus >0 ihe blaek balís in thc tan is approximatcly RAS. fo determi-
nc t he precise namerical estimate of thc pi obabi 1 ity of tít is iufereoce requires fariher invesí1—
galio>l : . . . >h 5 las been done itt two ways. hy in inveision of lames Bernoulli ‘s thcorem. or by
Ihe aid of anolber theorem called Bayys s thcorem: the resulis approximatcly agree.’’

Para Kcvnes la expresión i.ao a! O; tal Nunibees ‘suggests, as perhaps Poisson inten—
ded o sugaesí, luí olía! is certainlí /c¡lsc that evcry eiass of evení shows siatistical regularity
of occurreltee i 1 on lv one íakes a sutí ieicnt number of instances of it. It also cncourages the
melbod it, proced tite, by which it i s thought legitimate to take anv ctbseíved degree of re—

cite y o> í socí ‘ti o o. wIt ieh is showi io a Lii rl y~ u u mero os set of stati st ies. ami to a sso mc w ith
u sí> liicíen t investí’ ‘at ion thai, beca u se dic statist es are oua> eco os tIte ítbsc rvcd degice of fíe —

is liciclo> c <Itible.
¡ \ it (uruod der Lósung cines l>roblcms direktcr Wabrsehcinl iehkci> It/tít man sieh des—

líalb tío ~eco 1í;/e, ta{íc;oeíse >~ ci ner SebluSfo lgerung erníiichtigt. welehe dic Lósong e> nes
Problems use> sc> \XÑíhisehein 1 iclíkei r voraosserzr. za der aher dic Elemente (ial> cii.’’

‘Pío ‘ro e t >daitícittalc obiezione. che 1 t.eibniz loo aveva fatto, ité 1 Bernoulli si era
irospctttito. é che risaIirc da lía treq oc ii/ti osserval a alía p robab iii té ignota costitaisee ~>
[ile>ti a di proba b liii> itt> ersa. iii entre jI t corcino clic Bernoulli ti sol ve a it probí cilla di proba bi —

it 6 di reí>a, i oscgu ¿o ido a dcsil mere da lía probab iii té. no>a a priori. 1 a trcq u en za oSse í~ att>.
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cia lógica en que el matemático suizo incurre. En consonancia con este enfo-
que crítico Haeking (1971, p. 225) considera que no hay razón para pensar
que Bernoulli estuviese interesado en calcular P(¿p está enf, ±eifj, ed. en
la evaluación a posteriori de las estimaciones de p; una tarea ésta cuya solu-
ción habría de esperar aún cincuenta años a que Thomas Bayes ofiecíese en
su Essayde 176311 la primera aproximación en la historia de ¡a probabilidad
al problema de la probabilidad inversa.

Aunque el juicio de la historia no ha podido ser más desfavorable para la
intención declarada de Bernoulli, no faltaron empero voces a favor suyo.
Nadie puede negar autoridad a Antoine Augustin Cournot, corresponsable
con Robert Leslie Ellis y iobn Stuart Mill del concepto frecuencial de proba-
bilidad. Pues bien, Cournot (1843 p. 55 y Pp. 437-438) defiende así el uso del
teorema de Bernoulli para la determinación experimental de la probabilidad
matemática:

le principe de laeques Bernoulli conduit á eette détennination expérimentale [dc la
probabilidad mateíííática]: car si cii désigííaítr par a’ ¡ti chance inconnue de la produc-
thai dun événement, par n le nombre de Ibis que cet événement est arrivé cii a, éprcu-
ves, o n peut touj o urs ob ten ir u nc probabi lité 1> que 1’ éeaí’t fort uit — toní—

be entre les limites ±1(le itonibre 1 et la différence 1 -P toníbant au-dessous de toute
grandeur assignablc, pourvti que les nombres ín. n soient suffisamníent grands), il est
clair que, si rien ne limite le nombre des épreuves. la probabilité .v peul étre déteríííi-
née ayee une précision indéfinie;

Y aunque el representante tal vez más destacado del frecuentismo moder-
no, Richard von Mises, rechace la existencia de cualquier vinculo lógico
entre el teorema matemático de Bernoulli y el conce pto ¡tecuencialde pro-
babilidad, fundamenta no obstante su definición de probabilidad12 en una lev

~>Esta insuficiencia del Teorema de Bernoulli. c.d. su incapacidad para permitir ci cálcu-
lo, a partir de la frecuencia observada, de tui intervalo para el paránietro poblacional descono-
cído p, ha sido considerada por Ander.s líaId (1 99ti), p. 263 una de las razones posibles por las
que Bernoulli no conípletó su trabajo. Para Karl Pearson (1925), p. 202, ‘AII Beníoolli acitie-
ved was to sbow tlíat by inereasiííg tlíe number of observations tlíe resítlts would undoubtedly
fal1 with in certain 1 imits, buí he fai lcd enti rely tt determine vvhai Ihe otíet¡iíaíe iii> ti ber of
observations were liar sueb Ii mits. Iba! ~vascotirelv De Moi vre ‘s discovery”. Y eít el ni isííío
sentido Stephcn Stiglcr (1986), p. 77 asevera que el iióiiiero de observaciones qoe Bernou II
precisa 25.550-- para estimar la probabilidad de ‘ésito’ es tan grande que adolece de latía
dc aplicabilidad práctica.

¡2 Von Mises (1919, § 1): “Sea A una propiedad de los elementos de lun colectivo] 16. N.
1

el numero observado, entre los prinieros N eleíítcntos. cí ue son A: entonces existe para A el
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enípwicade los grandes números, es decir en el hecho empírico de que las
frecuencias relativas observadas en series indefinidamente prolongadas con-
vergen hacia valores limites constantes’>.

5. El problema de la ¡nferencia estadística

Supongamos que llevamos a cabo el siguiente experimento aleatorio: lan-
zainos uniformemente n monedas supuestamente homogéneas y observamos
el número a de veces que aparece ‘cara’. Ignoramos cuál es la probabilidad

—inicial o a priori . de ‘cara’, y desearíamosdiseñar un procedimiento
para su estimación. Si la intención originaría de Bernoulli en el Árv
(.‘on¡ec/andi hubiese sido viable, podríamos decir que, con n tendiendo a infi-
nito, la diferencia entre la probabilidad desconocida p de ‘cara’ y la frecuen-
cia observada ahí de ‘cara’ seria despreciable. Pero como vimos, la teoría de
probabilidades no justifica esta idea.

Sí sabemos, en cambio, que, cualquiera que sea p, la probabilidad mate-
mática del restiltado observado: a veces ‘cara’ en n ensayos independientes,
viene dada por

~Jpo(l — í4’

Ahora bien, como el coeficiente indica simplemente las diferentes formas

— el número de combinaciones lógicamente posibles—- en que las a ‘caras
pueden aparecer en los n ensayos, y ademas es independiente dep. podemos
prescindir de él. con lo que nos queda la función

Hp) = (‘(1—pY’’’.

Esta está definida sobre el intervalo compacto [0,1], en el que p toma
valores. 1(p) tiene pues un máximo, que se obiiene dc

d
[í’”O — í’)’>’’ 1 = <4

<IP

/Vval Itt Ii ti it e liii . W , op ,olíobilida<l en el <Jet‘<lío E del atributo 4
..s..

‘
3\4tíí Nliscstl9’8 pp. 115—116.
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y que resulta ser p = —

n

Este cálculo subyace a un procedimiento ideado por Sir Ronald A. Fisher
a partir de 1922 con objeto de estimar, a partir de los datos proporcionados
por la experiencia, los valores desconocidos de los parámetros poblacionales.
El objetivo de Fisher es determinar qué valor del desconocido p es el más
verosímil.Para ello Fisher (1922, p. 310 el passim)define la verosimilitud
matemáticade un valor de un parámetro como una función del mismo, pro-
porcional a la probabilidad de que, si éste fuese verdadero, las observaciones
serían las que realmente han tenido lugar.

Desconocemos la probabilidadp de ‘cara’, pero disponemos de un núme-
ro infinito de candidatos —todos los números entre O y 1—y la pregunta es:
¿Cómo explicar lo observado, en el sentido de que, si el valor paramétrico
elegido para p fuera verdadero, lo observable seria lo observado con más alta
probabilidad? Toda hipótesis acerca del valor verdadero dep dará cuenta len-

tativamentede las observaciones. Pero evidentemente aquel valor de p que
atribuya a lo observado la máxima probabilidad matemática será el más vero-
símil. El procedimiento de Fisher que permite e! cálculo del valor paramétri-
co dep máximamente verosimil recibe el nombre de métododemáximavero-
similitud14.

Pues bien, de alguna manera este procedimiento recupera la idea bernou-
lliana de inferir probabilidades a partir de observaciones, ya que, gracias a él,
podemos calcularo estimar a posteriori —en sentido de Bernoulli—el valor
paramétrico buscado.

Seguramente ni Karl Pearson (1925,p. 205) ni Ivo Schneider (1979, Pp.
106-107) piensan concretamente en el método fisberiano de máximaverosi-
mnilitud cuando afirman respectivamente

Bernoulli ...turns thc probleiii round and says tbat if the observed value in nt trials isp,
then the tnte value p

0 will lic between with Ibe given probabiliry. This is

rather statcd than proved, buí it Ls ofcoul:s’e tIce licínel of aqutí> later tlet’elo,a,,íentks of
importance.

E/ir dic ¡veitere L’ntwicklung der Wahrsclieinliehkeiíslheoí’ie ¡var dieser lcr/no> vol>
.Iakob Bernoulli sícher/icl, /huchtbar. Nur aid’ der Basis dieses irrtuiiis konntc .lakob
Bernoulli cm Programm formolicren. das den gesaniten Bcreich menseliliclier. sittli-

]4 Sobre el origen e implicaciones fi]osóficas de este método puede consultarse Rivadulia
(19914. Cap. IV,y(1991h)§2y4.
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eher und wirtschatilicher Entsehcidungen 11k dic Zukunti zutii (.icgcnstand der von
ihiii gesehaifenen neuen Disziplin machte.

Además, el método de Fisher está lejos de ser ese procedimiento mate-
mático para aprender inductivamente de la experiencia, que había supuesto
su autor. Pero sí es indiscutible que el empeño de .Iakob Bernoulli de estima-
ción de probabilidades a partir de resultados de experimentos aleatorios
alumbra ¡a base de la teoría de la inferencia estadística.
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