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1. Introduccion

En 1713 aparecid en Basilea con caracter postumo el Ars conjectandi de
Jakob Bernoulli. Lo habia publicado su sobrino Niklaus ante la insistencia de
los matematicos de la época, entre ellos Pierre Remond de Montmort, quien
va habia publicado anénimamente cinco afios antes su Essay d ‘Analvse sur
les Jeux de Hazard y cstaba interesado en conocer cl trabajo de Bernoullil.

La estadistica matematica debe su origen a una extension del cilculo en
los juegos de azar al computo de probabilidades de vida y rentas vitalicias.
En plena segunda mitad del siglo XVII los hermanos Huygens primero, y
Edmund Halley después, habian analizado rigurosamente estas maierias
sobre base puramente empirica, mientras que Jan de Witt y Leibniz también
lo habian intentado aunque sin preocuparse demasiado de si sus reflexiones
estaban suficientemente apoyadas empiricamente o no2. No parece que Jakob

* Agradezco muy sinceramente a Migucl Angel Gomez Villegas, catedratico del Dpto. de
Estadistica ¢ 1. . de¢ la Universidad Complutense de Madrid, su lectura y comentario de una
version anierior de este trabajo, asi como su amable disposicion a discutir en maltiples oca-
sioncs sobre cuestiones relativas a la teoria de la inferencia estadistica,

IK. Kohli (1975} ha relatado la historia de la publicacion del Ars conjectandi en el Vol.
3 de Die Werke von Jakob Berroullt, Basel 1975,

2 Wéase Rivadulla (1997 ¢).

Hasta la publicacion por Jakob Bernoulli de su Ars conjectandi, el 1érmino probabilidad
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Bernoulli llegase a conocer nunca estos esfuerzos, aunque curiosamente su
Ars conjectandi contenia un anélisis matemético - completamente ausente
entre los contemporaneos antes mencionados— que pretendia explicar la
estabilidad de las frecuencias observadas y sentaba las bases para un trata-
miento riguroso futuro de la inferencia estadistica; sc trataba de la Lev de los
grandes numeros, asi conocida desde que Simeon Dennis Poisson (1837)
decidiese bautizar con esc nombre al Teorema de Bernoulli3,

En carta a Leibniz fechada el 24 de Abril de 1704 Bernoulli declara haber
presentado a su hermano un Teorema que le permitia ‘calcular’ empirica-
mente las probabilidades desconocidas de ocurrencia de los fendomenos tan
bien como si fuesen conocidas @ priori. Un teorema que, segun confesion
propia, ya llevaba madurando veinte afios cuando escribio su Ars conjectan-
di. En efecto, el diario matemdtico de Bernoulli, las Meditationes, conticne
dos articulos, el 131«, escrito hacia 1689, y el 1514, redactado entre 1088 y
1690, en los que el matematico suizo anuncia, aplica y prueba por vez pri-
mera la Ley de los grandes nimeros. En lo que sigue de esta Introduccion voy
a detenerme en ¢l primero de ellos.

El objctivo de Jakob Bernoulli en el articulo 13 1a, recogido en Schneider
(1988), es mostrar que, a medida que aumenta ¢l nimere de obscrvaciones,
disminuye la probabilidad de desviarse de la proporcion verdadera de casos.
Asi, s1 en un jucgo hay tantas posibilidades de ganar como de perder, la pro-
porcion final de juegos ganados coincidira con la de juegos perdidos. De
manera que, aunque en las primeras partidas sc observase que la proporcion
de juegos ganados no coincide con la de juegos perdidos, a medida que
aumentara el namero de jugadas creceria la probabilidad de que el total de
partidas ganadas se sitde dentro de unos limites previamente elegidos, que
fuera de ellos.

Elijamos pues el intervalo 0,5 £ 0,166 como expresion de confianza en

pricticamente brilla por su ausencia ¢n los trabajos de los dulores antes mencionados. En
Rivadulla (1995) §2 mencioné como cxcepeiones a esta situacion a Antoine Arnauld y
Gottfried Leibniz. Glen Shafer (1993), p. 7, afiade por su parte la del clérigo inglés George
Hooper, quicn habria hablado de “probability as a number between zero and one™.

3 “Les choses de toutes natures sont soumises a ung loi universelle qu'on peut appeller /a
loi dex grandes nombres. Elle consiste en ce que, si Pon observe des nombres trés considéra-
bles d’evéncements d’une méme nature,..., on trouvera, entre ces nombres, des rapports 4 trés
peu prés constants. Pour chaque nature des choses, ces rapports autont une valeur spéciale dont
ils s”écarteront de moins en moins, ¢ mesure que la séric des événements observes augmente-
ra davantage, ct qu’ils atteindraient rigourcusement s7il était possivle de prolonger cetle série
alinfini” (p. 7
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que la proporcion total de jugadas ganadas no va a separarse de la igualdad
mas del 16,6% de los casos, y preguntémonos por la probabilidad de que ¢l
nimero de partidas ganadas supere los limites fijados, e.d. mas de 2/3 o
menos de 1/3 de las jugadas. Bernoulli limita el calculo de esta probabilidad
a3, 6,9y 12 partidas. Y csto le basta para mostrar como se aplica ¢l Teorema
en cuestion en este caso especial.

S1jugamos tres partidas, el nimero de resultados logicamente posibles en
términos de “gano’ y ‘pierdo’ es obviamente 27 = 8. Ganar mas de 2/3 de las
jugadas equivale a ganar las tres partidas, lo que tiene una probabilidad de
ocurrencia de 1/8 -supuesta la equiprobabilidad de los 8 resultados posibles
que constituyen el espacio muestral. Por otra parte, ganar menos de 1/3 de las
Jugadas significa perderlas todas, v la probabilidad de este suceso es igual-
mente [/8. La probabilidad pues de obtener un resultado fuera del intervalo
[1/3.2/3] es 2/8, menor que la de que se situe dentro, que es 6/8 = 0,75.

St jugamos 6 partidas, ganar mas de 2/3 de ellas equivale a ganar 5 6 6,
mientras que ganar menos de 1/3 significa ganar una o ninguna. Ahora bien,
hay 26 - 64 resultados logicamente posibles en términos de *gano’ y “pierdo’.
Luego la probabilidad dc ganar las seis partidas, como la de perderlas todas
es 1/64. La probabilidad de ganar 5 jugadas es  aplicande la formula
binomial4 deducida por el propio Bernoulli en el Ars Conjectandi--

0 s
5 [57.0.5=0,09375;

luego la probabilidad de ganar mas de 2/3 es 0,109375. Como ésta ¢s tam-
bién la probabilidad de ganar menos de 1/3, entonces resulta que la probabi-
lidad de obtener un resultado fucra del intervalo considerado es 0,21875,
mientras que la del suceso contrario, e.d. la de obtener un resuitado entre los
50 restantes, es 0,78125.

Sielevamos a 12 el nlimero de jugadas, ganar mas de 2/3 equivale a ganar
9.0 10,0 I, 0 [2, y ganar menos de 1/3 supone ganar 3,0 2,0 1, 0 0 juga-
das. Como hay 212 = 4096 resultados logicamente posibles y cquiprobables,
la probabilidad de ganar todas las partidas, como la de perderlas todas, es

* La probabilidad dc obtener a ‘éxitos™ - p. €. @ veces ‘cara’— en n ensayos indepen-
dientes, siendo p la probabilidad de *¢xito”. viene dada por la formula de Bernoulli:

Pla " exitos "en n ensavos independientes| p) = [ ]p”(i -pr
a
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1/4096, que, sumando con 0,002929687, que es la probabilidad de ganar 11
(ganar 1); con 0,016113281, que es la probabilidad de ganar 10 (ganar 2); y
con 0,053710937, que es la probabilidad de ganar 9 (ganar 3), y multiplican-
do por 2, proporciona ¢l valor 0,145996092, que es la probabilidad de ganar
mas de 2/3 o menos de 1/3 de las doce jugadas. Lucgo la probabilidad de
obtener un resultado incluido en ¢l intervalo de confianza es 0,854, Ahora
bien, 0,75 < 0,78 < 0,85. Luego, a medida que aumenta el niimero de juga-
das, resulta cada vez mas probable que los resultados que se observen se
incluyan dentro del intervalo 0,5 + (4,166 que fuera de él. La conelusidn que
Bernoulli considera que se sigue legitimamente de este resultado ilumina el
objetivo que se propone probar en cl Ars conjectandi: inferir probabilidades
a partir de frecuencias observadas, para el caso general en que la probabili-
dad de ‘observacion favorable’ y ‘desfavorable’ no coincidan: “Con ello
podria llevar a cabo tantas observaciones que seria capaz de inferir la razdn
[desconocida] de las posibilidades con una probabilidad proxima a la certe-
7a, como si dispusiera de ella ¢ priori”

2. El Teorema de Bernoulli

El Teorema de Bernoulli, la propositio principalis del Ars conjectandi,
afirma lo sigutenteS: Teorema. Supdngase que el nimero de los casos favora

r
bles s¢ comporta respecto al de los casos desfavorables como —, o0 sea res-
5
r ¥

pecto del nimero total de casos como s = " cstando contenida esta
iy . - r+1 - —
ultima razoén entre los limites = y / !

t t

Asi pues hay que demostrar ahora que se pueden realizar tantas observacio-

nes que resulte tantas veces como se quiera (p.e. ¢ veces) mas probable que

la razon de las observaciones favorables respecto de todas las observaciones

realizadas se site dentro, que no fuera de estos limites, e.d. que no es mayor
r—1

— , ni menor que L~
t t

que

Hasta aqui Bernoulli, cuyo Teorema paso a interpretar a continuacion:

S T o o S oS
Sea 1a fraccion p'== la’probabilidad conocida de ocurrencia de un'suceso, y
H

5 Bernoulli, “Teoria de probabilidades™, p. 412,
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1., 1a variable aleatoria “proporcion de casos favorables en 7 observaciones’™.
Que sea ¢ veees mas probable que la frecuencia observable £, se sitlle dentro
a que sc sitte fuera de los limites, quiere decir que por cada caso a favor de
que se sitle fuera, hay ¢ casos (¢ 1) o posibilidades de que caiga dentro de
los limites. La relacion entre ¢ y » viene dada como s = ¢ + 1.

. r—1 1 F+1 1
Comp —=p—— ¥ u—l-— =p +; , entonces
f t

Al ao(r))

expresa la probabilidad de que f,, caiga fucra de los limites del intervalo; por

su parte 7
1 . } ¢
A(p-Le i< 1)]-
{ P fos(p 1] e+l

expresa la probabilidad de que /, caiga dentro de los limites del intervalo. Y
el Teoremu de Bernoulli afirma que

P[(p—%]?ﬁ <(P+%H:('P[(”_}J>J; >(P+%H

Ahora bien, como S ¢ _n-l , podemos expresar el resultado

c+1 n ¢+ n
de Bernoulli en notacién mas familiar, diciendo que

. I —
lim P[(p-——)sfu S(;)Jrlﬂ: lim !
=30 t I3 fr—yma 11

. 1 , ]

lim Pl p~—|<f <| p+—|i=Ll

-y ! !

Complementartamente

. ]
lim P[[p—?) > f >[p+—]- ﬂ =0.
JIR ] t

. | . , .
§i llamamos £ == , obtendremos una presentacion del Teorema de Bernoulli
!

mas parecida a la usual:

con o que
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lim P(p—e<f <p+e)=1

H—yo2

Ahora bien, p —e < f, < p + € restando p, equivale a € < f, + p<+ &
De ahi que la forma usual que adopta ¢l Teorema de Bernoulli o Lev (débil)
de los grandes nitmeros sea:

(1 li{n P(lf —pl=g)=1
0 o

cuyo contenido es el siguiente: Cuando ¢l nlimero # de obscrvaciones aleato-
rias crece indefinidamente, existe “certeza moral’ de que la frecuencia relati-
va observable £, no se desviara del valor verdadero del parametro poblacio-
nal p mas alld de un nimero positivo € arbitrariamente pequciio. Luego,
cuando la probabilidad de ‘éxito’ existe y es conocida, si el nimero de
observaciones crece indefinidamente, se aproxima a la certeza la esperanza
de que la proporcion de observaciones fuvorables no sobrepasard los limites
fijados previamente.

3. Un fracaso cantado: la inversion del Teorema de Bernoulli

. Qué relevancia tiene el Tcorema de Bernoulli, o Ley dc los grandes
numeros, para la teoria de a inferencia estadistica? La intencién declarada de
Jakob Bernoulli en las Meditationes y en el Ars conjectandi cs la de averiguar
la proporcidn verdadera de casos —e.d. el valor verdadero desconacido del
parametro poblacional p-— por medio de observaciones aleatorias, o sca,
determinar a posieriori el valor de p tan bien como s1 nos fuera conocido «
priori. Dicho de otro modo, el objetivo de Bernoulli cs inferir probabilida-
des a partir de frecuencias observadas. En este sentido su meta es /nvertir ¢l
procedimiento usual en teoria de probabilidades, consistente en facilitar ¢l
caleulo de frecucncias observables a partir de probabilidades conocidaso: “*Se
trata pues de investigar si, por medio del incremento de las observaciones,
crece constantemente la probabilidad de que el numero de obscrvaciones
favorables alcance, respecto del nimero de observaciones desfavorables, la
proporcion verdadera, {...] Ahora bien, si fuera posible, y en definitiva se
lograra dc esla manera certeza moral {...), entonces podriamos encontrar

6 Bernoulli, “Teoria de probabilidades™. pp. 401-402.
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posteriori fos nimeros de los casos [e.d. las probabilidades] casi tan bien
comeo si nos fueran conocidos a priori. Y esto basta,..., a fin de conducir nues-
tra suposicion en cualquier dominio aleatorio de forma no menos cientifica
que en los jucgos de azar.”

[Je tener éxito en su empeno, cl matematico suizo habria resuelto uno de
los problemas fundamentales de la metodologia de la ciencia: el problema de
{fa induccion; pues habria mostrado ¢oémo inferir lo general de lo particular,
0, en terminologia estadistica, como gustaba de decir Sir Ronald Fisher, de la
mucstra a la poblacion de la que, por hipdtesis. habia sido extraida al azar.
,Qué demuestra, pues, Bernoulli en su trabajo de 17137

La Ley de los grandes nimeros (1) equivale a

2) lim P(f elp—-e.p+e)=1L
s
;Da el Teorema de Bernoulli ocasion para pensar gue, en el caso de que
los valores de p fueran desconocidos, podrian scr calculados a partir de resul-
tados empiricamente observados tan bien como si nos fuesen conocidos a
priori? La cuestion es, pucs, si mediante una inversion del Teorema de
Rernondli es legitimo csperar

(3 ’111111‘ Pipelf, —& [ +eh=1

pues esta formulacion parece dejar abierta la posibilidad de estimar el valor
verdadero desconocido de p, con una aproximacion tan grande como se quie-
ra, a medida que crece ¢l nimero de observaciones. ya que el paramctro cn
cucstion no se situaria mas alia de £, + €. De ser esto cierto, fakob Bernoulli
habria resuelto a un tiempo ¢l problema matematico de la inferencia estadis-
tica y ¢l problema logico de la inferencia inductiva.

El caso ¢5 que meras transformaciones algebraicas permiten. restando p,
pasardep-e</,<ptea €<f, t p<+ e Siahorarestamos f,, y multipli-
camos por 1. con lo que las desigualdades cambian de sentido, obtendremos
finalmente f,, € <p </, 1 €y (3) parcceria matematicamente justificada,

Un sencillo argumento probabilistico invalida empero ¢l intento de inver-
sion del Teorema de Bemouldli, a saber: supongamos un # fijo; cntonees p.
tanto si es conocida como si es desconocida, es una constanic, no una varia-
ble aleatoria: luego P(f, €< p <f,+ €l solo puede asumir dos valores: 1y 0,
dependicndo respectivamente de que p esté o no dentro del intervalo cerrado
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[/, — € f, + €]. En conclusion, el Teorema de Bernoulli na da respuesta al pro-
blema que el matematico suizo parecia que se habia propuesto resolver.
Carece de sentido pues pretender que el Teorema de Bernoulli sirve para
estimar el valor verdadero de p, con lo que naturalmente no resuelve ni el
problema de la inferencia estadistica mi el de la inferencia inductiva. El
Teorema de Bernoulli permite el célculo de manera deductiva o directa, de la
frecuencia con que se espera que ocurran los resultados observacionales.

4, El juicie de la historia

Muchos historiadores de la teoria de probabilidades coinciden en desta-
car la naturalidad matematica de la Ley de los grandes nlimeros. Asi, para
[an Hacking (1971, p. 222,y 1975, p. 154) el Teorema de Bernoulli es un teo-
rema de pura teoria de probabilidades, y para Anders Hald (1990, pp. 258-
259) la convergencia en probabilidad de £ hacia p, cuando # tiende a infini-
to, es fa propiedad puramente algebraica de la distribucion binomial consis-
tente en que la razon del cuerpo de la distribucion respecto de sus extremos
tiende a infinito. De ahi que no cxista hoy la menor duda acerca de qué es lo
que Bernoulli probd?.

Ya antes de la publicacion del Ars conjectandi Jakob Bernoulli habia tro-
pezado con ¢l escepticismo de Leibniz acerca de la posibilidad de invertir la
Ley de 1os grandes niimeros a fin de obtener empiricamente, y con una apro-
Ximacién arbitrariamente grande, las probabilidades de ocurrencia de los
fendmenos. La correspondencia entre ambos de los afos 1703 y 1704 pone
de manifiesto sus divergencias al respecto. Pero también otros autores del
XV se percataron de que la solucion que ofrecia el Teorema de Bermoulli
no s¢ correspondia con su planteamiento originario del problema. Citados por

7 Keynes (1921, p. 344) afirma al respecto: “Bernoulli’s Theorem supplics the simplest
formula by which we can attcrapt to pass from the a priori probabilitics of cach series of
events (o a prediction of the statistical frequency of their occurence over the whole scrics,
...Bemoulli’s Theorem involves two assumptions... It is assumed,..., that the probability of the
event’s occurrence at the rth irial is equal « priori to its probability at the sth trial, and, furt-
her, that it is unaffected by a knowiedge of what may actually have occurred at the ath trial.”

,

Karl Pearson {1925, p. 203) asevera que 1o que Bernoulli probo fuc quesi 7 =

/
1 _ . . )
¢s la razon de los casos favorables, y — €8 arbitrariamente pequchio, entonces “we are certain
- i
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Corrado Gini (1946, pp. 411-412.), P. Prevost y S. A, Lhuilier (1796) atirman

Et d abord Jac. Bernoulli et tous ccux qui ont suivi s4 marche, n’ont fait, on doit le
dire, que de vaines tentatives pour arriver & cette estimation [des causes]. Leurs mét-
hodes, ... ne donnoient finalement que Uestimation des effets par la cause. Clest ce
gqu’on peut reconnoitre en jetant les yeux sur le grand probléme, en apparance cxpéri-
mental. qui est résolu a la fin de Udry confectandi, ... Dans ce probléme, il s ugit de
dewrminer dapres la connoissance de la nature & 'un dé, la probabilite qu’en jouant
wn irés-grand nombre de coups, on obtiendra des résuliats conenius enire certaines
limites, voisines d 'un rapport gu'indiguent les foces du dé. Ainsi on conclut dans ce
probléme de la caise aux effets, et non des effets a la cause.

Y aungue Isaac Todhunter {1863, §125) parece mostrarse de acuerdo con
¢l planteamicnto general de Bernoulli®, Keynes (1921, p. 336)? y Corrado
Gini (1946, pp. 408-409, y 1949, p. 126)10 apuntan acertadamente a la fala-

that in 727 trials .. the odds are ¢ w0 1 that the ratio of suceesses to trials will fall within the limits
1

2

¢ Finalmente 1vo Schneider (1980, pp. 18-19) concluye: “What [Bernouili] establis-

hes in this theorem is that as the number of observations of a repealable event increases,
so too does the probability that the relative frequency of occurrence of a possibie outcome wili
lic in the vicinity ot the probability of this outcome. Only much fater did it become clear that
he did and could prove this theorem only for the relative frequency of events of known a prio-
ri probability. but not tor those of unknown probability,”

P Suppose that .. we do rot kaow anything beforchand of the ratio [in a urn] of the white
balls 1o the black; but that we have made a large number of drawings, and have obtained a
white hall R times. and a black ball § times: then aecording 1o James Bernoulll we are to infer
that the ratio of the white balls o the black balls in the urn is approximately R/AS. To determi-
ne the precise numerical estimate of the probability of this inference requires further investi-
gation: _.this has been done in two ways, by an inversion of James Bernoulii’s theorem. or by
the and of another theorem called Bayes's theorem: the results approximately agree.”

Y Para Keynoes b expresion Lew of Great Numbers “suggests, as perhaps Poisson inten-
ded o suggest, but what i cortuinfy fulse, that cvery class of event shows statistical regularity
of occurrence i only one takes & sufficient number of instances ol it. It also encourages the
method of procedure. by which it is thought legitimate to take any observed degree of [re-
quency or association, which is showi ina fairly numerous set of statistics. and 1o assume with
insuificient investigation that, because the statistics arc rumcerons, the observed degree of fre-
quency is therefore stable”

e Aut Grund der Losung eines Problems direkter Wahrscheinlichkeri hdlt man sich des-
halb nagerechifertigterwerse u einer SchluBfolgerung ermiichugt, welche die Lisung cines
Problems verser Wehrscheinlichkeit voraussetzt, zu der aber die Flemente fehlen.”

“Pin grave ¢ fondamentale obiezione. che 11 Leibniz non aveva fatto, né il Bernoull si era
prospettato, ¢ che risalire dulla frequenyza osservata alla probabilita ignota costituisce un pro-
blema di probabilita inversa, mentre il teorema die Bernoulli risolve un problema di probabi-
litg diretn, insegnando a desomere dalla probabilita, nola a priori. fa frequenza osservata,”
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cia logica en que el matematico suizo incurre. En consonancia con este enfo-
que critico Hacking (1971, p. 225) considera que no hay razén para pensar
que Bernoulli estuviese intercsado cn calcular P(p estd en f, T €] /), e.d. en
la evaluacion a posteriori de las estimaciones de p; una tarea ésta cuya solu-
cion habria de esperar alin cincuenta afios a que Thomas Bayes ofreciese en
su Essay de 176311 la primera aproximacién en la historia de la probabilidad
al probiema de la probabilidad inversa.

Aungue cl juicio de la historia no ha podido ser mas desfavorable para la
intencion declarada de Bernoulli, no faltaron empero voces a favor suyo.
Nadie puede negar autoridad a Antoine Augustin Cournot, corresponsable
con Robert Leslie Eilis y John Stuart Mill del concepto frecuencial de proba-
bilidad. Pues bien, Cournot {1843 p. 55 y pp. 437-438) defiende asi ¢l uso del
teorema de Bernoulli para la determinacion experimental de la probabilidad
matematica:

le principe de Jacques Bernoulli conduit a cette détenmination expérimentale [de a
probabilidad matemédtical: car si en désignant par x la chance inconnue de |z produc-
tion d’un événement, par # le nombre de [0is que cet événement est arrivé en m épreu-

ves, on peut toujours obtenir une probabilité P que Vecart fortuit - tom-

be entre les limites +1 (le nembre | et la différence 1-/7 tombant au-dessous de toute
grandeur assignable, pourvu que Ics nombres m, # sotent suffisamment grands), il cst
clair que, si ricn ne limite le nombre des épreuves, la probabifité x peut étre détermi-
née avee une précision indéfinic;

Y aungue ¢l representante tal vez mas destacado del frecuentismo moder-
no, Richard von Mises, rechace la existencia de cualquier vineulo logico
entre el teorema matematico de Bernoulli v el concepto frecuencial de pro-
babilidad. fundamenta no obstante su definicion de probabilidad!2 en una fey

I Esta insuficiencia del Teorema de Bernoulli, e.d. su incapacidad para permitir ¢l caleu-
fo. a partir de la frecuencia obscrvada, de un intervalo para ¢l pardmetre poblacional descono-
¢ido p, ha sido considerada por Anders Hald (1990), p. 263 una de las razones posibles por las
que Bernoulli no completd su trabajo. Para Karl Pearson (1925). p. 202, “All Bernoulli achie-
ved was o show that by inereasing the number of observations the results would undoubtedly
fall within certain limits, but he failed entirely to determine what the adequate number of
observations were for such limits. That was entirely De Moivre's discovery™ Y en el mismo
scntido Stephen Stigler (1986), p. 77 asevera que ¢l niuncro de observaciones que Bernoulli
precisa - - 25.550-- para estimar la probabilidad de “éxito’ es tan gruande que adolece de falta
de aplicabilidad practica.

2 Von Mises (1919, §1): “Sea 4 una propicdad de los clementos de [un colectivo] KL N

¢l ndimero observado, entre 10s primeros N elementos. que son A; entonees existe para A el
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empirice de los grandes nimeros, es dectr ¢n ¢l hecho empirico de que las
frecuencias relativas observadas en series indefinidamente prolongadas con-
vergen hacia valores limites constantes!?.

5. El problema de la inferencia estadistica

Supongamos que llevamas a cabo ¢l siguiente experimento aleatorio: lan-
zamos uniformemente # monedas supuestamente homogéneas y observamos
cl nimero ¢ de veces que aparece “cara’. fgnoramos cudl es la probabilidad

—inicial 0 @ priori - de ‘cara’, y deseariamos dischiar un procedimiento
para su estimacion. Sila intencidon originaria de Bernoulli en el Ars
Conjectandi hubiese sido viable, podriamos decir que, con # tendiendo a infi-
nito, 1a diferencia entre la probabilidad desconocida p de ‘cara’ y la frecuen-
cia observada a/n de “cara’ seria despreciable. Pero como vimos, fa teoria de
probabifidades no qustifica esta idea.

Si sabemos, en cambio, que, cualquicra que sea p, la probabilidad mate-
matica del resultado observado: @ veces *cara’ en # ensayos independicntes,
viene dada por

H
i e
pr=py.
a
. N i1
Ahora bien, como el coeficiente

J indica simplemente las diferentes formas
o

- ¢l numero de combinaciones logicamente posibles— en que las ¢ “caras’
pucden aparecer en los # ensayos, y ademas es independiente de p, podemos
prescindir de ¢l con lo que nos gueda la funcion

!{,[p) - Pu(] _ IP)N- u‘

Esta esta definida sobre ef ntervalo compacto {0.1]. en el que p toma
valores. fip) tiene pues un maxune, que se obticne de

Lpra=pyr=o
dp

. . . I F- . - - LR
valor limile  lim-——t - W, | o prohabilidud en ef colective K del atributo A
N

I3 Von Mises {1928y, pp. T13-116,
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y que resulta ser p =

Este célculo subyace a un procedimiento ideado por Sir Ronald A. Fisher
a partir de 1922 con objeto de estimar, a partir de los datos proporcionados
por la experiencia, los valores desconocidos de los pardmetros poblacionales.
El objetivo de Fisher es determinar qué valor del desconocido p es el més
verosimil. Para ello Fisher (1922, p. 310 ef passim) define la verosimilitud
matemdtica de un valor de un parametro como una funcién del mismo, pro-
porcional a la probabilidad de que, si éste fuese verdadero, las observaciones
serian las que realmente han tenido lugar.

Desconocemos la probabilidad p de ‘cara’, pero disponemos de un niime-
ro infinito de candidatos — todos los nimeros entre 0 y 1 — y la pregunta es:
Como explicar lo observado, en el sentido de que, si el valor paramétrico
elegido para p fuera verdadero, 1o observable seria lo observado con mas alta
probabilidad? Toda hipdtesis acerca del valor verdadero de p dard cuenta ten-
tativamente de las observaciones. Pero cvidentemente aquel valor de p que
atribuya a lo observado la maxima probabilidad matematica sera el mas vero-
simil. El procedimiento de Fisher que permite el calculo del valor paramétri-
co de p maximamente verosimil recibe el nombre de método de mdxima vero-
similitud#,

Pues bien, de alguna manera este procedimiento recupera la idea bernou-
1hana de inferir probabilidades a partir de observaciones, ya que, gracias a él,
podemos calcular o estimar a posteriori —cn sentido de Bernoulli— el valor
paramétrico buscado.

Seguramente ni Karl Pearson (1925, p. 205) ni Ivo Schneider (1979, pp.
106-107) piensan concretamente en el método fisheniano de maxima verosi-
militud cuando afirman respectivamente

Bernoulti...turns the problem round and says that if the obscrved value in a7 trials is g,
then the true value p, will lic between ! with the given probability. This is

I
!

rather statcd than proved, but it is of course the kernel of much later developments of
importance.

Flir die weitere Enrwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie war dieser Irrttim von
Jakob Bernoulli sicherlich fruchthar. Nur auf der Basis diescs Iretums konnte Jakob
Bernoulli ein Programm formulicren, das den gesamten Bereich menschlicher, sittli-

14 Sobre el origen e implicaciones filosoficas de este método puede consultarse Rivadulla
(1991a), Cap. IV.y (19915) 8 2 y 4.
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cher und wirtschaftlicher Entscheidungen [ir dic Zukunfi zum Gegenstand der von
ihm geschaffenen neuen Disziplin machte.

Ademas, ¢l método de Fisher esta lejos de ser ese procedimiento mate-
matico para aprender inductivamente de la experiencia, que habia supuesto
su autor. Pero si es indiscutible que ¢l empeiio de Jakob Bernoulli de estima-
cion de probabilidades a partir de resultados de experimentos aleatorios
alumbra la base de la teoria de la inferencia estadistica.

Bibliografia

Bernoulli, 1.: 1713, “Teorfa dc probabilidades”. Liudl, vol. 16 (1993), n° 30,
389-418.

Cournot. A. A.: 1843, Exposition de la théorie des chances et des probabili-
tés. Hachette, Paris.

Fisher, R. A.: 1922, “On the mathematical foundations of theoretical statis-
tics™. Philosophical Transactions of the Roval Society of London. serics
A, vol. 222, 309-365.

Gini, C.: 1946, “Gedanken zum Theorem von Bernoulti”. Schweizerische
Zeitschrifl fiir Volkswirtschafl und Staristik 82, 401-413.

Gini, C.: 1949, “Rileggendo Bernoulli”. Metron XV, 117-132.

Hacking, 1.: 1971, “Jacques Bemoulli’s Art of Conjecturing”. Brit. J. Phil.
Sei. 22, 209-229.

Hacking, L 1975, The Emergence of Probability. Cambridge Uni. Pr.

Hald, A0 1990, A4 Historv of Probability & Statistios and Their Applications
Before 1750. New York, John Wiley & Sons.

Keynes, ). M2 1921, 4 Treatise on Probability. London, Macmillan & Co.
L.TD.

Kohli. K.: 1975, “Zur Publikationsgeschichte der Ars conjectandi”. In Die
Werke von Jakoh Bernoulli, Vol. 111, Basel, Birkhduser Verlag.

Pearson, K.: 1925, “James Bernoulli’s Theorem™. Biometrika 17. 201-210.

Poisson, 8. D2 1837, Recherches sur la Probabilite des Jugementys en matio-
re criminelle ef on matiere civile, précédés des régles générales du caleul
des probabilitos. Parts, Bachelier.

Rivadulla. A 1991a, Probabilidad e Inferencia Cientifica. Barcelona,
Editorial Anthropos.



82 Andrés Rivadulla

Rivadulla, A.: 19915, “Mathematical Statistics and Metastatistical Analysis .
Erkenntnis 34, 211-236.

Rivadulla, A.: 1991¢, “Apriorismoe vy Base Empirica en los Origenes de la
Estadistica Matematica”. Liull 14, 187-219.

Rivadulla, A.: 1995, “Historia y epistemologia de los cambios de significado
de probabilidad”. Agora 14/1, 53-75

Shafer, G.: 1993, “The Significance ot Jacob Bernoulli’s Ars Conjectandi for
the Philosophy of Probability Today”. Versién en preimpresion

Schneider, [.: 1979, “Iyie Mathematisierung der Vorhersage kinftiger
Ercignisse in der Warhscheinlichkeitstheoric vom 17. bis zum 19,
Jahrhundert”. Berichte zur Wissenschaftsgeschichte 2, 101-112,

Schneider, 1.: 1980, “Why Do We Find the Origin of a Calculus of
Probabilities in the Seventeenth Century?”. In J. Hintikka et al. (eds.),
Pisa Conference Proceedings, Vol. 11, Dordrecht, D. Reidel.

Schneider, 1.: 1988, Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie von den
Anfdngen bis 1933, Darmstadt, Wissenschaftliche Buchgesellschaft

Stigler, S. M. 1986, The History of Statistics. The Measurement of
Uncertainty Before 1900. Cambridge, Mass., The Belknap Press of
Harvard Uni. Press.

Todhunter, L: 1865, A History of the Mathematical Theory of Probability.
Cambridge, Macmillan,

Von Mises, R.: 1919, “Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung”,
Muthematische Zeltschrift 5, 52-99

Von Mises, R.: 1928, Probability, Statistics and Truth. G, Allen & Unwin
LTD, 2 ed. rev., Londres 1957 (1* ed. alemana, 1928)



