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Denotandopor o el conjuntode los númerosnaturales,un mosaicoin-
finito será,por definición, unaparticióndel primer cuadrantedel plano
en cuadradosnegrosy blancos,quepuedeidentificarsecon unaaplica-
ción de <02 en f 0,11 o con un subconjuntode <02. El mosaicoserárecursi-
yo si existe un algoritmo quepermite determinarel calor de cualquier
cuadrado.Una aplicaciónde ¡0,1 n-l> >< (0,1 n-l} en (0.11 serádenomi-
nadoun mosaicofinito de longitud n, donden esun númeronaturalcual-
quiera.La inclusiónde un mosaicofinito en otro infinito se definirá de la
forma obvia: m está incluida en M si existennúmerosnaturalesi, j tales
queparatodo par de númerosnaturalesp,q menoresquela longitudde
m se verifica: m(p,q)= MÚ~ + i. q + j). Con ello, elproblemade decisión
de un mosaicoinfinito M consisteen encontrarun procedimientoefecti-
vo, quepermitadecidir en un númerofinito de pasosparacualquiermo-
saico finito m, si m estáo no contenidoen M.

A continuacióndemostraremosqueexisteninfinitos mosaicosrecursi-
vos (o inclusorecursivosprimitivos), cuyoproblemade decisiónes inso-
luble, ya queel algoritmobuscadono existe.La demostraciónse realiza-
rá medianteun argumentoindirecto,paralo quepreviamentese probará
la indecidibilidad de unavarianteunidimensionalde nuestroproblema,
demostrándosea continuaciónqueel problemaunidimensionales redu-
cible (1-reducible,en términostécnicos)al bidimensional.

Paraello, llamaremosmosaicounidimensionala un conjuntode nú-
merosnaturales,obviamenteidentificablecon una sucesiónde cerosy
unos.Por ejemplo.el conjuntode los númerosprimos se identificarácon
la sucesiónO0l10l0l000l0lOO0l0l000l...Una aplicación del conjunto
0,1 n-ll en 1 0,11, identificablecon una secuenciade cerosy unosde

longitudn. serádenominadaun segmento.Finalmente,el problemade de-
cisión de un mosaicounidimensionalS consisteen encontrarun algorit-
mo que permitadecidir paratodo segmentos, si s estáo no contenido
en S.
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Paraprobar la existenciade mosaicosunidimensionalesrecursivos
primitivos cuyoproblemade decisiónes insoluble,partiremosde un con-
junto A de númerosnaturalesque sea recursivamenteenumerable,pero
no recursivo.Seah unafunción recursivaprimitiva h tal queA = h«ú).A
partir de h definiremosun mosaicounidimensional5 por yuxtaposición
de los segmentoss~, s~, ~2 dondes~ es el segmentoformado por hO)
unos,precedidosy seguidosde un cero.Porejemplo,si li(O) = 3. h{l) = 2.
h(2) = 0, h(3) = 1,..., entoncess0 = 01110, s~ = 0110, ~2 = 00, s3 = 010,
conlo que5 = 01110011000010... Claramente5 es recursivoprimitivo, al
serloh.

Además,de la equivalenciadelas tresproposiciones
(a) neA,
(b) existejcu> tal queh(j) =

(c) el segmento0l1l...1O(n unos)estácontenidoen 5,
se sigue inmediatamentela indecidibilidaddel problemade decisiónde
5.

Parareducir el problemaunidimensionalal bidimensional,a cada
subconjunto5 de u> haremoscorresponderel subconjuntoS~ de u>

2 del]-
nidopor la igualdad5* = {(a.b): aeSy b = 01. conlo queS~ serárecursi-
yo primitivo silo es 5. De forma análoga,a todosegmentos de longitud
n haremoscorresponderel mosaicofinito s*: ¡0,1 n~l12 -4 ¡0,11 tal que
s~ (a,b) = 1 si y solo si s(a) = 1 y b = 0. conlo queobviamentese verifica:
s estácontenidoen 5 si y solo si s’~ estácontenidoen 5*~ En consecuen-
cia, deexistirun algoritmodedecisiónpara5*, existidaotroparadecidir5.


