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Topologie compa.rée d’une caurbe polaire et de
sa caurbe discriminante.

Hél~ne MAUGENDRE

Résumé
Étant donné f un germe de fonction analytique á l’origine de

02, naus comparons la complexité topologique de la caurbe dis-
criminante de ! á celle de Sa caurbe polaire.

Abstract

Let f be an analytic functian germ at O in 02. We compare
the tapological complexity of the discriminant curve of 1 to tEte
ano of its polar curve.

1 Introduction

Soit 1 un gorme de fonction analytique á l’origine de 02, et soit e une
forme linéaire sur 02, transverse á f et définie par e(z, y) = az + by.

Définition. Le gerine polaire de f ponr- la directiun £, est le prodt¿it
des composantes de l’ezpression a(Of/Oy) — b(Of/Oz), qui nc divisení
pas f. Nous le notons 1’.

La caurbe palaire de f pour la directiun e, nutée F, est le lien des
zéros réduit de r.
Remarque. La caurbe {e = 01 n’est pas une branche de 1’.

Si f est á singularité isolée á l’arigine, alors {a(Of/Oy) — b(Of/tJx) =
01 et {f = 0} n’ont pas de br-ancho commune.

Si f est de la forme f = gr ayee g gorme lisse, alors 1’ est yide.
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fléfinition. Qn appelle cutir-be discriminante de f paur la direction e,
l’irnage par l’applieatiott 4) = (~, f) de la cutir-be polaire E. Qn la note
A.

Le but de cet article est de comparer la compiexité topologique de
la caurbo discriminante do j á celle de la caurbe polaire do 1 paur une
dinectian e transyerse á f.

2 Présentation des résultats

2.1 Premiers résultats

Définitian. La rnultiplicité d l’origitte de la cotirbe f’ (0) est la vaN-
ation de f. Qn la note rno(f1 (0)).

Désbgnans par (u, y) les coordonnées complexos de 4)((C2, 0)). Camine
{ f = 0} et E n’ont pas de brancEte commune, {v = 0} n’est done pas
une brancho de A. De plus, une branche 5 de A est tangente á l’axe
u = O (vair [L]). Par eonséquent, il existe un dévoloppement de Puisoux
de 5 de la forme (yoir [BK])

z bkflktm
bEN’

of> mE NS, bk E O et au moins un des bk est non nul.

Remarque. La multiplicité á l’arigine de ¿ ost inférieure au égale á rn
et dbvise m. Si m est minimum paun l’existenco d’un tel déveioppemont
de Puisoux, alors mo(S) = rn.

Étant donné une branche ¿ de A, naus notons -y une branciíe de r
tollo que 4)(y) = 3.

Le premier résultat que naus obtonons ost le suivant (voir aussi [Ti]
ot [T2] poun une direction e généralo).

Propasitian. ¡la muutiplicité á l’origine de 5 divise celle de y.

Corallaire 1. Si y est une branche lisse de E, alors ¿ est ¿qalerneol
lísse.
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2.2 Résolutian minimale

Le tEtéoréme principal que naus démontrons s’obtient en considérant la
résolution minimale de f . e. 1’.

Soit ir la résolution minimale d’un germe de fonctiott analytique g á
l’origine de 02. L’arbre de la résolution minimale de g, noté A(g1(0)),
se construit comme suit. Chaque composante irréductible Es du diviseur
exceptiannel ir1(O) carrespond á un sommet 5 de A(g’(0)). Lorsque
deux camposantesdu diviseur exceptionnel s’intersectent att rehie par une
aréte les sammets de A(g1(O)) qui íes représentent. A chaque sommet
5, on ajaute autant de fi&hes qu’ii existe de composantes irréductiblos
de la transformée stricte, ur’(gt(O)\{O}), de §‘(0), qui intersoctent
Es. Chaque fléche représente la transformée stricte d’uno branche de
g’(0). Notons que le premier sommet de A(g1(0)) est le sommet
représentant la camposanto du diviseur exceptionnel obtenue en éclatant
¡‘origine dans 02.

Définitian. La géodésique d’une composante de g’(0) esí le chemin
orienté qui joint le premier sommet de A(gt (0)) ¿ lafléche qui représente
ceite composante.

L’arbre A(g’(O)) est orienté ayee paur origine le premien sommet.

Définition. Un sommet 5 esí un sommet de rupture si le nombre
de fléches el d’aréies qui le rencontrení esí att moins égal d trois.

Un sommet de rupture caractéristique esí un sommei de mp-
ture qui pr-ovient d’une paire caractéristique de Puiseuz d’au moztts une
branche de g’(0).

Tutu ature summet de rupture est appeté sommet de rupture de
caTncidence puro. (1/oir [Ma2] et aussi [MW]).

Considérons désarmais l’arbre A((f . e. f’)l (0)), noté Á.
Remarque. II existe un plongernent naturel de A((f . e)—1(o)) := A
dans .4 (voir [LMW2]).

On colore de rauge, respeetivement jaune, chaque aréte de A qul se
trauve sur une géodésique de (f . e)—’(o), nespectivement (É)’(0). Les
autres partios de A (celles qui no sant pas situéos sur une géodésbque)
sant tracées en blanc.
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Commo e est transverso á f, la fléche qui représente la transformee
stricte de t> (0) s’accnoche au premier sammet de A.

Définitian. Soil 5 un sommei de rupture (ronge) de A. La zane de
rupture de 5 est la rénnion de 5 avec les cornposanies cunnexes de
A\{S} qui ne possédent auctin summet de rupture.

Soit 5 tin sommet de rupture bicolure rouge-jaune de A. La zone de
rupttre de 5 relative a f . e est la rétinion de 5 avec les composantes
comieres de Á\{S) qui partent de 5 par une aréte unicolore (jaime,
ronge un blanche).

Définitian. Qn dit que la géodésique d’une bruncite y de f sor-t par 5 si
5 est le dernier somrnet bicolore de la géodésique de ‘y, i.e. la géodésique
de ‘y devient tinicolore jatine. (Ce sumrnet est forcément de rupture pour
A).
Définition. Soit 5 un summet de rupture de A. On appelle partie
pulaire assuciée ¿ 5 el un note l’s la reuniun des br-anches de 1’ doní la
géodésiqte sort par 5. Qn note ¿Ss = 4’(Fs).

D’aprés les résultats do [LMW2], le sommot 5 d’oó la géodésiquo
d’une branche -~‘ de r sort est un sommot de rupture de A, et de plus,
paur tout somrnet de rupture 5 de .4 it existe une branche ‘y de F d’aú
la géodésique sant. Autremont dit, taut sommet de rupture 5 de .4 qui
appartient au moins á une géodésbque d’une camposanto do (f . e)—’(o)
est tel que Ps n’est pas vide.

Naus pauvans bnterprétor ce résultat en disant que les sommets de
rupture de A qub nc sant pas des so¡nmets de rupture de A sant unicolores
jauno ou encone, tout sommet de rupture bicalore rauge-jaune dans A
est un sornmet de rupture de A. Autrernent dit, paun tracen A á partir
de A, an no rajaute aucun sommet de ruptune sur íes géodésiques des
branches de (f . £)~‘ (0).

Théaréme. Soit 5 un suromel de rupture bicolore ronge-jaune de A
ci soit N — 1 le nombre de sumrnets de rupture caracléristiques qui
préc¿dent 5 dans .4 (5 non compris). Alurs le nombre de sorarneis
de rupiure de A(¿Ss) est supéricur 00 égal att nombre de surnrnets de
rupture de A(Es) monís N.

Remarque. II estclair que íes N—1 som¡netsde nupture caraeténistiques
qui précédent 5 sant aussi bicolores rauge-jautie. Le nombre de somínets
(le rupture canaeténistiques de A(Es) est supéricur ou égal k N — 1.
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Carollaire 2. Si ~s est irréductible alurs le nombre de paires
caractéristiques de As esí supéricur uit égal au nombre de paires
caractéristiques de F5 r-noins N.

3 Démonstrations

3.1 Démanstratian de la prapasitian et du corollaire 1

3.1.1 Quatients polaires

Ayee les notations du paragraphe 2.1, soit ¿ une branche de A de
développement de Puiseux ‘a = £kEN• bku ktin of> m E N

t, bk E 0
ot au moins un des bk est non nul.

Soit k
0 le plus petbt élément de N tel que bk0 soit non nul. On note

(ko + m)/rn = Palis ayee pgcd (pa, qs) = 1.

Définition. L’ensemble des quotienis polaires de f potir la direction 1
est 1 ‘ensemble constitté des nombres rationnels ps/qe, potir ¿ branche de
A.

Natons (g—~(0), h
1(O))a la multiplicité d’intersectian á l’origine en-

tre les gerínes de caurbes g’(0) et h1(0) (voir [0]). Soit & une brancite
de A et soit y uno branche do r avec 4)(y) = 5. D’aprés [LMW1] on a

Prapositian a. Le quotiení polaire p~/q~ esí égal ti

(f1 (0), y)o/(V’(0), 0o.

Soit Sun sommet de rupturo de A et Ct(0) un germe de caurbe réduit
A l’origine do 02 dont la transformée stricte est une curvette de E~, c’est-
A-dine un germe de caurbe lisse qui intersecte Es tansversaleznent en uit
point lisse. D’apr~s [LMW2] nous avons

Proposition b. L ‘ensemble des quotients pulair-es de f est égal ti
l’ensernblc consulté des nombres ratiunnels

(f1 (O), C4’(O%,/(V1 (O), C;>(0))o.
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3.1.2 Démonstratians

Commengons par montror que si e est transverso á f aiors ¿ est transverso
á r.

Comme ¿ ost transverso á f, á l’aide de la proposition b qui précéde,
on veriflo faciloment que tout quotient polaire do 1 est supénbeur ou égal
á ma(f’ (0)). S’il existait une camposanto j’ de 1’ tangente á t, j’ serait
transverso á f et par conséquont, d’aprés la proposition a qui précéde,
on aurait un quotient polaire strictement plus potit que rno(f1 (0)), ce
qui est impossible.

Par cottséquent, comme ¿ est transverso á 1”, paur taute camposanto
ji do 1’ att a maC>’) — (¿—1 (O),’y)o.

De plus la restriction de 4) á y est un rox’étemont, d’ordre k~, sur ¿
(voir [LMWI]). On obtient ainsi (t>(0),-y)o = k-4{u = 0},5)o. Comme
5 est tangente á {v = 0} donc transverso á {u = O} att a

moQy)= (Ut (0),y)o=k~({u=0},S)o=k~mo(5),

ce qui acEtévo la démonstratian de la proposition.

u

Lo conoilaire 1 est une conséquence directo de la proposition qui
précéde. En effet, si y est lisse, att a 1 ~ mo(S) =mg Qy) = 1.

u

3.2 Démanstratian du théo&me et du corallaire 2

La démonstration du théorérne utihise la théonie de Waldiíausen. Dans lo
paragraphe qui suit avant de procéder á la déznonstration do tltéorémo,
naus common~ons par donner quolques rappels sur les variétés de Wald-
itauson.

3.2.1 Rappels sur les variétés de Waldhausen

Définition. Une variété de Seifert así une variété dzjferentíable, de
dirnensiun (mis. compacte, connere 6 orientée, rnunie d’un fenilletage
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en cercíes différentiable et orienté, potir lequel tonte feuille poss~de un
voisinage tubulaire cornpact qui esí une rétinion de fetilles. (Vuir /35]).

Salt g un germe de fonction analytique á ¡‘origine de 02.

Notons S la sphére centrée á l’arigine de 02, de rayan a suffisam-
ment petit paur que le type tapologique de l’entrelacs 14 = g1 (0) rl S~
no dépende pas do E. (Voir [Mi]).

La résolution des singularités des caurbes planos implique l’existence
d’une décomposition de S~ en une réunion finie de variétés de Seifert
telle que les composantes de 14 soient des feuilles de certaines de ces
vaniétés. Une tollo décomposition de S~ s’appelle une décomposition
de Waldhausen de S~ paur FC

2. Elle est dite minimale silo nombre de
vaniétés de Seifert est minimal. Elle est alors unique á isatopie prés. Par
conséquent, la décomposition minimale de Waldhausen de S~ paur 14
est un invariant du type topolagique de g. (Voir [3], [35], [Jo], [W]).

Remarque. Naus rappelons que dans un cadre plus général il existe
des cas exceptionneis avec non unicité de décomposition minimale (voir
[N] et [W]). Cepondant, ces cas no se présentent jamais dans le contexto
particulier de décomposition minimalo de Waidhausen de S~ paur un
entrolacs assoe>e a un gorme de caurbe plane (en effet les opérations RO
a RS de [N, p. 304-306] n’apparaissent jamais).

3.2.2 Variétés de Waldhausen ct rósolution minimale

II existe une corrospondanco bijective entre l’ensomble des sommets
de rupture de A(g

1(0)) et l’ensemblo des variétés do Seifort de la
décompositian minimale de Waldhauson de S~ paur 14. A insi, taute
zane de rupture assacíee a un sommet de rupture 5 de A(g1 (0)) cor-
rospaud á une variété de Seifert 1/ de la décompositian minimale de
Waldlíausen de S~ paur 1<~.

Or, au paragnaphe 2.2 ¡¡aus avons vu que taut somrnet de rupture bi-
colore raugo-jaune de A est un sammet de rupture de A. Par conséquent,
toute zane de rupture relativo á 1 £ assocíee a un samunet de rupture
bicoloro nauge-jauno de A correspand á une zane de rupture de A. Cette
Zane de rupture do A founnit une variétéde Sebfent y de la décompositiout
minirnale de Waidhausen de S~ paur 1<y.e.

Connaitre le nombre do sommets de rupture de A(rs) suecédant á 5
nevie¡tt A établir la décomposition minimale de Waldhausen do 1/ paur
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I<r9 = ~s rl S~.
Comparer le nombre do sommets de nupture de A(l’s) et A(As) =

A(@(Fs)) reviont ainsi á déterminer lo nombro de variétés de Seifert
des décompositians minimales de Walditausen de S~ paur ¡<r~ ot de la
sph~re 33 (do 4’(02)) pour K~5 = As rl 33

Le mayen d’abtenir ces décompositions utilise les résultats de [LMW1]
et [Mal]. Rappelons-en icb succbnctement le contonu.

Soiont 77, 6, E, W des réels strictement positifs teis que 1 >~ E >~ O >~
rl » w > 0. Notans O~ la baule de bond 5?

Désignons par fi la baule fi = {(a,, y) E O~ / ¡ £(x, y) ¡=61. II existo
un difféomorphisme ácoins deS = (.ft

1(54)nB)U(f1 (O~)rlOI3) (of>
OB désigne le bord do 8) sur la sphére S~: (Voir [LMW1]). Comino
naus l’avions déjá constaté dans [Mal], u est plus facile do trayajiier avec
2 plutót qu’avec S2. C’est pourquoi, au lieu de 1/, naus consbdérorís Ú
uno vaniété de Seifert de la décomposition minimale de Waldiíauseui de
2 pour FC

1., = Srl (f . fl-~ (0), 1/ isotope á y. Le complémentairo dans
2 d’un petit voisinage tubulaire ouvert de Aje., est noté M1.,.

Paur un han choix de ij, 6 et c (voir [Mal]), la rostrictian de 4’ á
2 est un revétement ramifló qui admet P rl 2 et les brancEtes de f.d (O)
non reduitos paun liou de ramification et A rl [(O~ >< S4) U (SJ x D~)] =
A rl (D~ x 54), union S~ x {0} (s’il existo des branches de f’ (0)
réduites), paur valeurs de ramification.

Paur une doscniption plus approfondio de tols revéto¡nents voir [S].
En fait, nous ailons ¿tablir la décomposition minimalo de Wald-

itausen do M1.,. En effot, la décomposition minimale do Walditause¡í
do 2 paur FC¡.e s’obtient faeilement á. partir de celle do Al1., euz pro-
longeant ie feuilletage bnduit sur lo bord de chaque tone. co¡nposautto
cautuiexe du vaisinage tubulaire ouvent de ¡Qe, au tare tout entior. ¡‘aun
étabhir la déconípositian minimale de Waldhausen de Mj.,, nazis citoisis-
sons un nécí w sufflsamment petit paun que (0% x ~,i)rl A = ~ (uuz tel
w existe car {0} x S4 n’appartiont pas á A rl (O~ x 54)). Uuz voisiltago

tubulaire ouvert de K¡.~ est alors

o o
U(FC¡.e) = 4)

m(S~x D~) U4’>(D% xS4).

l)&s Iors la~ restniction de 4’ á. £\U(I<j.e) est un revétetneuít rauutilbé s¡tr
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(D~ x 54)\(D~, x54) qui admot

U rl S = U rl (S\U(Kj.e))

paur lior> de raznification et

o

A rl (D~ x 54) = A rl ((O~ x 54)\(D% x54))

paun valeurs de rarnification.
Par conséquort, si naus natons 1V la x’arbété de la décompositiarz

minimale de Waldltauson de Mj.~, qui danno 1/ aprós avoir rebotíché les
tanes de U(FCj.e), la restriction de 4) A H/ ost un nevétemnont raunifzé de J4/

sur une zane polaire Z1 — [aquello ost un tare épaissi d’áme {O} x S4 (vain
[LN4W1] ou [Mal]) — qui adunot I<r~ = WrlFs paur lior> de nauíziflcation
ot I=7~5= ~s fl .Z¿ paur valeurs de ramifleation.

Dauís [Mal] naus avons décrit la construction de la déconíposbtian de
Waldhauseuí de Mf.e qui admet les camposantos do t’rlS paun feuilles. á

o
partir de la décomposition minimale de Waldhausen de (D~ x
xS4) relativo á A rl (D~ x S4).

Par la rn~me métítade naus pouvouís, en particulier, decnino
la décompositian de Waldhausen de Hl paur ‘<r~ A partir de la
décompositian mniutiunale de Waldltauseuz de Z¿ paur IQ<.

Remarque. (i) Les IV — 1 promiers sornnets de rupture de A(Fs),
lesquols sant caraetéristiques (paragraphe 2.2) cornespondeuít A des
variétés do Soifert

141k de la décompasition íniuiimale de Waldlíausen de
paur I=’r

9qui sant telles que 4’(l’Vk) = Zk of> k < i. (Voir
[LM\V1] et [LMW2]). Par eonséqueuít ces IV— 1 sourtmots rt’iuttenvterínent
pas da.ns la décautí posztiaui rrtinimale (le Wald líauseuí de Z1 poiz r

(u,) En autre lo sornmet 5, n’est pas farcéutíe,tt associé A iii

de rupture de A(As). Par construction, iuuíe cozíditioíí uzécessairo paur
que 5 ¡te sait pas assoc¡e a un somínet do rttpture de .

4(As) est que
le quotient polaire associé á 5 sobt un eutier. En effet, siítaut, caunme
le quotieuit polaire associé A 5 corrospon(l au preuzuon oxposa¡zt (les
développezííents do Puiseux de ciíaque brauzcizo ¿ do As, cet exposaíít ost
aiors un exposauzt caracténistique de Puiseux et fouruiit douíc un saun¡net
cío ru ptu re cara.ctéristique do A (As). La coutd ition dex’ieuít ítocossaíre
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et suffisante si, de plus, ce quotient polaire n’est pas un exposant de
coincidence entre deux branches & de ~s, car alors il no correspond pas
non plus a un sommet do rupture de coincidenco puro.

Démanstration du théaréme

La décompasitian minimalo do Waldhausen de Z~ paur Káa, s’établit
uniquemont ayee la topologio do As. En particuhber, lorsque l’on a can-
sidéré taus les sammets de rupture de A(As), i.e. que Fon a construit
tautes los variétés de Soifort qui leur sant associéos, alars paur citaque
branche 5 de As, on peut trouyer dans Z; un voisinage tubulaire 2’ do
¿rl Z1, lequel est constitué d’uno réunion de feuilles do la décamposition
mínímalo de WaldEtausen do Z¿ paur ‘<As. Ce voisinage tubulairo est
le libré normal de ¿rl Z;. Lorsqu’on lo rel~ve par l’application 4), cEta-
cune des camposantos connexes abtenues est (par définition de 4)) une
reun>on de feuilies do la décomposition de Waldhauson de W paur Kr8.
Ceci est vrai en particulior paur la composante connexe qul contiont
9’fl W (of> ~6’)= 5) laquelle est le libré normal de ->‘fl Hl. A ce stade
on a done obtonu une décompasition de Waldhauson de E paur I=

7r’
5,

non necessauremont minimale, mais á partir de laquelle on peut établir
la minimale. Par eanséquent taus les sommots de rupture de A(l7s) ant
été cansidérés ot leur nombro est bien infériour ou égal au nombre de
sammots do rupture do A(As) plus IV.

u

Démanstratian dii carallaire 2

Si Ps est innéductiblo. alors As l’est aussi. Pan conséquent A(Fs)
et A(As) no pass&lont aucun sommot de nupture do coYncidonco pune
(vair [Ma2]). Ainsi, chaque sommet de nupture de A(Es) ot de A(As)
corrospond á une pairo caraetérbstique do Puiseux d’oñ le corollaire 2.

u
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