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Aleatoreidad e Inmunidad

J.F. PRIDA

ABSTRACT. By introducirag the concept of randomness through raotions
of recursion theory, the set of the raradom raumbers is effectively inmune. The
proofofthis wehl-known result makesara esneratial use of the recursion theorem.
Ira this paper, randomraess is introducedstarting from the more comrnon notiora
of definahility in Robirason’s arithmetic and the sanie result is obtained usirag
an extension of the fixed-point theorem, which we prove at the end of the
paper. Firaally we define a recursive functiora dominatirag the set of the raradom
numbers, which consequently is raot hyperinmune.

Sea L el lenguaje usual de la aritmética con : i E w} como con-
junto de variables, donde los símbolos “o” y “s” denotan el número cero
y la función sucesor. Los números naturales serán denotados mediante
los términos, “o”, “so”, “sso” ,etc... y ra será el nombre del térmirao que
denota el número ra. Sea jai(x0) : i E wI> el conjunto de fórmulas de L
cuya única variable libre es a,,, y sea finalmente Q c L la aritmética de
Robirasora.
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Definición 1. La fórmula a~(x0) define era Q el ndmero raalural
j si ‘Va,0(a~(a,0) <- a,0 j)» es ura leorema de Q.

Definición 2. El radmero nalural] es aleatorio si para lodo le E w
se verifica: si ak(20) define], eraloraces le es igual o mayor que j. El
conjunto de los ndmeros alealorios será denotado por R.

Sea {4,¡ : i E w} el conjunto de las funciones recursivas parciales de
w era w y sea 1V, el dominio de 4,~.

Definición 3. Un corajuralo A es efeclivamenle inmune si es
irafinuto y existe una función recursiva f Ial que para lodo x e. w verifica:

Definición 4. Ura corajunlo es /tiperinmurae si es infinilo y rao está
dominado por ninguna función recurszva.

Teorema. El conjuralo R de los radmeros alealorios es efectivamente
inmune

1, pero no itiperiramune.

Era primer lugar probaremos que R es infinito.

Definición 5. 6 : ¿a —. ¿a es /a función (recursiva parcial) formada
por los pares (j, le) tales que a

5(a,o) define le en Q.
Definición 6. (3<, es el conjunto {b E w: (Bu e. ¿a) : 6”(b) = a}

2.

Definición 7. Para todo a E ¿a a* es el menor elerneralo de Ca.

De a* E C<, y a~ E C<,~ se sigue que a** e. C<,, con lo que a* =a**
y en consecuencia

a* =a*~ (2)

Definición 8. 5 es el cora]urzto {a* : a e. ¿4.
‘Este resultado es conocido era el caso era que se ita definido R como

el conjunto {a, : V~,(4,~ — ~ --. y=a,» (cfr. [1], p. 265).
2 Si para todo A c ¿a definimos CA como el conjunto {b E ¿a : (Bu E

w) 6”(b) E AI>, entonces C~ define una topología en 2w,al verificarse:
AtECA,CCA=CA, (36=0 y C(AUB)=CA UCD.
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De (2) se sigue inmediatamente:

5 = {a : a = a*}.

Claramente 5 C fi. Además 5 es un conjunto lii, ya que

5 = {a : VbVvi(6”(b) = a b =a)I>.

Definición 9. Dos razimeros a, b son independientes si verifican:

a«Cb y b«C<,

Si a y b son independientes, entonces:

0<, n Cb =

a* # b*.

Era efecto:

(4) * (5)

e E Ca 11 0b
u implica

* existen m,vi : 6’»(e) = a y é»(e) = b, con lo que
bEC~, y n>m implica aECb.

(5) *(6)
Como a*e.C<, y b*ECs, a* =b* implica CdflCb#0.

Sea hla función inyectiva y recursiva tal que (Xh(j)(ZO) es la fórmula
a,

5)”. Puesto que para ningún vi E ¿a la fórmula

— a,0 = xi)” es un teorema de Q, áh(j) está in-
definida para todo] y, en consecuencia, i ~] implica que h(i) ~
y h(]) ~ Ch<¿), con lo que, al verificar (4), h(i) y h(j) son independi-
entes y, por tanto,

h(i)*#h(j)*. (7)

(3)

(4)

(5)

(6)

Definición 10. H es el conjunto {h(j)* :j E ¿4.
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H es, pues, un subconjurato de 5 (y por tanto de 1?), que ademis, de
acuerdo con (7), es infinito.

Era segundo lugar probaremos que H (y por tanto 5 y R), está do-
minado por la función recursiva g definida por la identidad

g(ti) = it(O) + h(1) + ... + h(vi).

Era efecto, si 11 = ja0 < a1 < a2 < .. }, se tendrá:

g(n) = h(O)+h(1)+ ...+h(vi)

=~40Y+ h(1)* + h(n)
4-

a
0 + a1 + ...+ a,, a»

Finalmente demostraremos laexistencia de una función recursiva que
controla los cardinales de los conjuntos recursivamente eraumerables con-
tenidos era R, i.e, que verifica (1).

Cora tal fin definimos 4, : 2 —~ ¿a a través del siguiente algoritmo:
Dado el par (e,vi) E w~, mediante computación simultanea de 4,~(O),

se van listando elementos de W~. Si ¡W~I =vi + 1 ,la
computación termina cuando itayan aparecido n+2 elementos distintos,
era cuyo caso el valor asignado a «e, vi) será el mayorde elios. Si ¡WeJ =
vi + 1, la computación no tiene fin. Así pues, si ¡WCI > vi + 1 se verifica:

«e,ti)I (8)

4,(e,ti) E W~ (9)

«e,n) > vi. (10)

Sea ¡3(a,0,a,1,a,2) una fórmula de L tal que si 4,(e,ti) = m, entonces
¡3(x0,e, ra ~-. a,0 m) es ura teorema de Q. De acuerdo con el teorema

3ídéntico razonamiento puede utilizarse para probar que R no es
itiperiramune cuando ita sido definido como era la nota (2). En tal caso
it es una función recursiva tal que 4’MS) está indefinida para todo .1~
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de recursión de la aritmética (que demostramos a continuación), existirá
una función recursiva r : ¿a -4 ¿a tal que para todo a E ¿a verifica:

Q
1— a,(<,)(x0) e-> ¡3(a,0,a,r(a)). (11)

Bajo la hipótesis de que WCj > r(e) + 1. de (8), (9), y (10) se obtiene:

«e, r(e)) .1-

4,(e,r(e)) E W~

4,(e,r(e)) > r(e)

(12)

(13)

(14)

‘2
1- ¡3(a,0,e,r(e)) <—> (a,0 (15)

De (11) y (15) se sigue:

a«~) (a,0) <-4 (a,0 E 4,(e, r(e))), (16)

con lo que ar(e)(xo) define «e,r(e)) y, por tanto, de acuerdo con (13),
(14) y la definición (2),

«e,r(e)) E (17)

lo que implica que W~ no está contenido era R. Así pues

WCtER * W~I=r(e)+1. (18)

Era consecuencia H, 5 y R son efectivamente inmunes (y los comple-
mentarios de 5 y R efectivamente simples), pero no itiperinmunes.
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Teorema de recursióra de la aritmética. Si L es el /engua]e
de la arilmélica y {a~(x) : i e. w} es una enumeración efecliva de las
fórmulas de L con cuya tinica variable libre es a,, para toda fórmula de L
con vi + 2 variables libres ¡3(a,, yí, ..., y,., z) exLste una función recursiva
r : ¿a» ~ ¿a Ial que para todo a1, a2, ..., a,. se verifica:

1;

I~ Cr(<,,,a2 <,~)(x) e-> ¡3(x,aí,a2,...,as,,r(aí,a2,...,a~)). (19)

Demostración:

Searaaeyabreviaturasdeaí,a2,..,a,.eyi,y2,..,y,.ysea{’y1(a,,y,z):
E w} una enumeración efectiva de las fórmulas de L cuyas variables

libres son a,,y,z.

Definición 11. g : —* ¿a es la función recursiva Ial que a9(<,,s>(x)
es la fórmula yb(x, a, b), lo que se expresará de la forma

.q(a,b)= r7dx,a,b)1 . (20)
Definición 12. ¿5(a,,y,z) es la fórmula que representa ay era 4>,

z.e., Ial que

‘2
g(m,vi)=s * 1- Vx(6(a,,¡n,ra) — x~s). (21)

Sea q el numero natural tal que yq(U, y, z) es la fórmula
Vu(t¶(u, y, z) -4 ¡3(a,, y, u))

y sea r : ¿a” —> ¿a la función recursiva ta/ que para lodo a e ¿a

r(a) = ~~yq(z,a,q)~ = ~u(6(u,a,q) —* fl(a,,a,ulf¡ . (22)

Se liene sucesivamenle:

[O] .q(a,q) = 1y44a,,a,q)1 = r(a) (20), (22)
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— a, E r(a))

-4 ¡3(a,,a,r(a)))

-4 ¡3(x,a,u))

‘2
[1] 1- Vx(6(x,a,q)

‘2
[2] F- 6(r(a),a,q)

‘2
[3] 1— ar(<q(~) -4 (6(r(a),a,q)

‘2
[4] 1— Cr(a)(x) -4 ¡3(a,,a,r(a))

‘2
[5] 1- ¡3(x, a, r(a)) -4 (u r(a)

‘2
[6] 1- 6(u,a,q) — tEr(a)

‘2
[7] 1- ¡3(x,a,r(a)) -4 (6(u,a,q) -4 ¡3(x,a,u))

‘2
[8] 1— ¡3(a,,a,r(a)) —4 Vu(6(u,a,q) -4 f3(x,a,u))

(pues u no está libreen ¡3(a,,a,r(a)))
‘2

[9] 1- ¡3(z,a,r(a)) +

De [4] y [9] se sigue el teorema.

[o],(21)

[1]

(23)

[2], [3]

(tautología)

[1]

[5], [6]

[7]

[8],(22)
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