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ABSTRACT. We cali nue¡amorphos¡s of a giVen categary an autoequivalence
functar. up to within natural equivalence. Wc shaw that, given a graup G, the graup
of metamorphases of the category of G-sets (as weII as the carresponding group for
«sufficiently bigo subcategaries) may be naturally identilied ta the graup al onter
automarphism of G. We get by this way a natural descriptian of a group of knawn
aperatians on tessellatians of a surlace: the identity aperation. the Poincaré duality,
and faur others which generally change the tapalogical type al ihe surface.

1. CARÁCTERISATION DE CERTÁINES OPERATIONS SUR
LES CARTES

Dans cette premiére partie. an rappelle l’interpr¿tatian fonetarielle des
cartes en termes de Itensembles, alt E est le graupe cartographique. Le
graupe des5 apérations sur les caries s’identifie au graupe des automarpbismes
extérieurs de E ([8],[lO]). Cegraupe d’ap¿ratians est alars identifié, gráce au
résuliat (voir tbéoréme lO) de la deuxiéme partie, an graupe des métamarphoses
d’une certaine catégarie des caries et caries généralisées.

5. E. Wilson [15] et 5. Lins [II] oní mis en ¿vidence des opératians (l)sur
les caríes (2) (caries finies au dessus de surface compacte, cannexe, sans bord)

Nous reniercions Jacques Emsalem qul, avec la notion d~autoéquivalence de catégorie. a
rendo píos pertinent un premier énoncé ([9]. théoréme 1 et [lO], théoréme II> et en a
considérablemení simpliñé et resserré la démonstration.
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constituanbaVecla duáhité de’ Poincaré et [‘ideniitétungroupe isamoiplie áu
groupe”symetrique S3. O. A. Jones et J. 5. Thorntan [8] puis C. Léger et J...
C. Terrassónj\QI O] ‘ Iéffime- 12) o’nk’móntté Zjue

5’éé. groúpe.’ d?npérations
s’iden¿ifie au groupe des automorphismes extérieurs d’un certain groupe (3),
ce méme grotipe caríograph¡quc E (Yoir A. Grothendieck [5], cE. Voisin et J.
Malgoire [13, 14], 1’. Damphoússe’~3,4]) qúi ~iákit la combinatoire des cartes:
al chaque carte correspond un 1’ -ensemble, correspondance induisant une
équivalence de la catégarie des cartes axec pour fléches les revétemcnts
ramifiés dans une certaine sous..catégarie (4) de la catégorie des 1~ensembIes.
D’autres auteurs ont adopté indépendamment des points de Vue voisins, tels
O. A. Janes et D. Singerman [7] et R. 1’. Bryant et D. Singerman [1]. L. D.
James [6] a exploré une généralisatian en dimension ti quelconque et
notamment a explicité le graupe des automorphismes extérieurs (pour n>2
c’est un graupe dihédral d’ordre 8) d’un certain groupe 1%> (générahisant le
graupe U) attaché aux décompositians cellulaires des variétés de dimension ti.

Ñé{Á c’onsidérohs~ ¡¿s carlés, de> ‘diiñ’eAsid’ti’ 2. En fait, nou~ aviéns
déi+i&itré \pó]; théórénik 1>1) que grou~é d’¿pérati¿ns 5W 1C55 94rtes
s~tdenttfieaugroupedesautornorphtsmes, átquh’aience naturelle prés, d’une
catégoriedéfinie de.faqonforineiie.([iO],..définition l).dant les objets finis
représententyles. cartes. >Nous,~propasons iei; gráceal la définitian des
mé!arnorpboses, unenancédvointhéaréme 1) qui correspond mieux á ce qul
s’est imposé en matiére d’identificatian de catégories: la notion d’équivalence
(voir définition 2) plutót que celle trop restrictive d’isomorphisme. Admettons,
e’est le résultat (voir théoréme lO) de la deuxiéme partie, que pour un
quelcot~4u¿ ~L6&pé”ú~í¿’k’ío’u~‘~k fétátt&¡=h&’¿sdé ‘l~~ caté~orie des G-
ensembles, et méme de taute saus-catégorie «assez gros~& de celle-ch
s’identifie au groupe des automorphismes extérieurs de G. Lorsque CrE,
celui:~<id&ntifie ([8] óú’ [1O],”léniñi’d 12) áú>~rou~e syñéti’ique S

3des
é~érátian>si~urles’cartes.< Ces b~é?ai¡ans soñi>alors décrifes c&mme étant les
métaii46íphd’s~’d&toúte sods-éá’té~é’rie><íassez’gras~e» de la catégorié des
Flensenibie¿t>hatañiñ’&ntde 1’u’n&d’~hleiVÉjuiest ‘éqúiválente (C. Vaisin et J.
Mal~éire[ l4]~ théótéuhe-3:2:3Yfl P9Da’A-iñh’o>ús~’éL [4]~p:<

287], C. Léger ‘et .1...
C. Terrasson [lO],-ttó~’a’iti’oñ15])>á’ unecatégorie des cartes et caites
généralisées:

5> < s .,,>t,f.t., 555 5.555 >5555555 55 55

Théoréme 1. Les diícs opérallotis sur les carIes s 7denqf¡cnt aux
méídmorphoscs de/a sous-ca¡egorw pleine de la calégorie des 1’-ensembles
don! les obicís soní íransi!¿4, non> vides, chacun déf¡n¡ssaní .—bten sur a
conjugaison prés— un síabi/¡sateur gui sol/sun suus-groupe libre (5) dc E:

55 : ¶7 1,554>. .555’. 5

Notons, pourtant que le É’rqupe des méta0>5 .~- , <~ rnorphases de la catégorie des
seules cartes proprement dites’ ~—équivalente,elle, á la saus-catégorie pleine
des abjetsqui, yérifiant les canditions du,théaréme 1, sant. de píos. finis—
reste ínconnu. A’’ • , • >‘ ‘ ‘. , 5
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2. METÁMORPHOSES DF. LA CATEGORIE DES G-ENSEMBLES

Rappelans la délinitian d’une équivalence de catégories (5. Mac Lane
[2]. théaréme 3, p. 91) et dannons celle du graupe des métamorplioses d’une
catégorie.

Définition 2. Soien¡ K ci K’ des catégories. Unjontícur F: K—. K’ es!
appe/é equivalence de catégories OIt, ~l115sttnplctiicnl, ¿quivalence, s71 es!
esseníiellcmení sur/ecl ¿1 (i.e. VA’ E Qb(K’), 3 A E Qb(K), 3 i cFI (K’)oú

A’— F(A) esí inversible] ci esí pícinemení fidéle [i.e. Y A, B E Ob (K),
E Ham(A, B)— Hom(F(A), F(B)) es! bíjective].

II t~evtcnt au
(resp. FoG) soil
joncleur id K’).
smi:

mémc dc dire qu 7/existe unfoncreur O: K’—. K tel que GoF
nalure//emen! équivaleni au]on¿’!eur ¡dcntiquc íd K <resp. aLt

Autremení dii leí qu ‘¡1 e..visíe des applicauions p el q conime

* p:AE Ob(K)—pAEFI(K), oit pA:A—.GoF(A),
te/le que Y AE Qb(K), pA soñ inversible
cl ¡clic que VA, Bc Ob(K), VuEHom (A, B),

pA
A—GaF(A)

u 1 i GoF(u)
B— GoF(B)
pB

* q:A’ EOb(K’)—.qA’ E FI(K’),oi¡ qA’:A’—FaG(A’),
tel/e que VA’ E Ob(K’), qA’ »oií inversible
erie/le que VA’, B’ EOb(K’), Vv EHom(A’, B’),

q A’
A’— FaG(A’)

y 1 - 1 FoG(v) soií commuíauifi
B’— EaG(13’)

qB’

Défin¡tion 3. Soir une tarégorie K. Qn note Equ K le monorde (6) des
éqtivalcntcs dc K dan» K ou auíoéqu¡va/ence» de K. Qn note Met K cl on
appclle graupe des métamarphoses dc K le groupe (6) quoriení de Equ K par
la relauion d’équivalentc narurelle des jóncícur».

le carré soii commutat¡j. el

le carré

On vérifie immédiatement la propositian suivante:
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Propositioí 4. Touíc équ¡valéncc ¿tune caíégk-”ric Kdatis ¿Inc catégorie
K’ induil un isomnorphi?vnue de graupes de Met K sur Met K’.

5 . >5

Soitpour taute lá suite<uÍíkroupe 0.

Qn note respectivement Aut 0. lnt 0, Out (ile graupe des autamorphismes
de 0, le ~aus-~raupe distingué des’ autoniorphismes intérieurs$ le grdupe
quotient Aut G/Int 0.’ -

UñC-eti~enible Xc’est-áusi bien une loi decomposition externe GxX—X
satisfaisant aux axiomes usucís qu’unháñibrnorphisrne délo dans le graupe
Bij(X> des substitutions de X. Qn utilise indifférernment un point de vue ou
l’autre: ‘ .‘> . s ~. 5 ‘.> >~ - . 5

5 , ‘5 5.5 t..,~,¶>- 55>

Qn note cE la catégorie des 0-ensémbles ayant paur fléches les
homorpbisnies de 0-ensemble. Paur taut vdans Aut 0. et tout objet X dei
défini par l’homomorphisme h: 0— Bij%. on a l’abjet de cE noté Fv(X,)
ayant méme ensemble sous-jáéent ~ueX el défini1 par i’hom>aébhismeh » v>.

5 5
‘,5’ .

1 .>,Pour tout y dans Aut O on a le foneteur Ft»: cE— cE qui á l’objet Xássocie
l’abjet Fv(X) eL agit trivialement sor les fléches

Qn note encare O l’objet canonique de cE délini par l’homomorphisme qoi,
á tout élément g de O associe la transiation á gauche Tg:x—gx de 0.

15Qn note S la saus-categarte pl¿ine’ ‘de cE dont les objets sant eeux
tsomorphes á l’objet canonique (ce sonúéeux saurces de fléches vers taut objet
de ~Z9.

5/ •

La saus-catégorie S est stable parles autóéquivalences de la catégorie cE.
‘¡ .‘hr.~ 5

Théoréme 5. Qn a l’homomorphisme de AutO dan» EquC gui ti y
/~

a~’socie Fv. Il¡nduit un homomorphismedcOutG dan» MetC. c’elui-c¡cst Hti
¡somorph¡smc dc QutO sur MetC.’

Lemme 6. La saus-calégorie pleine S engendre la calégorie C ,oar limites
inducí¡ves.

Plus précisément, sait un abjet Xde cE. Qn lui associe la catégorie W dont les
objets sont les élémenisx, y;... de A’ et les fléches de x dans y sant les triplets
(x, y, g), tels que y~gx. Qn lui associe encare, le faneteur J: W— S qui á
l’abjet.x.fait taujours correspandre l’abjet canonique 0 et á la fléche (x,. i:. g)
fait correspandre la transíation á gauche. Tg. Qn a alors [‘énoncésuivant:

Lemnie 7. L’objeí X esílimuíc’induútive dan» CdUfonc’ícur 3: W’— 5.
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Soit en effet pour chaque abjet x de W la [‘léclie j(x) ¿ J(x) — X définie par
j4v)(gJ=g—> .x. Alors ces fléches définissent un cóne de base J.

Ce cóne est universel et fait done de X la limite inductive de J.

La correspondance gui vient d’étre définie entre les abjets de cE d’une part
et les catégaries W et les fancteurs 3 d’autre part est fonctorielle. Tatú cect
permet d’établir:

Proposition 8. Soií une caíégorie C’ e! des foncleur» FI, F2: C —

con¡paíiblcs a¿tx lhni!cs inductives. 571 c..vis!c ¿¡nc eqUivalente naturelie cíe ia
resíriction it S de FI ver» <‘elle de F2, alor» u existe une équiva/ence na!ure/lc
de FI ver~ F2.

Ainsi, toute autaéquiValence de cE, done compatible aux limites inductives,
est déterminée par sa restriction á 5:

Proposition 9. L bpéraíion de resíricuion d¿finuí un homorphisme
injechfde Met C dan» Met 5.

Qn note 5o la saus-catégorie pleine de cE comportant l’objet canonique O
paur seul objet. Le Ioncteur d’inclusion de ~ dans 5 est une équivalence de
catégories et induit done un isomorphisme de Met ~ sur Met 5.

Comme u est trivial que EquS» s’identifie it AutO et que la relatian
d’équivalence naturelle dans EquS>í s’identifie á la congruence modulo lnt O,
alors MetS», et par suite MetS, s’identil’ie it QutO.

Ainsi, l’homomorphisme injectif de Met cE dans MetS est en fait bijectif,
et le théoréme 5 annoncé est finalcment démontré.

Tous les énancés de cette démonstration restent vrais en rempla9ant cE par
une quclconque saus-catégorie pleine K compartant l’abjet canonique 0 et
stable par les foncteurs Ev. Qn a en fait l’énancé plus général suivant, alt l’on
note pareillement les foncteurs Ev et les foncteurs de K dans K induits:

Theoreme 10. Soií une »ous-calégorie picine 1< dc C coniporlaní l~b¡ci
c’anoniquc O ci síable par íes jbnc!cur~ Fv pour y dan» AutO. Qn a
ihomomorphisme de AutO dan» EquK gui it y a»soc’¡e Ev. II indulí un
hornonwrphkrne de QutO dan» Mcl K. C’eluÑ’i esí un isonwrphisrne de
QutO sur MetK.
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3. NOTES

(1) H 5 M Coxeter ([2]. p. 420. premier ‘alinéa) a décrit géoniétiqtícment [‘une
d’clles duns le comiexte des curtes réguliéres: c’est une involotion non standard.

(2) l..a:terme de carte est tct synonvnie dc ¿elul’ utilisé a¡Ilcurs de pavage ([9].
définitiod 8).Toute curte posséde notummentuu rnouns une aréte et. ‘att cantruire
de [1. 7. 8]. toute ‘aréte nc contcnant quun sommet est une baucle.

(3) C’estie produit libre du groupe de Klein it 4 éléments parle groope á 2 éléments.
5, st

(4) Q9sf la sous-eategorie pleine des objets finis de la sausLeatégorie définie ‘au
tlié>oréme ¡ etapres.

(5) Cet¿e curactérisation dc liberté du stabilisateur associé ([9]. lernrne 5 et
‘~r’ó¡So~ition.6). distinguant ¿dux des E-énseñiblesti-ansitifs non vide~ carrespond’ant
it une curte ou une carte généralisée. reniplaceagréablement la condition moíns
intrinséque des autres uoteurs c¡tés: les généruteurs involutils de la présentution
classique del’ agissent sans pointfixe. Remarqoons it ce prapos que R. 1’.
Bryant. G. A. iones, D. Singerman, J. 5. Thornton [It 7,8] ant proposé d’autres
notiorss de curte et obtenu ‘ainsi d’uotres correspondunces (voisines). D’uutre
purt..P. Damphoosse [3]>aénoncé une propriété topoiogiqoe (équiValente it u
proposition [4 dejIO]) qu’il ‘a vérifiée’dans un exemple u dont II est ‘aussi trivial
de déduife nót?é caraetérisatión.

5 5

(6) Naus nc discotons pus le faií qu’ici les supports des groupes et monoides nc sant
pus néces~airéñ9ent dés ensemblesi

.1,
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