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Approximations de la fonction de Heaviside
et résultats d’'unicité pour une classe
de problemes quasilinéaires
elliptiques-paraboliques

G. GAGNEUX and F. GUERFI

ABSTRACT. In this paper, we concern ourselves with uniqueness results for an
elliptic-parabolic quasilinear partial differential equation describing, for instance, the
pressure of a fluid in a three-dimensional porous medium: within the frame of
mathematical modelling of the secondary recovery from oil fields, the handling of the
component conservation laws leads to a system including such a pressure equation,
locally elliptic or parabolic according to the evolution of the gas phase.

INTRODUCTION

L.a mécanique des fluides en milieu poreux donne lieu en particulier 4 un
grand nombre de problémes quasilinéaires paraboliques dégénérés du type
de la diffusion-convection; en effet, Péquation qui gouverne les phénomenes
d’écoulements de fluides visqueux est obtenue A partir de la loi de conser-
vation de masse, 4 laquelle on doit associer des lois de comportement
macroscopiques (loi de Muskat-Darcy par exemple), certaines fonctions-
parametres de 1'équation, telles I'expression de tenseur de diffusivité ou de la
mobilité massique par exemple ne dépendent pas uniquement des variables
géométriques mais varient de maniére sensible en fonction des vanations de
I'inconnue du probléeme.

Ainsi est-on amené a étudier des problémes de Cauchy associés a I'équa-
tion en Pinconnue u,

(E) c(x)g—i‘——div(A (., V) +div (@ (@) Vp) =f, c(x)=0 |

jointe a des conditions de bord mélées, 011 A (.,.) est un tenseur d’ordre 2, dont
les coefficients sont des fonctions de Carathéodory connues de 'expérimentateur
assurant une propriété d’uniforme ellipticité.
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Dans les régions ol la fonction ¢ est nulle, Péquation devient elliptique,
éventuellement paramétrée par le temps, alors qu'elle est parabolique en
dehors de ces régions. Ce changement de nature mathématique illustre
souvent en pratique un changement d’état physique, comme par exemple cela
peut &tre le cas pour un systéme fluide, localement compressible (i.e. 12 ou ¢
est strictement positive) et ailleurs incompressible (i.e. 1a ol ¢ s’annule), ou
bien dans les systémes de I'hydrologie (cas de I'irrigation goutte 4 goutte dans
le modele de Richards) ol l'on distingue les régions saturées en eau et les
zones sous-saturées 4 humidifier.

L¢tude du cas stationnaire correspondant, outre son intérét physique
propre, permet, comme cela est bien connu, unc approche du probléme
d’¢volution, soit numérique, par des techniques de semi-discrétisation par
rapport 4 la variable de temps, soit théorique, par des méthodes de semi-grou-
pes, au sens des bonnes-solutions {mild-solution en anglais).

Dans sa premikre partie, cet article étudie le cas stationnaire; formulés par
semi-discrétisation en temps généralement, les résultats d’existence sont
obtenus sans difficultés particuliéres grace A des théorémes de point fixe du
type de Schauder; on propose ici des résultats d’unicité a partir, pour fixer les
idées, d’'un exemple pratique issu des modeles de 'ingénierie pétroliere (équa-
tion dite de la «pression», introduite dans {9]). La deuxiéme partie traite
d'une équation d’évolution.

Pour cela, on montre I'intérét de construire des approximations lipschit-
ziennes de la fonction de Heaviside adaptées a la nature de la quasi-linéarité

de I’équation, dans l'esprit des méthodes développées en particulier par N. S.
TRUDINGER [10], Ph. BENILAN [2] et M. ARTOLA [1].

I-PROBLEME STATIONNAIRE APRES SEMI-DISCRETISATION

1. Les données du probléme

On introduit 0 un ouvert connexe borné de R? figurant la roche-
réservoir, de bord I'" possédant en tout point un vecteur normal extérieur 7 et
supposé a priori régulier.

On considére la division de T en les trois régions ouvertes disjointes
I, I;, [y, telles que

r=rULUnuar, LNL.=a.

I, et T étant de dI'-mesure strictement positive.
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On propose d'étudier le probléme variationnel (P):

trouver Pe H'((}) telle que

(P) fnc(x) (f—Po)vdx+fnd(x, P)VP.Vde+J;I)\(x)Pvdl_':j;'fvdF,
Yve H'()),

ol
feLX(T,), f=0 p.p. sur I, en pratique,
Ael® (), A (x)=0 p.p.sur [},
dl'—mes{xc[,,A(x)>0}>0,
cel™().c(x)=0 p.p. sur {},
avec (M ={xel),c(x)>0},

P° étant donné enfin dans L?((1*),la donnée de P° dans la région
d’annulation de ¢ étant sans objet.

En pratique, ¢ (x) peut représenter au point x la saturation de la phase
gazeuse [cf.[9] par exemple] et P représente la pression d’une phase de
référence ,
et:(1) d est une fonction de Carathéodory sur {IxR:

i) pour presque tout x, T —d(x, 7) est continue sur R.

1) ¥7,x—d(x, 7} est mesurable.
En outre, on suppose que:

Ja>0,¥(x, nNecOxR,
dix, )= a,
(1}
J =0, ¥(x, Nellx R, V(x,ellxR,

ldix, n)—d{x, )| =1 r—7],
i.e. d est lipschitzienne en 7, uniformément par rapport i la variable d’espace.

Proposition: Le probléeme (P} avec les hypothéses (1) et (2) admet une
solution unique.

Remarque: Pour la démonstration, on utilise des techniques dues &4 N.S,
TRUDINGER et développées récemnment par M. ARTOLA [1], G. GAG-
NEUX [8], 4 propos d’une classe de problemes paraboliques quasilinéaires,
et CHIPOT-CARRILLO [4] pour des problemes elliptiques non linéaires,
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l.a méthode se fonde sur l'utilisation d’approximations lipschitziennes,
croissantes, de la fonction de Heaviside, adaptées a la structure du probléme;
cette technigue généralise les méthodes de troncature employée par GILBARG-
TRUDINGER [10], 4 la suite de G. STAMPACCHIATI12].

L’originalité de ces développements réside dans I'emploi systématique de
fonctions-tests modelées selon la nature de la quasi-linéarité de l'équation et
dont le principe peut &tre trouvé dans P, BENILAN [2], dans le cadre de la
mise en oeuvre de L'-techniques,

Enfin, il peut sembler intéressant de noter gue les difficultés observées du
point de vue analytique lorsque ¢ est nulle se retrouvent lors du traitement
numérique par les méthodes usuelles de résolution de grands systémes
linéaires, pour lesquelles les matrices définissant les algorithmes de calcul ne
sont plus 4 diagonale dominante.

Démonstration: L'existence s'¢tablit facilement par le théoreme de point

fixe de Schauder-Tychonoff; pour Punicité, on considére P, P deux éventuelles
solutions de (P); on a:

(. fnc(x)(P-P)vdx+fﬂ[d(x. P)VYP—d(x, HVF. Uv dx +

JoAe)P—PyvaT=0, VYvem ().

Posons; w=P— P:
On a:

(1.2) { d(x P)VP—d(x, B)VP=[d(x, P)—d(x P)IVP+[V(P—P)]d(x P).

On remarquera que cette décomposition montre que les résultats
s’¢tendent sans difficulté i dquation compléte (E), i.e. avec terme de
transport, lorsque ¢ est lipschitzienne.

Soit la fonction s, définie par:

(r—8) =8 sir=8>0 ;
sn="», =17
0 ,sir=é

s; est une approximation lipschitzienne croissante, nulle 4 l'origine de la
fonction signg, de module Lipschitz (1/;), en usage dans [3].
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On prend v=s;(w) dans I’équation (1.1); ce choix est loisible d’aprés de
lemme de MARCUS-MIZEL [11], généralisant le lemme de G. STAMPAC-

CHIA [12].

i.e.:pour we H'((Y), alors ve H'(()) et ?— =sg(w)-j—vg~,p.p. dans ().
X X;

On a alors: |
[ eewssowydxs [ dix P)Ow. Vs (w)dx+
+fp, A(x)wss(w)dDl =fﬂ [d(x, B)—d(x, P)]VP.Vss(w)dx .
Plus précisément, il vient

[Vw|?
fnc(x)w55 (w)dx +6 f[wza} d(x, P)

w2

dx+ fr Aw s5{(w)dl

- . Vw
:aj;wza] [d(x! P)_d(x, P)]VP- de‘:_:

|VP.Vw| . |VR.Uw|
S8 fipngy W)~ dx =81 f oy ———— ax.

Puisque d(x, P)=c¢ >0, on a

v 2
fn c(x)sa(w)wdx+6a__’;m|_:;' dx + j;‘ Aw ss(wydll =

|VP.Tw] 81 -
< < VP2 d
81 f[wza] dx > [ao jl-_'w?:ﬁ] (VP ddx+

2
+L f [Vl a'x] ;

a, J[waa] w?

_1
on prend a,= .

Dong, a fortiori, on dispose de I'estimation:

Sa Tw|? _
fnc(x)w35(Wde+ 5 — dx+f:; Awss(w)dl'<

[w=s] W

(1.3)

! ~ 2
< .
e 1Pl qy
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or, on dispose de la propriété de positivité:
c(x)wss(w)=0, car s; croissante, nulle 4 Yorigine et ¢fx)=0 p.p. dans (1,
ce qui donne:
[ cws;widx=0, . A@wsstwpar=o.

Donc, de (1.3), on a:

Sa_ |Vw|?

2 Jpwzs ow?

d’on:

2 2 ~
j; i |vw“;i dx< — “P“}I' Q) = (C,(C, indépendante de §) ,

ce qui s’écrit ¢galement:

(1.4) [ |vLog ( 1+-@)|2 dx<C.

On a aussi de (1.3):

(1.5) J; Ax)wss(w)d'=6.C ;

or: IMx)wss (W} = Ax) Iw|e L3I},

et )\(x)w(x)sa(w(x))/ps—aja- Ax) w(x)tr,, p.p.surIy;

donc le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue assure que
o xwsswydr—= [ xpowrar

de (1.5), on a: _I; AwrdDl’ = 0.

Puisque mes (I ={xeI}, A (x)>0})>0, il s’ensuit que w*=0, presque
partout sur I/, ce qui implique

(1.6) wix}) = 0, p.p.sur [},

(w—298)* )

Posons x,=Log (l + ; 1a fonction x — Log (1 + x) est lipschit-
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w—a)*
zienne sur R* nulle a lorigine et ET) € H'(0)); alors, les lemmes de

Marcus-Mizel et de G. Stampacchia et (1.6) impliquent aussi:

x,€ H' (Q),

4.7 N )
x;=0 sur I7, (car:wSO,p.p. sur I impllque:----T -=0,p.p.

sur I'Y )

de (1.4), on a: fﬂ |Vxs|?dx = C,ce qui imphque, en appliquant I'inégalité de

Poincaré, ici loisible, que:

w— 8)*

2 e
(1.8) ||x6i|Lz(;,):fn|Log(l+( . )| dx< G ¥5>0,

C étant une constante indépendante de 8, ce qui entraine que w est négatif ou
nul, presque partout dans (1.

En effet, sinon, il existerait un réel o, strictement positif et O, CQ, de
mesure non nulle, tels que

w=g, >0 p.p. dans {},,

et donc pour 4 suffisamment petit,
(w~6)*‘2%° p.p. dans Q.

d’on, d’aprés (1.8),

fnul Log (1+ ;; ) |2 dxi:j;llLog (l+—(w—66)* ) lzdx

ce qui est impossible, lorsque & tend vers 0+,

IA

6,

En inversant le réle de P et de P, il s’ensuit que w=0 p.p. dans (2 d’oti
finalement P= P presque partout dans {).
2. Généralisation

La méthode de l'unicité du probléeme ( P) peut éire généralisée au probléme
(F) avec:
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[ 1 6:7—8(r) définie de [0,+[ — R*, telle que cette fonction soit conti-
nue, croissante, bornée et 8(0)=0, avec:

(H) ld(x, P)—d(x, )| =0(|P— P|)

et de plus, on suppose que:

\
Lo dg==
T

Ces hypothéses remplacent le fait que d (x, v) est uniformément lipschitzienne
par rapport a 7.

Preuve:
soit P, P deux éventuelles solutions de (P’).
Posons w=P— P.
Soit w; =Sup(w*—n,0) éiément de H' ({2},V5>0.
A la suite de M. ARTOLA [1], on définit ¥»>0, la fonction ¢, par:
T do

2.1) by (1) = T
On vérifie que:

¥n>>0, ¢, est de classe C', 1, (0)=0, ¢ est bornée,

i, est croissante,

¥n>0,¥YveH (), ¢,ove H' ().

Prenant dans I’équation de (P), v=1,ow,, On a:

fnc(x)w%(w;)dﬁfn d(x, P)Uw. T, (w}) dx+fn>\w o, (w)dD =

- _fn [d(x, P)—d(x, B) | VL. Vi, (w)) dx.

or.;

= —— (v —— drot
_ = W s :
ax; e ax; " [8(n+ w1
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. L o
fnc'(x)w:,[r,,(w,,)d‘eraf_];l WT dx+LjAw:f;q(wq)dF_
O(w})|VP||Vw, i Uw;
<[ o) V71 Idef!VPI-—I 2l s
o [8(n+wy)]? o 8(n+w,)
0(w,)
( car:0= " =1 puisque & est croissante),
B (w, +m)

tre 19w, I
< —|— : To e w)]T
= - [ " ||P||H1(m+afn [B(n+w])]? “ ],

d’ol1 'estimation:

fnc(x)ww,,(w,,*)dx+ ifn B A dx+frl)\wa,b,,(w:)dl"ﬁ

2 [0(n+w))]?
(2.2)
= i 213, 0y < Ci » (indépendant de 7).

or:

(*} fn c(x)wzf;,,(w,;‘)d,\r:fnc(x)wfr Y, (w))dx=0

car ¢(x)=0,w" =0, ¢,(w/)=0,

™) fn?\W !ﬁn(WJ)szfF’)\w W, (W) dI'20.
Donc
{2.3) de(2.2), on a: fn wg%_i?)]? dx= C, indépendamment de 7,
et:

24) [\ g, (w!)dT'< C (indépendant de 7).

On introduit T} ={xe ;A (x})>0}, mes (1) >0,

Montrons que: w+”Fj =), presque partout; pour cela, on observe que de
(2.4), on a: Vp>>0;l'ensemble E,={xeI| ;w(x)=p, p.p.} est de mesure
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nulle ; en effet, s'il n’en était pas ainsi, en raisonnant par absurde, il existerait
po=>0, tel que: mes (£,, ) >0 et vérifiant:

2[ o, [ f—d”—] dr<c.
20, o

[6(n+a) ]
On peut supposer que (7<p,), d’our 'estimation:
2.5 2 rp °°__do_ dr= "
Ey, o . —fn)\w‘f i, (W, )dU=C,
b [B(n+0)]
(A do Po do
or: 99 4T\, p, mes (Es u)[ v
sz"ﬂ J; [(0(m+0)]? ’ ’ [6{n+0)]?
car A (x)>>0 sur £, , €t on peut se ramener a sUpposer
E] )\0>0a A(-x):.—>kc)ap'p- sur EZpos()\ELm(l—‘s));
alors,
fa do oo
de (2.5), on a: J e < C(C indépendant de 7).
b [8(n+0) ]

En faisant le changement de variable: x=%+a, il vient en particulier:

ot X
(2.6) m [ ——— <
bl B T1 30
or, I'hypothése (H) implique, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, que
dx ) -
f m =+ ce qui contredit {2.6),
—~ 0+ X,

on a alors: Vp>>0, mes (£,)=0, d’ou w* (x)=0,p.p. sur I/ et donc finale-
ment:

2.7 w=0 p.p. sur [,

do
0(n+0)

Introduisons la fonction: x,(7) -——f
[u]
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alors de (2.3), on a:
(2.8) 1Vxq (g L2y pe-s =G
on dispose désormais des propriétés suivantes:
Xy (wy)EHY(Q),
(2.9)
Xn(Wq )17 =0, car de (2.7), on a w; =0 p.p. dans I

On peut alors utiliser I'inégalité de Poincaré ici loisible, et de (2.8), on
déduit I'existence d’une constance C, indépendante de 7, telle que

(2.10) Iy (W 2y =C.
On refait le méme raisonnement que lors de I'obtention de (2.7) .
On a:
" a —
(2.11) f |j —— |"dx=<T, ¥>0.
¢ 6 (n+a)

Alors, Yp>0 l'ensemble E,={xcQ:w*(x)=p, p.p.} est de mesure
nulle.

En effet, raisonnons par I'absurde: sinon, il existerait un réel p, stricte-

ment positif, tel que mes (£;, ) >0. Dés lors, en choisissant 5 suffisamment
petit, on aurait

f lf ” |2d’f<f|fw: L tar=Tivn>0
tol L 0ra) | TN ey | HECH V>0

et donc en particulier, on pourrait écrire:

do
B(n+o)

Faisant le changement de variable défini par:

mes (E;,) I [u IZSE‘, ¥Yn>0.

x=mn+a0,

Lot 1
il vient que la limite deJ‘ dx est finie, lorsque n tend vers 0', ce qui
contredit I'hypothése {H)." 6(x)
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Donc, Vp >0, mes (E,)=0, ce qui implique que w*=0 p.p. dans et

donc w=0 p.p. dans 1, d’ol finalement w=0 p.p. dans {1 et I'égalit¢ presque
partout dans () de Pet P, en leur faisant jouer les roles symétriques.

3- Remarque
Supposons que: (x, 7) - d(x, 7) est telle que:
(A |dx. ) —d(x, o) | <L |r— 7|5, ¥xeQ, Le. 0(r)=0(P);

alors la condition:

dr . .
—— — + o0 est vérifiée uniquement pour = 1.
ot (1)

Proposition: Pour le cas ot B€ [1/2,1[, on dispose de l'information: la
solution P du probléme (P) est définie d'une maniére unigue dans Q* et sur
Iy, TY ={xel;Ax)>0}.

Démonstration:
On se place dans la situation ol
|d(x, ) —d(x, )| =8(] r— 7’}) indépendamment de x,
avec: # est croissante, bornée continue et 6 (0)=0,

0:10,4+ o[ — R* a un comportement au voisinage de 'origine tel que:
p g g q

ds
3.1 ‘[M 5 (s) =+eo,

ce qui admet comme cas particulier I'hypothése (ﬁ) décrite plus haut.

La démanstration peut se faire & partir de (2.2), qui implique que:
32 [ c@w g (w))dx=C ¥n>0
B3 [ awry,0edr=C ¥n>o0.

En introduisant les ensembles:

E,={xcly,wx)=p,p.p.}, Fo,={x€Qf, w(x)=p, p.p.},¥p>0,
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et en supposant que:
JAZ 05 (X)Z A, p.p. sur E,
Jo,>0;¢(x)=a, p.p. sur F,
le résultat se déduit de la méme fagon que pour (2.7).
On peut également établir cette - remarque en introduisant d’aprés
CARRILLO J. et CHIPOT M. [4], I'approximation P, lipschitzienne,
croissante nulle & l'origine de la fonction sign,, définic comme suit: de (3.1),

on a:

ds

’ €
Ve>0;-|16=0(¢) avec 0<d<e, tel que| —— =1,
4 j.; 02 (s)
0sir=g,
rods
(3.4) | P(r)= —— si6=<r<e,
T e
I sir=e,

\

Pour d’autres choix possibles, on pourra se reporter a [8].
Soit P, P deux éventuelles solutions de (P).

Posons w= P— Pet on prend dans I'équation de (P}, v= P, (w), ce qui est
loisible d’apres les lemmes de Marcus-Mizel et G. Stampacchia. On a:

Llc(x)wﬂ(w)dx+ﬁld(x, P)Vw VP (widx+
+ fnxwa(w)drsfnld(x, P)—d(x, P)| |VP-DP(w)|dx<

[V ?
[6<w=<¢] 8? (W)

Vw |dxs—°’—
62 (w) 2

= fiosuzq 60| P- dxeC@f,. . 9

ol « est tel que d{(x, P)=a>0.
donc on a, en particulier:

o [we |2
JE— _— =
2 J[ﬁswse] 0? w) dx=

M L
[ cw P (wyx I AW P wjdT+

(3.5)

< C(a) ; VP2 dx.

[=w=



72 G. Gagneux-F. Guerfi

Si on note x, la fonction caractéristique de 'ensemble {xc }; d=w (x)=e¢,
p.p- |, on observe que lorsque ¢ — 0, la fonction x, tend presque partout sur
Q) vers la fonction nulle.

Donc:

D _ P2
f[ﬁswsq IVPde—fn x. |V P|2dx, de sorte que,
par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, il vient
: DI2 Fy
lgl_r_lg _f[ﬁSwEe] ivpl dX_O -
De (3.5), on a:
osfn c(x)w P, (w)dx< C{e) f[asﬁel |V P2 dx,
et donc, i la limite, lorsque e tend vers 0
fn c(x)w'dx=0 (théortme de Lebesgue)
et

0= fF Aw Pw)dU=Ca) [, 19PRdx
d’ou: fr AwtdI'=0 (théoréme de Lebesgue), ce qui implique {"unicité de P
dans les régions ol ¢ est non nulle et sur I .
4 - Résultats de comparaison pour: #(7)=0(s%),B<(1/2,1].
Proposition

Soit P (resp. P) solution du probléme (P) associé aux données P° et f
fresp. P° et f) avec

fzf p.p. sur T, et P°=P° p.p. sur (),
Alors, on a

P= P p.p. dans Q dans le cas particulier ou §=1,

P= P p.p. dans O et sur U, sinon.

Plus généralement, on dispose de l'estimation:

Ji Np=Byravf cCoP=Brax<[ ¢ pyars[ e —Fyax.
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En outre, on a, lorsque: P° =0 p.p. dans (1, 0< P(x)<sup p p.p.
dans (). L%

En effet, il vient par différence entre 1’équation relative 4 P et 1'équation
relative & P et aprés avoir posé

w=pP—P:

fﬂ c(x)wvdx+j;' )\wvdpJ,fn d(x, P)Uw. Vvdx<

4.1 h 0 L
@b sfnc(x)(P°—P°)vdx+ rfﬁwf)vdlwfn ld (x, P)—d(x, P)||VP.Vv|dx.

Pour le cas particulier =1, on prend v=s;(w) introduit dans la partie
(1), ce qui donne en particulier:

fn c{x)wsg(w)dx + —5—251— j;
4.2)

|ow]? dx+f Awsywldl' =<
w? I

w2§]
§E . ; -
S g Pl fo eI =Py dx- [ --fyar,

car: c{x)=0 p.p. dans Q et 0=gs5(w)=1.

Pour: P° < p° p.p. dans £ et fS.j" p.p. sur [}, on remarque que (4.2) est
identique a (1.3), ce qui permet de conclure que w est négatif ou nul, presque
partout dans (1, i.e. P— P<0, p.p. dans (}, d’ou le résultat.

Dans le cas ou B€[1/2,1[, on prend v= P (w), introduit dans la partie
(3), dans (4.1); on a alors

2
[ coywPwide+[ A\wPwydl+ 2 [ oWl e
Ca v JT, 2 I w=e] U‘(W)

< C(a) ]|vﬁ12dx+fnc(x)(P°-P°)* dx + n(f~f")+ dr,

[d=w=e

car: ¢(x)=0, p.p. dans et 0= P (w)=1;
donc, en particulier

. fr Aw B, (w)dT+ [ ¢(x)(P~ i’)}z(w)dxsc(a)fwsw&] \VP2dxs
+f )P =Py dx+f ¢—fydr.
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On passe 2 la limite, lorsque ¢ tend vers 07; on a I’estimation
— P —prdx=[ ¢g-f P° — Po)t du;
fr, AP p)+dr+fn,c(x)(P P)*dx_fre(f f)+d[‘+fn c(x)( ) dx;

posant M =sup P, supposé exister, le résultat type principe du maximum est

obtenu en preenant dans (P) la fonction test v=(P— M)', élément de H'((})
a trace nulle sur T},.

[I- UNICITE DE LA SOLUTION D’UN PROBLEME D’EVOLUTION
QUASILINEAIRE CHANGEANT DE TYPE (PARABOLIQUE-
ELLIPTIQUE)

Cette partie développe et adapte des méthodes présentées par M.
ARTOLA [1].

On considere formellement le probleme variationnel:
Trouver P € 1°(0, T H'({}) ), vérifiant
) 4L A Pvdl
fnc(x) i vdx+fnd(x,P)VP.Vvdx+_’;I d
(P.) =fr frdD,¥ve Hi(Q) p.p. sur ]0, T[,

P(x,0)= P,(x) pour presque tout x de (1,

ow: N ={xe ;¢(x)>0}, ouvert de (), en supposant en outre que:
D) ceC°(f)), c(x)=0, ¥Yxc,
ii la donnée initiale P, est prolongeable sur {1 tout entier en
P.e H' (M)NL=() qui vérifie:
fn d(x, ﬁu)vé,.wd“fnx f’ovdlﬂzf[;fvd[“,
(H,)

Yve H'(QY),v=0, p.p. dans (1.

— d est une fonction de Carathéodory sur Qx R,
— d(x,.) est croissante uniformément en x<{},
—Ja>0:d=Za,lsur OxR.
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iii) ]6:7 —@(r), définie de [0, + o[ — R+, telle que cette fonction soit conti-
nue, croissante, bornée et 8(0)=0, avec:

Vxe Q.| a-’(x, P)—d(x, P)|<6(|P— P|),
dr

(H2) et: ot % =+o2.

Remarques:

Une dépendance lipschitzienne de d en la variable P uniformément en
x€{} donne 8(r)=rk, k>0 qui vérifie iii).

Dans les applications de mécanique des fluides, la fonction d représente la
mobilité massique globale du systéme; or, aux pressions usuelles, I'influence
de la pression sur la viscosité des liquides peut &tre considérée comme
négligeable; pour les gaz idéaux, la viscosité dynamique est indépendante de
la pression. Des lors, puisque la masse volumique d’une phase fluide com-
pressible est une fonction croissante de la pression (loi de Boyle-Mariotte par
exemple}, 'hypotheése de monotonie imposée a la fonction & parait 1égitime et
conforme & la réalit¢ de situations physiques rencontrées en pratique.

Proposition 1:

Le probleme (P.) associée aux hypothéses i), i), iii) admet une solution
PeW_,T) lorsqu'on note:

d
W0, D=(PEL-0, T.H@)L~Q, £ ey @)L 120)

d
c(x)a—f =0p.p. dans O},

ou 4E représente la dérivée partielle de P au sens de D’(Q), er M; (Q)
l'ensemble des mesures de Radon négatives bornées sur (.

Démonstration:

On semi-discrétise le probléme (P, ) par rapport 4 la variable du temps en

introduisant le pas ;= ﬁT , €t on considére la suite de problémes stationnaires:
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PHEH ()]
(P.) ) 1/h fn c(x) (P*' — PY)vdx +fn d(x, P+ TP+ Tvdx

+J;J)\P*+'vdl‘:£‘vadl" Vve H'(Q) k=0,1,...

Lemme 1

Le probléme (P, ) admet une solution positive P e L (1), Vik=0,1,.. et
la suite { P}, est décroissante.

Démonstration du lemme 1:

11 suffit de montrer Pexistence de la solution pour k=0, i.e. du probleme
suivant:

PreH(Q);
(P,) | 11k fn c(x)(P — f’a)vdx+fnd(x, PP Vvdx

1 — 1
+fr, AP vdD = fl;fvdr,vveH ().

Par le théoréme de point fixe de Schauder-Tychonoff, (P,} admet une
solution d’ailleurs unique.

Montrons que 0 < P'=< P,. p.p. dans O; par différence entre 'équation de
(P,) et Vinégalité (HY), il vient:

1/h fn efx) (P — B ) vdx+ fn{d(x, PYVP —d(x, P,)VP}. Wvdx

(5.1)
+fr AP — P jvdl=0,¥veHI({}), v=0, p.p.

On introduit: w=P'— P,, w, =(w—nyreH' ({1}, ¥n>0 et
¥ (T):fr“_dg__ on prend v=,ow, € H' () dans (5.1)
! o [8(n+a)]*’ T '

ce qui est loisible; il vient:

Lk fnC(x)w ',b,,(w:)dx+fnd(x, PYTw. T, (W) dox +

. fn A, (w)dl = — [ [d(x. P)~d(x B)IVE, Vi) dx;
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or: w i, (wy)==wi, (w)), et d’aprés I'hypothese iii), on a

+ + a Vw, |2 d
fl/h_!;] clx)w i (w, ) dx+ T_J[;)W X+

1 &2 ~
+ _L!)\ wt rp,,(w,,*)dl’i:z I Folbwrny =C,

C est une constante indépendante de 7.

On déduit de 1a les majorations uniformes:

< —_—— =
(5.2) 0< 0 Gimrw) x »

(5.3) osfr Aw i, (w))dT<C,

ce qui permet de conclure comme lors de I'étude de I'unicité du probleme
stationnaire que:

w=0, p.p. dans (, c’est-a-dire:

(5.4) P'< P, p.p. dans Q.

Pour montrer que P'=0, p.p. dans (), il suffit de prendre dans I'équation
{P,). v=(P"); il s’ensuit que:

—1fn [ c(P'—B) (P) dx+ [, d(x, P)|V(P) |*dx+
+ [ M(P)FaT+ [ f(P)-dT=0

or: P'— £,<0, p.p. dans (), implique: ||(P)-||fq, =0;
alors: P'=0, p.p. dans ) et puisque B, L=((1), de (5.4), on a

Pel=().
En supposant que P¥!'< PX, p.p. dans (), il vient de I'équation (P,):
k+i k+1 =
fﬂ d(x, PP .dex+J;‘ AP vdr_fn fvdr,

YveH'(Q)), v=0, p.p. dans O,
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ie.,
P+ vérifie inégalité (H1) et P el ()NH'(Q);
donc avec le méme raisonnement que pour (P'= B,, p.p.), on trouve

Praa<s pitl pp.dans ), Yk,

pour conclure que:
YkeN*, P-=0, Prel=(()),

et la suite { P*}; est décroissante, ce qui termine la démonstration du lemme 1.

Lemme 2:

Le passage a la limite lorsque h— 0" dans l'équation (P,) donne une
solution P du probléeme (P.), Pc W (0, T).

Démonstration du lemme 2

On introduit:

N1
* Py=3 P"Xu Xnlafonction caractéristique de l'intervalle [nh, (n+1) AL
n=0
Pn-H —p
Y (t—nh)+ P, pour t€ [nh, (n+l)h],
* o= ‘
P , pour te [(N—1)h, T].

Puisque 1'on a montré que {P}; est décroissante, positive et YAEN
Pre 1=(Q), il vient:

d\ -
(55) |% ILI(Q} = |1DU||_|(Q) N Yh>0.

On prend v= P! dans I'¢quation (P;); on a en particulier, apres
sommation:

(5.6) NPl 20w ) =C.
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D’autres estimations peuvent &tre obtenues pour le choix de v= P+ — p«
dans I’équation (P, }; il vient:

IPk+|,_,Pk|2 k1Y G Pt G PRl PRy Ay 4
fﬂc(x)_—dx+ﬁld(x,P YV P ( Ydx
(5.7)
+f /\P"“(P"*‘—P")dl":f S(PH1— POy AT,
r, T,

or,
VPP — POY=12{ VP2 — |T P2+ |TPH T PH2Y
et
dx, PN P V(P — Py=1/2{d(x, P'\) |V P2~ d(x, P¥)|VPY|2}+
+1/2{d(x, P*)—~d(x, P¥"') } VP24 1/2d (x, Pk Pk — VP2

on remplace dans (5.7); on obtient alors

( l,fhfn c(x)| PE'— P+ |2 dx + ljzfn{d(x, PRy VP2 — d(x, PYy | VP2 dx
+ lfzfn{d(x, PYy—d(x, PHOYHVP | dx + 1/2fnd(x, P [Q(P — PYY2dx

+l/2frh{|P*“|2—|P*|1}dF+—}2-- _L)\IP“'—P"PdI“_:

3

L =] S1P<1— PHAT = [ f(PA— PHY)dT

On note que la troisitme intégrale est positive, puisque {P*} est
décroissante et d (x, P)est croissante par rapport 2 la variable P, uniformément
en x; on fait la somme de 0 & m— I < N—1; il vient, VA>0:

(5.8) H N

dr

)

Xt

<
(5.9) (1 Prlhi=o. 10ty = ¢

De (5.5) et (5.6) et du lemme I, on a:

<7
(5.10) Horltwitgni= = ¢

et comme l’injection de

WHH(Q)NL(Q) dans L*(Q), Vp € [1,+oof,
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est compacte, il résulte de (5.10) que 'on peut extraire une sous-suite telle
que:

{5.11) o, — P, forte — LP(Q), Vpe [1, +oo[,

et de (5.5) on peut supposer la sous-suite extraite telle que:

(5.12) %"— — % pour la topologie o (M, (0); C.(Q)),

ot M,(Q) est I'espace des mesures de Radon bornées sur Q, C.(Q) l’espace
des fonctions continues A support compact dans ¢.

D’autre part:

(5.13) lon— PulLl (g -<—h(|i)o|L‘(n) + [ P¥lugy) = RC,

et | Pr— Pl = | Pa—onlilg +lon— Pl =Ch+|oy—PlL 75 0
11 vient

(5.14) P, — P, forte— LP(Q), ¥pe 1, +oo[;

de (5.6), on peut extraire une sous-suite telle que:

P,— Pfaible—12(0, T; H'({})),
(5.15)

(trace) Yo Pr)fr,— Yo(P)ir,, faible— L3 (%,);

de (5.9), on peut extraire une sous-suite telle que:
(5.16) P, —= P, [aible-* dans L=(0, T; H' (©));

de (5.8) et puisque Ve est bornée sur Q, (fonction continue sur un compact
de R?), on sait qu’il existe un réel C indépendant de A, tel que:

g T

dt ’

” _day,

(5.17)

on peut & nouveau supposer la sous-suite extraite telle que:

d
(5.18) ¢ _TO: — &, faiblement dans L2(Q) et vaguement dans M, (Q);
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on observe que

S apP
d=c¢c —
dr’
ceci vient du fait que
da dpP
= . % sens vague des mesures,
dt dt
da;, dpP
et donc, c i - R au sens vague des mesures.
1 ]

On conclut, par passage 4 la limite lorsque #— 0+, que le probléme (r.)
admet au moins une solution telle que:

e() 47 € 12(Q), Pe L0, TsHN@))N17(Q), “Loe 1, ()

en outre, de (5.18) et puisque I'ensemble {ve L2((); v=0,p.p.} est un céne
convexe fermé de L?(Q), on déduit que

N
= 0, p.p. dans Q,

ce qui termine la démonstration du lemme 2 et celle de la proposition 1.

Proposition 2

La solution P du probléme (P_) est unique dans la classe des fonctions de
W.(0, .
Démonstration:

Soit P, P deux éventuelles solutions du probleme (P.); il vient par
différence:

©.1) fn c(x)-jtivderfn [d(x, P)V P—d(x, P)VE|Vvdx

+fr Awvdl'=0, ¥Yve HI()), avec w=P— P.
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On introduit w; =sup (w*—n,0)c H'((}), Vn, p.p-en ¢ et on définit,
¥n >0, la fonction x, par

T dao
Yn() _ﬂ [0 (7+6))°

On prend dans l'équation (6.1) la fonction-test v=1y,(w, ) ce qui est
loisible, et intégrant de 0 a 1, 1€ 10, T], il vient:

ffc(x)_zb,,(w)dxdw ff 9P gars
n [B(n+w, T

(6.2) .
ffAw1,!r,,(w+)df‘di<(1/2a)||P||L2(oTH(n) =dC,

C, constante indépendante de 7.

On note la premigre intégrale par f et on va montrer que [ est non
négative.

Pour ¢ strictement positif, on introduit les ensembles

O,={xeQ,c(x)>¢e}, ensemble ouvert de (1,
Ho={xeQ,0<c(x)=¢}.

Dés lors, lintégrale [ se décompose sous la forme:
L et P g tnydsdin [ [ 09D o) dvdi= 1o
1= ! [y c00 G wnts)dxdr [ [ e (9GF o) drdi=1

d'une part, on note que sur Q.=10, T[x< €., on dispose des proprittés
suivantes:

dw
dr

wre H'(Qy), puis w, €H'(Q),Yn >0,

€ L2(Q,) et we HI(Q,), et donc

par applications successives du lemme de G. Stampacchia (i.e. les troncatures
operent dans H'(@,)). En outre, on observe que

‘(x) ‘lfn(w+)_°(x)( J)lﬂn(WI) p.p. dans ©Q,,

de sorte qu'introduisant la fonction

F ="y, (rdr, 72 0.¥7>0,
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on peut écrire

w=[{ c(x)% (F, (W) dxdt
:fne ¢ (X)L F,(w (1, X))~ F, (w7 (0,x)) ] dx

=fn e (x) Fy(w) (1, x))dx=0.

Drautre part, on écrit

L=f [ %GBy, () dxar,

ou ¥, est la fonction caractéristique de £},.

83

Puisque x,(-) tend simplement vers la fonction nulle, lorsque ¢ — 0+,

d’aprés la définition de },,

et que c(x) u’;,,(w*) est un élément de L' (Q), il s'ensuit que, & i fixé,
lim [,.=0.
e—0*

Des lors, on a, pour tout e strictement positif,

I=I+J,

de sorte que, prenant € arbitrairement petit, il vient que f est non négative,

pour tout n strictement positif.

Drailleurs, on a plus précisément:

l:fn c(x) Fy(w, (1, x))dx.

Alors, on déduit de I'inégalité (6.2):

©6.7) Jits {oi(vfwlz dedi [) o Aw' s u;)dT i<

l B2 ~
S"‘ia ”P”]_}(gs;r;nl(n)) = C,
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¢ constante indépendante de 7, et donc, les majorations uniformes par
rapport a ¢

Pt 2 |‘7W+|2 ~
(6.8) 0= ] P dxdr < C,
°8 8wy +m)
(6.9) 0 <_:fo frmw b, (wHdrdi<C.

Montrons que wt(x) =0, p.p. sur %10, T[,
avec I ={x€T,, tels que A (x) =X, }, ensemble de mesure non nulle pour
A, >0, convenablement choisi; on obgerve que l'estimation (6.9) implique
que, ¥p > 0, l'ensemble E,={(x, ey x]0, T}, w*(x,)=p, p.p.} est de
mesure nulle.

Sinon, on pourrait trouver p, strictement positif tel que:

mes (E;, )> 0, et alors l’estimation (6.9) impliquerait que I'on ait:

" d .
2 rpo j — %% larai=c,
2p, o 02 (n+o0)

On peut choisir 0<n<p,, d’ott w, = p,, sur £, et

Py d -
2 A [ﬂ—o—]drdzsc,
2p, o 0%(n+0)

ce qui entraine:

po
2o mes () [ L0 <¢,
o 8’(n+a)
et donc:
P do -
(6.10) J — =C,, Yn<p,.
o 07(n+a)

Avec le changement de variable r=n+0, (6.10) donne, en prenant 7
arbitrairement petit,

©.11) I f" e __dr
' im —— =(;
ot Sy [6(m]*

t

A
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cependant, I'hypothése (H2) implique d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

que lim =+00, ce qui contredit (6.11);

i _dr

-0t 0 82(r)

on a alors, Vg, mes (E,)=0 et donc:

6.12) wt(x, )=0, p.p. sur [ x]0, 7.
Montrons que w*=0, p.p. dans 1x]0, T].

Introduisant la fonction

r  do
Xn(7)= o Gnee)
on observe que l'estimation (6.8) se réécrit:
(6.13) 195, 093) 12,4y <€
d’autre part, on a:
Xn(w; )€ H'({}), presque partout en ¢,
et de (6.12), X,](WE)/['?-:O;'

on peut alors utiliser I'inégalité de Poincaré; ’estimation uniforme donnée en
(6.13) implique l'existence d’une constante C,, indépendante de 7, telle que:

ixn(w;)!iz(g) <G.
Par un raisonnement analogue & celui qui a permis d’établir (6.12), on obtient
wh(x, )=0, p.p. dans Qx]0, T[,
et en changeant le réle de P ct 2, on a finalement:
P=Pp.p. dans 0Ox]0,T7.

Remarque: On peut observer que la solution 2, du probleme P e H' (),
satisfaisant I'équation variationnelle;

(6.14) fn d(x, PO)VI:',’,.Vvdx+LIAf’OvdI‘=Lf FvdD,¥YveH ()
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vérifie I'hypothése (H1) pour rout choix de 7, tel que

felx(l),f=fp.p surI..

D'un point de vue physique, cela signifie pour un tel choix qu’a I'instant
initial, la pression du systéme est la pression correspondant au systeme
incompressible pour des injections d’eau le long de I, de plus forte vitesse de
filtration.

Lorsque l'on ignore si la donnée P, est bornée sur {l, on peut faire
remarquer que la démonstration constructive précédente reste valable en
utilisant la compacité de linjection de W*'(Q) dans L'(Q), d’aprés un
théoreme de Rellich-Kondrachov, cest-a-dire, en se limitant a la valeur p=1
dans les assertions (5.11) et (5.14), ce qui n’est pas dommageable pour la
méthode et permet d’établir les propriétés énoncées par la proposition 1, 4
Lexception de 'information « P L (Q)».

Cependant, on dispose des encadrements

0= P(r,0= B,(-) p.p. dans (), pour presque tout !, ¢t dans le cadre de
I’équation (6.14) 0= P, < sup PB,, supposé exister, presque partout dans (),

- . é I3
selon un principe usuel du maximum.

Les auteurs remercient le rapporteur de cet article des améliorations qu’il
a permis d’apporter au texte.
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