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Approximations de lafonetion de Heaviside
et résultats d’uniché pour une classe

de problémes quasilinéaires
elliptiques-paraboliques

G. GAGNEUx and F. GUERFI

ABSTRACT. In this paper, Wc concern ourselVes with uniqueness results for an
e¡liptic-parabolic quasi¡inear partial diflerential equation describing, for instance, the
pressure of a fluid in a three-dimensiona¡ porous medium: within the frame of
mathematical modelling of the secondary recox’ery from oil ftelds, the hand¡ing of the
component conservation ¡aws leads to a system including such a pressure equation,
locally el¡iptic or parabo¡ic a&ording to the eVolution of the gas pitase.

INTRODUCTION

La mécanique des fluides en mihieu poreux donne ¡ieu en particulier á un
grand nombre de probhémes quasihinéaires paraboliques dégénérés du type
de ¡a diffusion-convecíion; en effet, ¡‘¿quation qui gouverne les piténoménes
d’écou¡ements de fluides Visqueux est obtenue á partir de ¡a ¡oi de conser-
Vation de masse, A laquelle on doit associer des bis de comportement
macroscopiques (loi de Muskat-Darcy par exemple); certaines fonctions-
paramétres de l’équation, telles ¡‘expression de tenseur de diffusiviíé ou de la
mobilité massique par exemple ne dépendent pas uniquement des variables
géométriques mais Varient de maniére sensible en fonction des variations de
l’inconnue du probhéme.

Ainsi esí-on amené A étudier des problémes de Caucity associés A l’équa-
tion en l’ínconnue u,

(E) c(x) div(A (., u)Vu) + div(~í (u)Vp) f, c(x)=0

joinle ñ des conditions de Liord niélées, oit A (.,.) est un tenseur d’ordre 2, dont
les coefficients soní des fonctions de Caratbéodory connues de l’expérimentateur
assurant une propriété d’uniforme elhipticité.
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Dans les régions oú ¡a fonction c est nuhie, h’équation devient e¡¡iptique,
éventue¡¡ement paraméírée par ¡e temps, alors qu’e¡¡e est parabohique en
deitors de ces régions. Ce citangement de nature matitématique i¡hustre
souVent en pratique un citangement d’état physique, comme par exemp¡e cela
peut 6tre he cas pour un systérne fluide, loca¡ement compressib¡e (i.e. ¡á O~ c
esí strictement positiVe) et aihleurs incompressib¡e (i.e. ¡á oú c s’annu¡e), ou
bien dans ¡es systémes de ¡‘itydro¡ogie (cas de ¡‘irrigation goutte á goutte dans
¡e modé¡e de Ricitards) oú 1’on distingue ¡es régions saturées en eau el ¡es
zones sous-saturées á itumidifier.

L’¿tude du cas síalionnaire correspondant, outre son intérét physique
propre, permet, comme cela est bien connu, une approcite du prob¡éme
d’éVo¡ution, soit numérique, par des tecitniques de semi-discr¿tisation par
rapport á la variable de temps, soil íitéorique, par des métitodes de semi-grou-
pes, au sens des bonnes-so¡utions (mi¡d-so¡ution en ang¡ais).

Dans sa prenii~re partie, cet artiche ¿tudie ¡e cas stationnaire; formu¡és par
semi-discrétisation en temps généralemení, hes résuhtats d’existence sont
obtenus sans difftcu¡tés particu¡iéres gráce á des titéorérnes de point ftxe du
type de Scitauder; on propose ici des résu¡tats d’unicité á partir, pour fixer ¡es
idées, d’un exemp¡e pralique issu des modéles de I’ingénierie pétro¡iére (équa-
tion dite de ¡a «pression», introduile dans [9]). La deuxiérne partie traite
d’une équation d’évohution.

Pour cela, on moníre ¡‘intérét de construire des approximations lipscitit-
zíennes de ¡a fonclion de Heaviside adaptées á ¡a nature de ¡a quasi-¡inéarité
de ¡‘¿quation, dans l’esprit des métitodes déve¡oppées en particu¡ier par N. S.
TRUDINGER [10], Pit. BENILAN [2] et M. ARTOLA [¡].

- PROBLEME STATIONNAIRE APRES SEMI-DISCRETISATION

1. Les données du prob¡éme

On introduit fl un ouvert connexe borné de W, ftgurant la roche-
réserVoir, de bord E possédant en tout point un ~ecteur norma¡ extérieur ñ et
supposé a priori régu¡ier.

On considére ¡a division de E en ¡es trois régions ouVertes disjointes
g, r~, EL te¡les que

~= flU r~u r,u ar~,gng=0.

et f’~ ¿tant de dF-mesure strictement positive.
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Qn propose d’étudier le probhéme variationneh (P):

trouVer Fe Ht (fi) telle que

(R) fc(x) (P—J’Vvdx± fd(x. P)VR.VVdX+f~X(x) RvdF=ffvdl’,
VvEfit(f1),

ou:

fCL2(Fj, f=0 p.p. sur I’~ en pratique,
XEL”(173,X(x)=0 p.p.sur 1’~,

dF—mes(xcfl,X(x)>0 1>0,
ceL”(f1),c(x)=0 pp. sur fi,

avec fl~=jxe&1,c(x)>0},

P0 étant donné enfin dans L’(fIt),ha donn¿e
d’annuhation de c étant sans objet.

En pratique, c (x) peut représenter au point x
gazeuse [cf.[9] par exemple] et P représente ¡a
référence,
et : (1) d esí une fonction de Caratitéodory sur Lix ~:

de P0 dans la région

la saturation de ¡a pitase
pression d’une pitase de

i) pour presque tout x, T —.d(x, r) est continue sur A.
u) Vr , x — d (x, í-) est mesurable.

En outre, on suppose que:

~

j >0,V(x,r)efb< A,d(x. r)=&,

(1)
51=0, V(x, r)efIx A, V(x, r’)e (Ix A,

Id(x,r)—d(x,rjI=lI r—r’j,

i.e. d est hipschitzienne en r, uniformément par rapport á ha variable d’espace.

Proposition: Le probléme (P) ayee les hypoíhéses (1) el (2) adniel utie
soluiioti unique.

Re¡narque: Pour ha démonstration, on utilise des tecitniques dues á NS.
TRUDINGER et développées récemment par M. ARTOLA [1], G. GAG-
NEUX [8], á propos d’une c¡asse de problémes parabohiques quasi¡in¿aires,
et CHIPOT-CARRILLO [~1pour des problémes elhiptiques non lin¿aires.
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La rnétitode se fonde sur l’utilisation d’approximations lipscitiíziennes,
crotssantes, de la fonction de Heayiside, adapt¿es á ¡a siructure du prob¡éme;
cette tecitnique généralise ¡es métitodes de troncature emp¡oyée par GILBARG-
TRUDINGER [10], á ¡a suite de G. STAMPACCHIA[12].

L’origina¡ité de ces développements réside dans ¡‘emploi systérnatique de
foncíions-íests niodelées selon la nalure de la quasi-linéariíé de l’équaí¡on et
dont ¡e principe peut ~tre trouvé dans P. BENILAN [2], dans ¡e cadre de la
mtse en oeuvre de L’-tecitniques.

Enfin, i¡ peut semb¡er intéressant de noter que ¡es difficu¡tés obserVées du
poiní de vue analytique lorsque c est nu¡le se retrouVent lors du traitement
numérique par les métitodes usuelles de résolution de grands systémes
lin¿aires, pour lesquel¡es hes matrices définissant hes ahgorititmes de ca¡cu¡ nc
sont plus á diagonale dorninante.

Démonstration: L’existence s’établit facilernent par le titéoréme de point
fixe de Scitauder-Tycitonoff; pour ¡‘unicité, on considére R, Pdeux éventue¡les
solutions de (R); on a:

f vdx-i-f[d(x. 1’) ¶7P—d(x, P)Vfl. ¶7v dx+c(x)(P-P){ X(x)(P—P)vdf=0, VvEff(fI).

Posons: w= P—P;

On a:

(1.2) { d(x, P) VR—d(x, P)V=[d(x, P)—d(x, P)]VP±IIV(’P—P)]d(x,P).

On rernarquera que ceite décomposition montre que les résultats
s’étendent sans difficult¿ á I’équation compléte (E), i.e. avec terme de
transpon, lorsque ~ est hipscititzienne.

Soit la fonction ~a, définie par:

(r—8~ = {r—8 :;::>0

5~ esí une approxirnation lipscitiízienne croissante, nuhle á h’origine de la
foncijon sign~, de module Lipscititz (1/5), en usage dans [3].
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Qn prend v=s5(w) dans l’équation (1.1); ce citoix est ¡oisib¡e d’aprés de
hemme de MARCUS-MIZEL [1 1], g¿néralisant he hemme de G. STAMPAC-
CHíA [12].

dv 6w
i.e. :pour wEfi

t(fi),alors vEH’ (fi) et —=s¿(w)— pp. dans fi.
Ox, Ox

1’

On a alors:

fc(x)ws4w)dx± fd(x. P)Vw. Vsa (w) dx±

X<’x)ws~(w)dl? =f [d(x,P)—d(x,P)]VRiVs5(w)dx

Plus précis¿ment, il vient

fc(x)wsa(w)dx±8 f~>~ d(x,P) dx-í- fi Xw s6(w)dT’

-. - ¶7w

=
8J[>al [d(x,P)—d(x,P)]VP. ~2 dx=

IVPÁVwI . ¡VAVwI
<~~i~[w=a] ¡w¡ dx=8l dx.

Puisque d(x, P)=a>0, on a

f c(x)s4w)wdx+tSa ~ ‘t] dx+ fi, Xw sa(w) di’ <

IW’.VwI dx= ¿521 ¡jaof IVJ~2dx±

¡Vwj2 ,

&o f[w=5] ~2 dx]

1on prend a<,—.

Donc, a fortiori, on dispose de h’estimation:

~2 dx+f .kws
5(w)dF=
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or, on dispose de la propriété de positivité:

c(x)ws5(w)=0,car ~acroissante, nuhle á l’origine et c(x)=0pp. dans fi,

ce qui donne:

f c(x)ws8(w)dx=0, fi X(x)ws6(w)dF=0.

Donc, de (1.3), on a:

¿a ¡Vw¡’ dx=— II P¡¡~í (O)
2 f(w=6] vv’ 2 ~

d‘oú:

¡2

~ dx= a’ “~“H’(fl) =C,(C, indépendante de 8)

ce qui s’écr¡t également:

(¡.4) f~ VLog (~±(w—8)~ dx=C.

Qn a aussi de (1.3):

(1.5) fi, X(x)ws6(w)dl’<¿ C

or: IX(x)wsa(w)I = X(x) w¡CL’(J’,)

et: X(x)w(x)sa(w(x))¡r<,--i--’¿- .k(x) w(xflr~ , pp. suri’,

done le titéoréme de la convergence dorninée de Lebesgue assure que

fi, X(x)wsa(w)dF—¡- fi X(x)w
4 di’

de (1.5), on a: fi Xw~dJ’ =o.
Puisque mes (F=jxeF,, X(x)>0fl>0, il s’ensuit que w~=0, presque
partout sur ce qui implique

(h.6) w(x) =O , pp. sur P.

(w—8)~ \
Posons ~

5=Log (¡ + ); la fonction x — Log (1 + x) est lipscitit-
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(w—8)~

zienne sur R~ nuhhe á 1’origine el —- -— EH’ (fi); alors, hes hemmes de

Marcus-Mizeh et de G. Stampaccitia el (1.6) irnpliquent aussi:

(w—8)~
sur P, (~car:w=0,p.p.sur F,~ impliquev =O,p.p.

8
sur rz)

¡ 2dx=C,ce qui implique, en appliquant l’inégalité dede (1.4), on a: f
Poincaré, ici loisible, que:

IIX
5IIL’(n>=f0 Log(1+ (w—8)~ )Vdx=C~va>o~

C étant une constante indépendante de 8, ce qui entrame que w esí négatif ou
nul, presque partout dans fi.

En effet, sinon, i¡ existerait un réeI a~ strictement positif el fi0C fi, de

mesure non nul¡e, te¡s que

w>a >0 pp. dans fi<,,

et donc pour 15 suffisamment petil,

2

d’oñ, d’aprés (h.8),

fn~ ¡Log(l± &o)jj Lo~(I± (Wt5)*)é

ce qui esí impossib¡e, Iorsque 8 tend Vers 0.

En inVersant ¡e róle de Reí de P. ih s’ensuit que w=0 pp. dans fi d’oú

finalement R= /‘ presque partout dans fi.

2. Généralisation

La méihode de /‘un¡c¡íé duprobléme (P)peuí élregénéra/¡sée auprobléme

(1.7)

(1.8)

(1”) avec:
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jO: r— 0(r) définie de [0,+oo[-. R~, lelle que cellefonclion soit coníl-
nue, croissanle, bornée el O (O) = 0, ayee:

(H) ¡ d<’x, R,)—d<’x, Pfl=O(IP—Él)
el de plus, on suppose que:

dr
0(r) -

Ces hypoíhéses remplacení lefail que d(x, y) esí un(formémení lipsch¡ízienne
par rapporl á ~-

Preuve:
soit P, P deux éventuelles solutions de (R’).

Posons w = R— P.

Soit w~ =Sup(w~—ij,O)élémentde H’(fi),V~>0.

A la suite de M. ARTOLA [1], on définit Vij>O, ha fonction 4’~ par:

(2.1) ~,0(fl=f da
u)]2

On y¿rifie que:

I Vtj>0, ~ esí de classe C
1, ~,40)=O, ~ est bornée,

est croissante,

Prenant dans l’équation de (P), v=~ow4, on a:

fc<x)w~<w4)dx± f d(x, P)17w. V~(w,¼dx-i-fi XWík~(ii47)dF =

= ~f[d(x.P)—d(x~P)]VP.VtIJsdv4)dx.

or:

a a 1
(w4)Ox, dx, [0(n±w,t)]2 d’oú:
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r ~. ¡ VwJ ¡2j c(x)wík,dw3dx±aj [0(~+w4)]2

[e(n+w:)]2

O (w4)

dx=j jvfr

1 puisque O esí

dx ± fiXw~(w;)dr=

IVw~I dx=
0(~+w~)

croissante)7

=—4-[—!— IIÉIQ(fl)±at

d’oñ 1’estimation:

fc(x)w~~(wJ)dx±

(2.2)
2 ~

1
2 a u <fi) ~ (indépendant de ,j).

or:

(49 ~ c(x)w40(w,$)dx=
fc (x)w~ík0(w4)dx=O

carc(x)=O wi->0 @~(wfl=0,

(*) fi Xwik,,(w4)dI’ J~Xw±~yw4)dF=0.

(2.3) de (2.2), on a:
Vw,

112 dx’<C indépendammentde~,

[O(~±w~)]2

et:

(2.4) Xw4 4¡~(w4)dF=C(indépendaní de ‘j).
On introduit F’ ={xEE¿X%>0}, mes (I’$)>O.

Montrons que: w~ /~+ = 0, presque partouí; pour cela, on observe que de

( car: 0=

¡VwJ ¡2 dx]~

dx+fiXw4¿r~(w4)dr’=

Donc

(2.4), on a: Vp>0;l’ensemble E~=jxE~’ ; w(x)=p, pp. } est de mesure
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nuihe; en effet, s’i¡ n’en était pas ainsi, en raisonnant par ¡‘absurde, i¡ existerait
p0>O, te¡ que: mes (E2~)>O et V¿rifiant:

2f Xp0 [j0 [0(ij+u) ]2 1 dF=C.

On peut supposer que (~<p<,), d’oñ l’estimation:

2f ,, xpo [¡Po [0O1+a)]2 1
~Po da

J~ [0(q+a)]2

dr=fixw+q¡~(w4)dF< C

j-~o da
dF=X<,p

0 mes (E2~)~ OQq±o)]
2

car X(x)>0 sur E
2~,, et on peut se rarnener á supposer

E] X<,>O; X(x)=X,,p.p. sur E2~,(XeL«(r5fl;

alors,

ff< da -
de (2.5), on a: j =C(É indépendant de iy).

En faisant le changement de variable: x=~+a, ¡1 vient en particu¡ier:

(2.6) ~. ~ dx

or, ¡‘itypothése (FI) implique, d’aprés l’inégalité de Caucity-Scitwarz, que

dx

[0(x)]
2 =±~ ,ce qui contredit (2.6);

on a ahors: Vp>O, mes (E~)=0, d’oú wi- (x)=0,p.p. sur 1< et donc finale-
ment:

(2.7) w=0p.p. sur

(2.5)

or: ‘E
2,,

Introduisons ¡a fonction: x~(rtf 0~j+a)



Approximaíions de la fonchon de Heaviside eí résultats d wñci¡é. 69

a¡ors de (2.3), on a:

(2.8) ¡Vxn(w,9¡(r(nír=3 =C;

on dispose désormais des propriétés suivantes:

(2.9)
x~(w¼Ñ —O, car de (2.7), on a w =0 pp. dans F,t

Qn peut a¡ors utiliser l’in¿ga¡ité de Poincaré ici ¡oisib¡e, et de (2.8), on
dédulí ¡‘existence d’une constance C, indépendante de i~, telle que

(2.10) ¡XlJ(W3¡L2<Ifl=C.

Qn refait le rn~rne raisonnement que lors de l’obtention de (2.7)

Qn a:

(2.hl) fui O(~sa) [2 dxCC Vfl>0.

Alors, Vp>0 ¡‘ensemble E~={xEfi:w~(x)=p, p.p.} est de mesure
nu¡¡e.

En effeí, raisonnons par h’absurde: sinon, il existerait un réel p,, stricte-
rnent positif, tel que mes (E2~)>0. Dés lors, en citoisissant tj suffisamment
petit, on aurait

JA’~‘ da dau2 0(j+a) I2dx<c
et donc en particu¡ier, on pourrait écrire:

Ja da
mes (E

2~,) O(~+a) ~ v~»o.

Faisaní le changement de variab¡e défini par:

x = + a,
fP,+,7 dx

U vient que ha limite de ¡ —— est finie, ¡orsque t tend vers 0~, ce qui
contredit l’itypothése (HV” 0(x)
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Donc, Vp>0, mes (E~)=0, ce qul imp¡ique que wi- =0 pp. dans fi et
donc w=Opp. dans fi, d’oú fina¡ement w=0 pp. dans flet ¡‘¿gahité presque
partout dans fi de E et 1>, en leur faisant jouer ¡es rOles sym¿triques.

3- Remarque

Supposons que: (x, r)—d(x, r) est telle que:

(fi) ¡ d(x, r)—d(x, rO =¿ ¡r~i~~¡0, VxE fi, i.e. 0(r)=0(r13);

alors la condition:

f dr

0(r) =+oo esí Vérifiée uniquement pour /3=1.

Propos¡t¡on: Pour le cas oir ¡3e [1/2, 1 [, on dLspose de l’informaíion: la
solul¡on R du probléme (P) esí définie d’une maniére unique dans fi- el sur
f+ fi- ={xeI’

3;X(x)>Oj.

Démonstration:

On se place dans ¡a situation oú:

¡d<x, r)—d<x, r’) 1 =0(¡r— rl) indépendarnment de x,

ayee: O esí croissante, bornée continue eL 0(0) = O,

0:[O,±oc[—. ~ a un comporternent au voisinage de l’origine te¡ que:

(3.1) ÍO+ = +

ce qui admet comme cas particu¡ier ¡‘itypotitése (H) d¿crite p¡us itaut.

La démonstration peut se faire á partir de (2.2), qui implique que:

(3.2) ~ V’,ftO

(3.3) fi Xw~tk,,(w4)dE<C Vij>0.

En introduisant les ensembhes:

E~=I7x6l2S w(x)=p,p.p.}, F,,=fxEfi’, w(x)=p, p.p.},Vp>0,
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et en supposant que:

J k>O;X(x)=kpp. sur

-] a<,>0;c(x)=a<, pp. sur

¡e résuhtat se déduit de la méme faqon que pour (2.7).

Qn peut ¿gahemení ¿tablir cette remarque en introduisaní d’aprés
CARRILLO J. et CHIPOT M. [4], ¡‘approximation P¿ ¡ipscititzienne,
croissante nulle á h’origine de ha fonction sign, définie comme suit: de (3.1),
on a:

Ve>O; 1!8=8(e) aveco<8<e, te! quej< ds =

02(5)
i r<¿5

(3.4) R<(r)= ds si 8<r<e

{L024)

Pour d’autres citoix possibles, on pourra se reponer á [8].

Soit P, Pdeux ¿yentuelles so¡utions de (P).

Posons w=R—Pet on prend dansl’équationde (P), v=RJw), cequiest
loisibhe d’aprés hes lemmes de Marcus-Mizeh et G. Siampaccitia. Qn a:

f c(x)w1~(w)dx± f d(x. R)Vw-VJ~<’w)dx±

+ fixwR<wdr=f~¡d’xP~r-d<x. R)¡ ¡VP-VIkw)¡dx=

O<’w)[¶7P. dx=-S-f~WJ dx+C(aJ5=IVP¡2dx

oú a est tel que d(x, P)=cc>0

donc on a, en particulier:

a ¡7w
2c(x)wR~(w)dxi-fixWp(W)dr± §f

5=w=eí 0
2(w) dx=

(3.5)
(a) f[6=wStJ ¡VP¡’dx



72 6. Gagneux-F. Guerfi

Si on note x0 ¡afonction caractéristiqile de l’ensemble {XEO ¿5<w(x)=c,
pp. }, on observe que horsque e —0, la fonction x< tend presque partout sur
fi vers ¡a fonction nu¡he.

Done:

f~~=W=<¡VP¡2dx=f x< ¡VP¡
2dx, de sorte que,

par le íitéoréme de la convergence dominée de Lebesgue, il vient

iii ¡VPi2dx=0.

De (3.5), on a:

0=fc(x)wRJw)dx=C(ct) ~
et donc, á ha limite, lorsque e tend vers 04-:

c(x)w4-dx=0 (tit¿oréme de Lebesgue)

et

o=fiXwFJw)dF=C(a) jj
6==~¡VPj

2dx,

cí’oú: fi Xw~dF=0 (titéoréme de Lebesgue), ce qui imp¡ique I’unicité de P
dans les< régions oú e esí non nulle et sur

4- Résu¡tats de comparaison pour: 0(r) = O (rB) 43 c( ¡ /2, h].

Proposition

Soil P (resp. P) solulion dii probléme (P) associé aux données PO et f
(resp. P’ etf), ayee

f=¡pp. sur r~ el I~0 =1»pp. sur fi
Alors, on a

R=R pp. dans fi datis le cas particulier oir fi =1,

R=R pp. datis fi- el sur l7~t sinon.

Plus généralemení. on dispose de l’esí¡maíion:

fi X(P—PYdP+f C(X)(P—IYdX=fi Cf f)+dF± fc(x)(P”—I~’)+dx
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Eti ouíre, on a, lorsque: PO =0 p.p. dans fi>, O=P(x)=supP p.p.
dans fi.

En effet, il vient par différence entre l’équation re¡atiVe A P et l’¿quation
relative A P et aprés aVoir posé

w= P— t

f0c(x)wvdx.í-fi xwvdr+f0dx.ñvw.vvdx=

=fc(x)(PO—r)vdx-í-fi(f—f)vdr+f Id(x,P)—d(x,R)¡¡VP.Vv¡dx.

Pour le cas particulier /3= 1, on prend y =
5a (w) introduit dans la partie

(1), ce qu¡ donne en particu¡ier:

k~ (x)ws
6(w)dx-¿--

4~— f ~-~~-- dx+ 1 Xws
6(’w)dF=

2 J[w>&1 w
2 JI?,

(4.2) ~¡2 ¡¡P¡¡ui<ti>±fc(x)(PO—JVdx+fiCf~f)+dr,

car: c(x)=0pp. dans fi et O=s
5(w)=l.

Pour: PO =1» pp. dans fi et f=fp.p. sur fl~, on remarque que (4.2) est
ídeníique A (1.3), ce qui perrnet de condure que w est négatif ou nu¡, presque
partouí dans fi, i.e. R—R=0,p.p. dans fi, d’oú he résu¡íaí.

Dans le cas oú /3E [1/2, 1 [, on prend v= J’~ (w), introduit dans ha partie
(3), dans (4.1); on a a¡ors

j~5t}x+jw.iwi~± ~
1~J1~<w<~] ¡Vw¡2 dx=fc(xhwPIwldCXP~5Afl 02(w)

=C(or)f ¡VIl2dx±fc(x)(P0 — PO» dx± fiCf—¡» di’,

car: c(x)=O,p.p. dans fi et 0=J~<’w)=1;
donc, en particulier

(4.3) {Íj c «~; dr. ¡VP¡2 dx>
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Qn passe á la hirnite, lorsque e tend vers Oi-; on a l’estimation

fi X(R—P)+dF+ftF(x)(P ?rdx=fi q—fYdP+f0 c(x)(R
0 — rydx;

posaní M = sup R, supposé exister, ¡e résu¡tat íype principe du maximum esí

obtenu en prenant dans (P) la fonction test v= (P— Mf, ¿lémení de H’ (fi)

á trace nul¡e sur fc,.

Il-UNICITE DE LA SOLUTION D’UN PROBLEME DTVOLUTION
QUASILINEAIRE CHANGEANT DE TYPE (PARABOLIQUE-
ELLIPTIQUE)

Ceite partie dévehoppe et adapte des métitodes présentées par M.
ARTQLA ¡3].

Qn considére formellement he probléme variationnel:

Trouver Pc L«(O, T;H’(fl)), x’ériftant

(fc(x) dtvdx+fd(X,P)VP.Vvdx± fixRvdli’

(1>3 =ffvdf,VvCH¼lfl) pp. sur]O,T[,

P(x, 0) = R<, (x) pour presque tout x de fil,

oil: fl’={xE fi;c(x)>0I, ouvert de fi, en supposant en outre que:

i) cCC0(fl), c(x)=O, VxEfl,

u) ha donnée initiale P
0 est prolongeable sur fi tout entier en

P<,e H (fl)ÑL’<(fl) qui vérifie:

ftd(x. P70VP0.Vvdx+fiXPoVdF=fifvdf7

VvE Hí(fl),v=0, pp. dans fi.

— d est une fonction de Carathéodory sur fix ~,
d(x,.) est croissante uniformérnent en xefi,

—E] a>O:d=a, Hr (Ix R.
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iii) JO: r -.0(r), définie de [0,±~[-. fi-, telle que cette fonction soit conti-

nue, croissante, bornée et 0(0)=0, avec:

VxE fljd(x,P)—d¿<x,P)¡=O(¡R—P¡),

(H2) et: ,,f 0’íi;) =

Remarques:

Une dépendance lipscititzienne de d en la Variabhe P uniformément en
xEfl donne O(r)=rk,k>O qui vérifie iii).

Dans ¡es app¡ications de mécanique des fluides, ¡a fonction d représente la
rnobi¡ité massique g¡obale du systéme; or, aux pressions usue¡¡es, l’influence
de ¡a pression sur ¡a viscosité des ¡iquides peut étre considérée comme
négligeable; pour les gaz id¿aux, la viscosité dynamique esí indépendante de
¡a pression. Dés hors, puisque ¡a masse volumique d’une pitase fluide com-
pressible est une fonction croissante de ha pression (loi de Boyle-Mariotte par
exemp¡e), ¡‘hypotitése de monotonie imposée á ha fonction d parait légitime ci
conforme A la réalité de situations physiques rencontrées en pratique.

Proposition 1:

Le probléme (PJ associée ¿mx hypoíhtses i), u), iii) admet utie sohuñon
Pe WJO, T), lorsqu’oti note:

81> OPW~(0,Tt[PEL~(0,T;H(fl))flL’<(Q), EM1 (Qjc EL
2<’9)

81> =Op.p.dans Qfl

OP représente la dérivée parlielle de R au sens de D’ (Q), el M¿ (Q)

l’ensemble des mesures de Radon négalives Liornées sur 9.

Démonstration:
Qn semi-discrétise le probhéme (Pa) par rapport A ha variable du temps en

introduisaní ¡e pas h = et on considére la suite de probkmes stationnaires:
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pk+l e ¡4 (fi);

h/h fc(x)(Pk± í~PA9vdx+f~d(x.

4 XRk+tvdr=f fvdf’

pk+yVPk+I. Vv dx

VveFI’(fl) k=0,1

Le probléme (Pi) admel une so/ilion posilive 1>k+I e L« (fi), Vk = 0,1 et
la suile jP~,, esí décroissaníe.

Démonstration du ¡emme 1:

II suffit de montrer l’existence de la sohution pour k=0, i.e. du problérne
suivant:

P’E FI (fi);

(Ro) 1/hf

+fi XPtvdF=

c(x)(Rt — Pjvdx-i-f d(x, PI)¶JP’Vvdx

f fvdf , VvC H (fi)

Par le titéorérne de poiní fixe de Scitauder-Tycitonoff, (R<,) adrnet une
solution d’ailleurs unique.

Monírons que 0=Pt=R<,, pp. dans fi; par différence entre l’équation de
(P<,) et l’inéga¡ité (Ht), u vient:

(5.1) { 1 /hf c(x) (1>1 — R<,) vdx-í- f{d(x. 1>1)71>1 — d(x, 1>491>3. Vv dx

i-fi X(P’—1%)vdf=0, VvEH’(fi), v=0, pp.

Qn introduit: w P5— Pi,, w4~ = (w—i
1)~EH’(fI), V,j>0 et

on prend v=ík,>ow4EH’ (fi) dans (5.¡)

ce qui est ¡oisible; i¡ vient:

I c(x)w &~(w~)dx± fd(X,R’)Vw.V9%(VV4)dx±iiift

(1>~)

Lemme 1
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or: wflk~(w,fl=wqi~(w,fl, et d’aprés I’itypotitése iii), on a

1’ 1/hL c(x)w~@4wfldx+ ¡Vw~’I> dx+tI
fixw+&#wfldr= 2a

C esí une constante indépendante de tj.

Qn déduit de lA ¡es majorations uniformes:

(5.2) o=L O2(,u+w,~) dx<C

(5.3) o=fiÁw¾b~(wfldF<C

ce qui permet de conchure comnie lors de ¡‘¿tude de 1’unicité du probléme
stationnaire que:

w=0,pp. dans fi, c’est-á-dire:

(5.4) P1=P<,,p.p. dans fi.

Pour montrer que P’=0,pp. dans fi, ih suffit de prendre dans l’équaíion
(P<,), v=(Pí); ~ s’ensuit que:

>4(PI)j2dP~f.fi f(Pl)-dJj’=~

or: RWJt=0, p.p. dans fi, implique: I¡(Pí)~¡¡A(n) =0;
ahors: P’=0,pp. dans fi et puisque P<,cL”(fl), de (5.4), on a

P’EL’Mfi).

En supposaní que P**í=Ph, p.p. dans fi, il vient de l’équation (P,j:

fi fvdf{ d(x, Rk*l)VPk*l. Vvdx-i-fi XP~

VvEH’ (fi), v=0,pp. dans fi,



78 G. Gagneux-F. Guerfi

pki-l vérifie h’inéga¡ité (HÍ) et Pk+IEL<(fl)flHí(fi);

donc avec le méme raisonnernení que pour (P1 =14,, pp.), on trouve

P~i-2=P~~1,p.p. dans fi, Vk,

pour condure que:

VkeH*, Pk>o PkcLo<(fl),

et ha suite jPkh esí décroissante, ce qui termine ¡a démonstration du ¡emme h.

Lemme 2:

Le passage & la hule lorsque h -. O~ dans l’équaíion (PJ donne une
sohuíioti 1> dii probléme (1>3, RE W~(O, 1).

Démonstration du Iemme 2

On introduit:
IV— 1

* Ph=X ~
~=0

la fonction caractéristique de ¡‘intervalle [nh, (n+ 1) h].

1 pn+l ¡y,

h (í—nhfl-fr, pour le [nh,(n+1)h],
( pN , pour lE [(N— h)h, j1~

Puisque 1’on a montré que [1>9k est décroissante, positiVe et VkE it

1>k6 L~(fl), II vient:

d.ah IL’(Q) = P) L
t(O) , Vh>O.

(5.5)

Qn prend v=PÑ±ídans ¡‘¿quation
sommation:

(RJ; on a en particuhier, aprés

(5.6) ¡¡Ph!¡L2(orut(n)) =C.
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D’autres estimations peuvent étre obtenues pour he citoix de y— 1>k+l —

dans ¡‘¿quation (1>,); i¡ vient:

( ~ _____ dx1~ c(x) IP~” .. J»¡~ ± d(x, pk47)VPk*l V(Pktl — P9dX+

(5.7)
hXPk+(Rk4-t~Pk)dI’=f f(pk+l Pk)dF;

or,

VRA±t.V(Rk>— 1>9— ¡/2f ¡VPHI2~ VRí¡2i~ ¶7pUí .....VP*¡2 1
et

d(x, Pk4l)¶7Pk*l ¶7(Pk+l~~pÁ)~ 1/2{d(x, pk+l) ¡VPk+tj2.~d(x 1>”) ¶7Pk¡2}±

+ l/2jd(x, Rk)d(x pk+l) ji ¡VPk¡2±l/2d(x. pk+l)¡¶7pk+l ~VPí¡2;

on remplace dans (5.7); on obtient alors

1/hfe(x)¡PÁ+í~~Pfl2dx±l/2fjd(x,Pk*o)IVPk4í¡2~~d(x,R1¡tIPi21dx

+ 1/2f {d(x, .Pk)~d(x, Pk± í)}¡tJRk¡2dx±112fd(x, PL*l)¡V(PktI.....P9¡2dx

+ 1/2fi X{¡Pk*l¡2~~ ¡Pk¡2IdI’±~§ fix¡Pkt~~Pydr=

=fif¡Pk4-w Pk¡dF=fi f(PCRk+l)dr.

Qn note que ha troisiérne intégrale est positive, puisque jP~} esí
décroissante et d<x, P,>est croissante par rapport á ha variab¡e 1>, uniformérnení
en x; on fait la somme de O á m — 1=N—!; U vient, Vh>0:

duh
(5.8) c(x) di L2(Q)

(5.9) ¡¡Ph¡IL<c(oT;nt<n))

De (5.5) et (5.6) et du hemme 1, on a:

(5.10) ¡¡ah¡I W1(Q)flL¶Q)

et comnme h’injection de
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est compacle, u résulte de (5.10) que ¡‘on peut extraire une sous-suite tehle
que:

(5.11) Uh~P, forte—L~(Q),Vp6[¡,+”’LÁ

et de (5.5) on peut supposer la sous-suite extraite te¡¡e que:

da,, __ dF
(5.12) —y-- di pour ¡a topologie a(Mí(9);C~(9)),

oú M1 (9) est h’espace des mesures de Radon bornées sur 9, C.
des fonctions continues á support compact dans 9.

(9) h’espace

D’autre part:

(5.13) ¡ah—Ph¡LI(Q) =h(IPo¡Lí(n)+ ¡PN¡Lí(n)) = h.C,

et¡Ph—R¡Ll(Q) = ¡Rh~~ahLl(Q) ±¡U,,—P¡Lí(Q)=Ch+¡ahP¡L’WTEWO

11 vient

(5.14)

de (5.6), on peut extraire une sous-suite telle que:

(trace) y<, (Rs)It; —~ y<, (R)/~5, faible —

de (5.9), on peut extraire une sous-suite tehle que:

(5.h6)

(5.15)

(5.8) et puisque VP est born¿e sur fi, (fonction continue
on sait qu’il existe un réeh C indépendant de h, tel que:

da,
______ II 2

dI ¡¡I. (Q)(5.17)

sur un compací

<t.

on peut á nouveau supposer la sous-suite extraite telle que:

da,
c —‘-&, faiblement dans L

2(Q) et vaguernent dans M
1 (Q);

de
de

(5.18)
dt
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on observe que

dR
dt

ceci viení du fait que

duz, dP
____ — — au sens vague des mesures,
di di

da,, dR
el donc, c —e — au sens vague des mesures.

Qn conclut, par passage á ha limite lorsque h—~0~, que le problérne (Pa)
admet au moins une solution telle que:

dRc(x) EL(9),PCL(O,T;H(fl))ÑL”(9) cM1(9};
di

en ouíre, de (5.18) el puisque 1’ensemble jve L
2(9); v=O,p.p. ji esí un cóne

convexe fermé de L2 (9), on déduií que

e dR ~ ~, p.p. dans 9,

ce qul termine ¡a démonstration du lenime 2 et celle de la proposition 1.

Proposition 2

La solulion 1> dii probléme (1>3 esí unique dans la classe desfoncliotis de
W~(0, 7’).

Démonstration:

Soil 1>, 1> deux éventuelles sohutions du problérne (Pa); II vient par
différence:{ 1 c(x)=i.v dxi-f [d( P)VP]Vvdx
(6.1) in di x, P)VP—d(x,

+fi Xwvdf=0, V y EHí(fl),avecw=P~P.
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On introduit w~ = sup (wi- ij, 0) e ¡1 (fi), Vi>, pp. en í, et on définit,
Vfl>O, ha fonction x~ par

da
‘>‘‘Jo [0(i>+ñ)]2

Qn prend dans h’¿quation (6.¡) la fonction-test v=ík,
7(w~) ce qul est

loisib¡e, et intégrant de O á 1, t E ] O, T], ih vient:

dw ¡Vwfl
2 dxdi±{ f’fc(x) di 4Yw~)dxdí+Sff

(6.2)
Xw íkjv4)dFdl=(l/2a) ¡P¡¡L2(ÓT.H¡(n)> =É,

C, constante indépendante de ij.

Qn note la premiére intégrale par 1 et on va montrer que 1 est non
négative.

Pour e strictement positif, on introduit ¡es ensembhes

fl<={xEfl,c(x)>e}, ensembhe ouvert dell,
<1< = x E fi ,O< c (x)= e 1.

Dés lors, h’int¿grale 1 se décompose sous ¡a forme:

í=f Ji c(x)~4]=~iq¡(w±)dxdí± ffc(x9~«2¾J(w¼dxdli+J

d’une part, on note que sur Q<=]0, T[xfl~, on dispose des propriétés
suivantes:

dw E L2(9
0) et wE H(Qj, et done

di
w4-EHt(Qj,puísv<EHI(9D,Vfl>O,

par apphications successives du lemme de G. Starnpaccitia (i.e. les troncatures
opérent dans FI’ (9<)). En outre, on observe que

di ~‘dwi-
1 9

c(x) dw ~)=c(x)~-~-wj~%(w4)P.P.dans

de sorte qu’introduisant la fonction

J%(r)tzf~~~(r)dr,r=0,ViftO,
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on peut ¿crire

~=ff c(x) (F%(w))dxdí

=f c(x)F%(wJ(í, x))dx=0.

D’autre part, on écrit
dw +

ejj0 %(x)c<’x) di &,(w~)dxdí,

oú ~< est ha fonetion caractéristique de fl~.

Puisque % (-) tend sirnplement vers la fonetion nulle,
d’aprés la définition de (2<,

lorsque e—0~,

est un éhément de L
t (9), ih s’ensuit que, á ,j fixé,

¡im ¡<=0.
<-.0~

Dés lors, on a, pour tout e strictement positif,

1=4±J~

de sorte que, prenant e arbitrairemení petit, II Vient que 1 est non négative,
pour tout i> strictement positif.

(6.7?

D’ai¡leurs, on a p¡us précisémení:

1=1 c(x)F~(wJQ,x))dx

Alors, on déduit de 1’inégalité (6.2):

fi [0(n+vv4T dxdí ± ffÁwtq¡,
7(w~)dFdí=

<1
— 2a ¡1>¡¡~’(OT•H<fl>) =C~

dwetquec(x) di ík~(w~)
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¿ constante indépendante de i>~ et done, les majorations uniformes par
rapport A

(6.8) 0 =ff ¡Vw71¡ dxdt =C,

02(w++n)

(6.9) 0 =f’jXw±~4(wfldI’dl=C.

Montrons que wi- (x)=0, pp. sur ~i-x]0, T[,

avec ~
4-=jxEF~, teN que X(x)=X<,I,ensemble de mesure non nuhhe pour

X
0>0, convenab¡ement citoisi; on observe que l’estirnation (6.9) implique

que, Vp >0, l’ensemble E~=j(x,í)EIt jO, T];wi-(x,l)=p, p.p.} est de
mesure nuihe.

Sinon, on pourrait trouVer p<, strictement positif teh que:
mes (E2~)> 0, et alors ¡‘estimation (6.9) irnpliquerait que l’on ait:

2f ~0 [ fN da 1 drdí=C,
J0 02 (i>±o) J

Qn peut choisir O<i><p<,, d’oú w~=p0, sur E2~ ,et

2f ~ F (PO dc ] drdí=C,
E2p 1 Ja 02 (i>±a) J

ce qui entrame:

2X<,p<, mes (E2» fPO da

et donc:

(6.hO) (PO de’ —

Jo
02(i>±a)

AVec le citangement de variable r=i~+u, (6.10) donne, en prenant ,j
arbitrairement petil,

r
hm ¡ d =0,;

v—o* J,, [0(r)]2
(6.11)
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cependant, h’itypotitése (H2) implique d’aprés l’inégahité de Caucity-Schwarz

‘ dr
que ¡im

‘ 02(r) =-¿-oo, ce qui contredit (6.11);

on a a¡ors, Vp, mes (E~)=0 et donc:

(6.12) w~(x, í)=0, p.p. sur I’x]O, T[.

Montrons que wi-=0, pp. dans flx]O, T[.

Introduisant ¡a fonction

dc,

on observe que ¡‘estimation (6.8) se réécrit:

(6.13) ¡Vxdwt¡’
“ (L’(Qfl’ —

d’autre part, on a:

x~(w~jie Ut (fi), presque partout en í,

et de (6.12),

on peut alors utiliser ¡‘inégalité de Poincaré; ¡‘estimation uniforme donnée en
(6.13) implique 1’existence d’une constante Ci, indépendante de i>, tehle que:

Cl

Par un raisonnemení analogue á celui qul a permis d’établir (6.12), on obtient

w’}x, í)=0, p.p. dans flx]O, T[,

ci en citangeant le rále de 1> et 1>, on a finahement:

P=Pp.p. dans fix]0, T[.

Remarque: Qn peut observer que ¡a so¡ution 1% du probléme P
0c H’ (fi),

satisfaisaní ¡‘¿quation variationnelle:

fd(x,P0)VP0.Vvdx+-fiXP0vdI’=fi JvdP,VveH
t(fl)(6.14)
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vérifie 1’itypotitése (Hí) pour íouí citoix def te¡ que

IEL2(f’0),J=fp.P. sur Fe,.

D’un point de vue pitysique, cela signifie pour un tel citoix qu’á ¡‘instant
initial, ha pression du systéme est la pression correspondant au systéme
incornpressib¡e pour des injections d’eau he long de F~ de plus forte vitesse de
fihiration.

Lorsque Von ignore si ¡a donnée P<, esí bornée sur fi, on peut faire
rernarquer que ha démonstration constructive précédente reste vahable en
utihisant la compacité de l’injection de W (9) dans L’ (9), d’aprés un
titéoréme de Rellicit-Kondracitov, c’est-á-dire, en se lirnitaní á la valeur p = h
dans les assertions (5.h ¡) et (5.14), ce qul n’est pas dommageable pour ¡a
métitode et perrnet d’établir les propriétés énoncées par la proposition 1, a
l’excepíion de ¡‘information «RE U (9)».

Cependant, on dispose des encadrernents

0=P(í )< P (.) pp. dans fi, pour presque tout 1, et dans ¡e cadre de
h’équation (6.¡4) 0=P<,=sup 1~, supposé exister, presque partout dans fi,

Fe
selon un principe usuel du rnaximum.

Les auteurs reinercient he rapporteur de cet article des améliorations qu’i¡
a permis d’apporter au texte.
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