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Abstract. Weconsiderthe rCgulBlilyof funcíions ucWI¿P(Q,Rm) solvieig elliptic degenerated
or singular systems of the type:

a
— 8x0 (a7(x,Vu(x)))=f%x,u(x)).

Wc suppose that a~~x.v) satisfíes a growth condition oforder (p— 1) with respect lo st
Wc show thaI, ifp~2, the solutions of the system belong to ~ it p>2 and n>2, lhey
belong to W’RPJ<”—z> and-ifp>2 and n=2, they belong to W’~ for every r< +oo.

Résumé: On s’iníéresseá la régularitédansles espacesde Sobolevdesfonc-
tions u deW¿P(Q,IRm)solutionsde systémeselliptiquesdégénérésou singuliers
du type:

—9—
On supposequea?(x,v) a unecroissanced’ordre p— 1 en y.
On moníre que si p~2, les solutions du systémeapparliennent á

WtRP/tV+P-2> (fl,Rj, si p>2 el n>2, ces solutions appartiennentá W.’e’/(~-
1> ci si

p> 2 et n=2, ellesappartienneníá W’~ pour buí mc +oo.

1. INTRODUCTION

On s’intéressedansccl arlicle á la régularilé dansles espacesde Sobolev
des fonctions u de W?(fI,Rm) soluíions de syslémcsellipliques du typc:

(hA) — a (a’<’x,Vu(x)))=f’(x,u(x)) dansD’(Q),
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avec 1 ~i= ni, O élantun ouverl bornéde Di”. On s’intéresseplus précisémení
aux sysíémesvérifiant la conditiond’ellipticiíé suivanle:

1 .2) a,of (x, y) w~ ít~i > c~ vj y— 2¡ uj2,

oú a~ (x,v)= a a”(x;v).

Lorsquea?estde la forme a~(x,v)=c(x, 1v l)v~ des résultatsdc régularitédans
les espacesCí.M oní ¿lé donnésdans [18], [19], [8] et pour desproblémespa-
raboliquesassociésáde teissysíémcsdans[4]. Dansle cassealaire(¡n= 1), on
peul aussi consulter [3], [5], [17]. En ¡‘absencedc struclureparticuliérepour
a~ on ne peul monirer que des résulíatsde régularitépartielle de la forme:

Les soluíionsde (1.1) appartiennentá CP(0»,Rw),avec
Mes(O\Oj=O. (Cf [7], [8]).

On peul par contreobtenirdes résultalslocaux ou globaux danslcs espaces
dc Sobolev.Nous avonsdéjá étudié dessystémesdu type (1.1) dans[10] el
nousavonsmoníréque,pour 1 -cp~2, íes solutionsde (1.1) apparliennentá
W~fl~~<n + y— 2) (O,Dij, ce qui améliorail les résultaísantérieurs([9], [12], [13],
[15], [16]). Nous nousproposonsici d’étudierla régularitéjusqu’á la frontiére.
La méihodedéveloppéedans[lO] consisleá montrerquel’on a:

(1.3) 1 S7u l1~~>’2V’u E L~~(O,Rm),

puis, dansle cas 1 .cp~ 2, á utiliserune inégaliléde Hólderd’exposanínégatif

(lcmme2.1). On oblient alorsá l’aide d’un processusitératif:

Dans le casp>2, 1’équationadjointede (1.1) vérifie uneconditiond’ellip-
ticilé du type (¡.2), oú p est remplacéparp’=p/(p— 1). Etaní donnéquel’on
a p <2, la mélhodeprécédentepermetde montrerqueles solutionsdel’équa-
tion adjointe apparliennent á W~’~” ~~-2>(0,R”9. La régularitédes solutions
dc (1. 1) est alorsdéduitedesrelaíionsdc dualité (cf [10]). A titre d’exemple,
signalonsquedansle casparliculier oú Fon a:

a”(x v)—d(x)lv l~-2i~, ayeeOcc
1.~d(x)~c2,

le sysíéme(1.1) s’écrit sousforme vectorielle:

— div(d(x)lVu(x)l’-’ Vu(x)) —ftx, u(x)).

Une fonction q de tfr(4limn) sera une solutionadjointe de (l.h) associée
á unefonction u de W~” si elle vérifie:
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div(q(x))= —ftx,u(x)) dansD’(Q,Rt~) el

q(x)=d(x)lVu(x)IP-29u(x), pour presquetout x deO.

Nausdéíaillonsjusqu’au paragraphe3 les calculsrelatifs á p~ 2. Dansle
paragraphe4, on introduil ¡‘opéraleuradjointde (cg’) el on étabhií les estima-
tions correspondaníácel opérateur.

Au paragraphe5, on indiqueracommentdévelopperpour h’équationad-
joinle de (1.1) dans le cas p>2 les lechniquesmisesau poiní pour p~2.

Nous démontronsqueles sohutionsde (1.1) apparliennentA

W’~n~fln+P~2l(O,Rm) si p~2 (lhéoréme3.2), A W.n»/(n—2)(fl,Rm) si p>2 el si n>.2

el á W~s(O,Rm)pour tout r< +oo sip>-2 el n=2 (théoréme5.4).

Cesrésulíaíssont á notreconnaissancenouveaux.Signahonsaussil’origi-
nalité decertaineslechniquesde démonstration:

—utilisalion de 1’inégalilé de ¡-lólder d’exposanínégatifpourtraiter la sin-
gularité A l’origine de aú(x,.)si p esí inférieurA 2,

—utihisationde l’équalion adjoiníepour passerdu casdégénéré(p>2) á un
systémeavec singularité (le systémeadjoint présenteune singularitéA h’origi-
necar on ap’<2).

Ces deux lechniquesoní déjá élé utihiséespar l’auteur dans[10] pour l’é-
lude de la régularitélocaleel iníervienneníici pour l’estimalion desdérivées
du gradientdes solulionsde (1.!) dansles directionstangentesá la fronliére
de 0 pourp ~ 2 (proposilion3.3) el égalementpour l’estimationdesdérivées
danslesdireclionstangentesá la fronliére dessolutionsadjointesde(1.1) pour
p=2(proposition5.5).

Notonsenfin que hes techniquesclassiquesd’estimation desdérivéesdu
gradien! dessolutionsou dessohutionsadjointes,dansla direclion normaleA
la frontiérede fi ne son pasapplicablesaux syslémesdégénérésou singuliers.
Ceci nousaconduit A développeruneapprochenouvellede cellequeslion(cf.
les preuvesdespropositions3.4 el 5.6).

2. PRELIMINAIRES

Notations

1. L’espaceWI.(fl,Rm) désigne[W’’ (0)]”’. Qn adoptele mémetypede no-
lalion pour les autresespacesde foncíions vectorielles.
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2. Si y esí unefonction deA c Di” dansDi’, IIvK, désignela normede y dans
L’(O,Di9.

3. Les foncíionsa~ sonídéfiniessur Di” x Di”’”, on pose

____ a9(x, — ____

a~(x, y)= y), a’/ (x, y) a~ (x, y)

Les indiceslalins varieníde 1 A tu el les indicesgrecsde 1 á ti. Saufmen-
lion contraire,on adoptela conventionde sommalionsur les indicesrépélés,
(si plus de deux indicesidentiquesapparaissent,la sommationopéreparpai-
re d’indicesidentiquesentreun indice donnéel le suivant le plus prochequi
lul esí identique).

4. Si B désigneun vecleurou unematrice, B~ désignela normeeuclidien-
ne de B.

5. Dansla suite, (T~ ~ désigneune matriceti x ti, 8 désignaníl’indice

de ligne et a l’indice de colonne,la normecuclidiennede (T~) esí notée¡ ¡
et la normeeuclidiennedu vecteurligne d’indice y de la matrice(T~) esí notée
[P).

6. Si y est une fonetion de AcDi” dansDi’, Vv désignele gradientde y (il
est A valeursdansDi’”), 72y le hessiende y. Les dérivéesparliellespremiéres
soní notéesy

0 (a pouvantétreremplacéparn’importe quel indice grec)el les
dérivéespax-tiellessecondessoní notéesv0~.

7. On pose Di~={ycDi”¡y~~O¡ el B(0, p)={ycDi”¡ ¡y~p}.

Hypothéses

(2.!) fi est un ouverl bornéde Di” de classeO.

(2.2) Vxc Q,Vue Dim,{f<x,u)¡~a¡u¡nP<>/n~~i~N(x),avecNc L”(fl).

(2.3) Les foncíions a~ apparíieneníá G’(Di” x

et vérifiení la condilion de symétriea~P=afr’ pour buí 1, toutf tout a,buí j3.

II existe des constantesa a, positiveslelles que,pour tout x de fi, toul y
de Di”” \ {O~~¡, tout w de Di””, on ait:

(2.4) ¡ a~ (x, y) ¡ ~ a2¡v ¡P
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(2.7) a%~(x,v) v~wfra4 y w 2

Remarque:Qn aurail pu remplacerhesconsíanlesa2, a,, a, pardes fonclions
positivesdex apparlenaníáun espaceLr(fl) convenablemeníchoisi,en adop-
taní ha mémedémarche,on auraitencoreeu un résuhiatde régularitédu lype
ucW

21,avec?fonctionde reí l-cnp/(n+p—2).

Lemmesprélimínaires

Lemme 2.1 (cf. ~1jet [101). SuieníOcnc 1, r’= rIÓ’— 1) el fi’ un ensembleme-

surable de W. Si f apparíient á L’(fl’) el si jfll g(x) 1’ dx-c +oo, un a:

{jfl,ft) dxiw=(j
0,Iftx)g(x) ldXI(Jfl 1 g(x) KdxI<íe.

Remarque: Ce lemmeest une forme faible du tbéorérne2.6 de [1], l’hypo-

ihése:o..4íg(x)l?dx n’est pasici nécessaire(cf. (hO], hemme3.2).

Lemme 2.2: Sip ~ 2, jI existe deux cunstanles 1<,> /c,>O tel/es que, pour buí
a e W, pour íouí be R’, un alt:

1<,~ ta+(1—t)bl~’dt (la 1+ b ¡)2—P.<k

Preuve:Monlrons touí d’abord l’inégalité de droite. Qn a:
ka+(J —i)M~ItIaI—(¡—t)lbII el lta+U —i)h ¡~—2.<¡ ti a¡ —(1 —t)¡ b~

Qn en déduit:

ta+(l —t)b P—2dt< (—1(1 a +¡b~+ Ib ¡)~—2 di

(t(~ a +1 b 1)—lb ~ di,
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Ibí

ayee e = Parhe calcul, on obliení:

bl~- +laI~<
(p.~ h) (¡a¡ + 1<)

Compleíenu de al~-’ + bj’-’ ~ 2’-’ (Ial + Mt, on a:

J J~É~+ ~ — ~ ~aí + bl)’’
L’inégaliié de gauchesemonire pardisjonclion de cas.

ley cas.Supposonsque l’on ají: —~--Hal ~ b¡ ~—~—- ¡a¡ ou —$- IbI ~ ¡a¡ ~

5~ bj. Cesdeuxsous-casse [raitantde maniéreidentique,on supposequel’on a:

~=¡~j ~ ~ 4 On a alors les inégalitéssuivaníes:

ka+(h —t)bj ~~a¡ + (1—1) ¡bj c—$— H + ___ al

On en déduit:

1> 5 al 6’-’ —~‘

-

Jo (—y— ¡aj+ —~—Ia¡t’ dí—( p—l

Comme de plus, on a: (lal+lbIY-’~ ( y-’ ¡aL-’, on obtieni:
4

1 (¡a¡+[b~y-’ >(7)2-P 6’-’ — 5’

-

p— 1

2émecas. On a ¡a¡ ~[—2—lbl—1.-] ~[-Á—lal ~~ b¡] et jb¡ 4IJ’ ~ Jan,

soil encore ¡b¡ ci— ¡a~ ou a¡ <z ~ ¡b[. Placonsnousdansle cas oú: ¡bí ~
4

3~ ¡a¡. Qn a alors:
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<1 di— lah’ — b¡— 1 —1 (a1c~—VA~+VAt2 — (p— h)(~aI—lbI) IaL2 (y— h)

1 —Q/~É<

3. RESULTATSDE REGULARITE

Comme¡wonsparrappelerle résullalsuivant:

Proposition3.1: Si p ~ 2 el siles hypoíhéses (2.1) a (2.7) soní vérzfiées, les so-

lutions de (1.1) appartienneni á W’,~~’~””~> (fi, Di”’).

Un résulíalde ce iype esí démonírédans[¡0] lorsqueles fonclionsa~ ne
dépendentpasexpliciternenídex. Le résultalde ha proposilion3.1 sedémon-
tre de maniéreideniique,il suffnde tenir compledeslermesoú figure a~, qui
apparaissentdans les calculs el de majorer ces lermes convenablemení.

Naus démontronsdansce paragraphehe résullal principal de cel ancle
dansle casp~2.

Théoréme 3.2: Si p~2 el si/es hypo¡héses (2.1) á <2.7) sutil vériflées, les sulu-
íions dc (hí) apparliennenl á w’”~V<”~p’> <fi fljm)

Pour¿tablir le ihéoréme3.2, jI suffit de monirerquepour buí pont x
0 de

Ofl el pour un voisinageV de ce poiní, les solulions de (1.1) appaniennenlá
~ (fin ¡~‘, Di”’). Defaconá se ramenerá un problémeA frontiéredroi-
te, on considéreun difféomorphismey de chasseC

2 et deux voisinagesV el
y’ du point fronliére x

0 vérifianí:

y c:

y(V9=B(O,R),~g(V)=B(O,r),0<r-cR,

y(fln 19= Di~ nB(0,r), MÍ<flnV’)= Di~ nR(0,R).

Qn posey = (yo)<«<0 et y-’ =6y-’),<0<0.Qn considérele systéme<1.1)sous
la forme:

(3.h) ~aMxyu(x)4,~(x)dx= ifl

pour bout 0 de Wk~(fl, Di”’)
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Qn supposemainlenaníque l’on a: 4’eW~(QnV’. Di”’). Qn effectue le

changemenídevariabley= w(x) dans<3.1). Qn pose:

a
A; (y,w) =

1.

8y0 ‘0’”

a ~ <y)

ay,

Avec cesnotalions,on a:

u(x)=ú(y), Vu(x)=ú,<y) [Ny),

4’<x)=0 (y), 4’ e W~y <R”~ nB(O,R), Dii,

0Xx)=4’8(y) 7~<y).

Parchangemeníde variable, h’équation<3.1) deviení:

~12. J-y~y,útv» 4’ (y)dy,
pour toul 4’ eW¿~(Gi~nB(0,R), Dii.

Remarque: (T’,/y)) est unematrice inversibleel on a:

Elaní donnéque fi est de classeO, il esí loujours possiblede choisir V suf-
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fisammenípelil et desconsíaníesposilives b á b, tels que, pour tout y de
B(O,R),buí ye h n}, on aii:

(3.4) Vye{l nl, [r(y)j ~b>0,

0<b, ~J (y)~

oú [~] esí défini au paragrapbe2.

La dérnonsirationdu théorérne3.2 reposeesseniiellementsur les proposi-
lions suivantes.

Proposition 3.3: Si une so/ution a de (3.3) appar/ieni á
W”%Di~nB<0,r), Di”’) ayee p=2el p=s~np/(n—2). alors puur buí
a 611 n—1), 7ñ

0 apparíiení á L””>(R’~ nB(O,r), Di””) avec k(s)=2s/(s+ 2—p).
(Qn puse np/(n —2) = + oc si ti = 2). (W2, désigne le gradiení de la dérivée par-
1¡elle ¿2).

Proposition 3.4: Si une su/u/lun u de (3.1) appartient á W’.YVR”9, ayee p~c2
eí p~s~np/(n—2), alurs u appart¡ent a W

2.kthJ(VDi), ayee k(s)= 2s/(s+2—p).
De plus, ¡1 existe une constan/e C indépendanze de k(s) tel/e que tun ai/:

~ C.

Remarqe: Pourbuí svérifianíp~s~np/<n —2), on ap~k(s)~ np/(n —2+p).

Commentairessur la preuvede la proposition3.3.

L’eslimaiion desdérivéesparliellessecondesU,» avec <cr$) # (n,n) s’ob-
tiení á l’aide de la méthodedesíranslationsde Nirenberg.Le délail descal-
culs liés á cetteméthodeélantdonnédans[10], danslebuí d’alléger la rédac-
lion, on procéderaici de faoon formelle en remplacantles quolienísdifféren-

a atiels AL
5 el A~ par les dérivéespartielles —— el , avecb4

ay, 8y,
[v<y+he,) — v(y)] h-, oñ h e R el e, esí un vecteurdela basecanoniquede
Di”. La preuvede la proposilion 3.3 se décomposeen quatreéiapes.

— Dans la premiére¿lape,on subsiitue a O a
Q dans ‘33’ay, ay,
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o ~ y =ti- 1, el on développe le calcul de facon á isoler le terme
A~(g 7Ny) ú8<y))7~ U~, P¿ ú~. (t est unefonction á supportdansR:nB(0,R)).

— Dans ladeuxiémeétape,parune minorationdeconvexitéet par desmajo-
rations découlantde l’inégalité de Hólder el des différenwsestimationsde

on obiient:

i Di~ Pñ5¡P<~<I2JkjPú,~IA 2 dv~C2 IIT~ú6,~¡/kII~I~C3, ou tú2 et tú3 ne dépen-

dentpasde 1< = k<s).

—. Dansla troisiémeétape,avecl’inégalitédeHólderd’exposantnégatif,on dé-
montre que U,,»ELkts>(R0.nB(0,r),Di”) pour touí (a,f3)#(n,n). Qn établirade
plus uneestimationde IIú~»II~, que nousutiliseronsdansla preuvede la pro-
position 3.4.

Remarque:Le fait deremplacerlesquotientsdifférentielsparlesdériyéespar-
lielles correspondantessimplifie les calculs, noiarnrnent,l’expression

I
A~ <y,(h — /) 7’(y)ú~(y) + 1 7’(y+ he,)ú~(y+ he))d/,

oú e,est un vecteurunitairede direclion paralléleá la frontiérede Di~, est rem-
placéepar:

De facon á monirer que ceite simplificalion iVa rien d’abusif, nousdétaille-
ronsá la quatriémeéíapela majorationla plus délicateá traiter dansla mé-
thodedesquolientsdifférentiels.

Preuvede la Proposition3.3.

a alére étape:Qn remplace4’ dans(3.3) par ——-----(— ñ~) oit ~ esí dc
O>’, Oy.,

classeC
2 et vérifie supp~cB(0,R). Dansla preuvede la proposition3.3, y ap-

parlient á (1 n— 1 et u n’y a pas de sommationsur cel indice. On a:

a <~, — <ú,~)et
ay, ‘ ay,

a (¿2 P~)
ay, ‘ ay,
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soit encore:

- a
Oy,

a r(y)ay,

Qn pose:

A%.) =A~ (y, 7b

peurA, et
<y) U, <y)), (en utilisera plus bm le mémetypede notation

—.1-’

ay,

‘fl JJ’<fr)A~%.)7tú~AdY.

—J-(v)A~(.)(7~z2~+7!úg4dy.

—f’<y,U)(ú4, ~+ a;
13 = Iii:

14 = IR:
Le remplacementde 0 dans (3.3) par—-~—(¿2, ~)

IDi:

avec

~I + ‘2 + 13 = 14.

Par inlégrationpar partiespar rapporlá y, dans1, on obtient:

II = 15 + 16 + II + 18,

J <y) A”f<.) W Ñ T~ ú~, ~ dv,

J’ (y) A~, (.) 7~ ú~, ~ ely

= Di”4

= j Di”~

= 1 Di

= J Di~

avec

donnedone:
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Qn a donc:

(3.8) 151 ~ 1121 + 1131 + 1141 + ‘61 + 1171 + Ji~¡.

2 émeétape.Qn choisit ~ vérifiant:

(3.9.i) ~(y)= 1 si vdfi(0,r).

(3.9.ii) O =~tv) ~ 1 si y eB(O,R)\B(O,r),

(3.9.iii) ~<y)= Osí ycfi(O,R),

<3.9.iv) ‘«ye B(O,R), ¡V~<v) ~(y)- IA¡S)l ~

oit b6 est une constanleposilive indépendantede k(s). Un te! choix de fonc-
tion ~ est toujourspossible(cf [10]), il suffit de poser~(v) = n(l y) avec~(p)
= <R—p)

t oú k’=k<s)/<k(s)— 1), dansun voisinageá gauchede R.
Qn posedansla suitek=k(s).
Avec l’¡négalité de Hólder, on obtient les majorationssuivantes:

¡í~¡~ ¡IA%.)11
9.IIJ—’TI ~ oit (7~,) (7~)— ¡

est un produitmatricie!, <7fl-’ désignantl’inverse de la matrice<7~).

Comptetenu de (3.4), (3.5)et <3.9), on a:

11,1 ~ IIA%.)Ile¡ ¡¡ ¡7? ¿2,, ~“II~br‘b2b, + II 7~IL¡I V¿2IIjI~5 YIIm 1.
Comptetenu de <3~) et <3.~), on a:

Qn aussi:

lI~ 1 II AtC) ¡1,1W—’ 73 ¿2~,

Compte-tenude l’hypothése(2.6), on a:

(3.10)

¡‘61 =a~) E’ (y) IPU~PiTú5jI(T9’T87~T0u5

ci avecl’hypothése(2.7),on obtient:
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(3.11) 15 = a5j 1-’ (y) P ¿2, ‘-~ EP U~, 12 ~dy.

De <3.8), (3.10) et (3.1 1), pardesmajorationsclassiques,on obtient:

19=1 Di”~ it8 1 ‘-‘ T
8 it

8, 1 2 ~y = 1 ‘21+1 13 +1 14 l+íi~+! 18 1+1 ‘¡o

avec
= i (y) P u5 “~ (T9-’ ‘L 2 ~ dy:

Compteienu desestirnationsde 112 I~ 113 l~ 114 II, 1,118 l~ de h’inégalité

deshypothéses(2.4), (2.2), (2.5),de(3.8) el (3.7), on déduil:

i
¡PU, ~-2 (~¡-2/k) P U8, ~¡/k 12 ely = e, II P U8, ~ Y + ~

+

oit e2 et e, dépendeníde ¡¡Vu¡¡8 el IIujI~, mais ne dépendenípas de 1<.

3éme étape: Avec l’inégahiié de Hólder d’exposantnégaíif (lemme 2.1), on
obliení:

jir U~, ~¡A ~ dy>2/~ = c4 II r a, ~ ¡¡~-~ (II r u8, VA ¡IP + 1),

soit encore:

(3.12) tj¡i~ ~8, ~‘A jk dy)~ ~ 2&, (II 7’ ¿2~ ~ ¡¡42-PS + 1).

Complelenude (3.4) el (3.5),on obliení:

La proposilion 3.3 esí donc démonlrée. De plus, de (3.h2), on déduit:

(3.13) $j1~~U~,~‘~‘ ¡k dy}2/k ~ e, (II V ¿2 ~ ¡¡2(2 + 1),

pour tout (8, y) # (n,n) et avece, indépendantede 1<.

4émeétape: Dansla méihodede Nirenberg,l’opéraleurde dérivalionparlielle

esí remplacépar h’opérateur4 défini par:

ay,
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A~ «y) = [v<y+he,) — «y)] h<, oit h e Di* el e, esí un vecleur unitaire.
((e,), <,~, esí la basecanoniquede Di9. La méihodeconsisteá remplacer4’
dans (3.3) par A’ (A~ U ~) el á transposerAlh. Qn obliení alors (cf [lO]):

IDi% A~”(y,T5(y) 11
5(y)) T~ (Y))(A, fs8(y) ~(y)+A, ú(y)~5(y))dy

danshe premier membredel’équaíion(3.3). ( On a poséA~ = Ah). Le déve-
loppemenidescalculsconduil á différenls termes,examirionsuniquemeníle
Plusdélical á trailer:

7’<y+ he,) ¿2~(y+he,))

—A%y, 7’ (y) ¡4 (y))] 7~ <y) A~ CM (y) ~ (y) ely

Remarquonsde phusquel’iniégrandedeJ, esí nulle si ¿25 (y+he,) = ¿2~ <y) =

~ Qn pose:5= ( y 1 U, (y+ he,) = U~ <y) =0,,,~ }. Parun calculclassique,on
obliení:

7’(y+ he,)¿28(y+ he,))dí

x Ah (7’~ (y) ¿~ <y)) 7~ <y) A, Q¿ (y) ~ <y) ely

Qn pose:

Á~f(í) — A~f<y,(l —t) T
8 (y) u

5 <y) + 1 7’ (y+he,) i2~ (y+he,)).

Ona:

1 — J2 + 1,,

ayee

rl
‘Ú’)I A~(t) di Ah7~(yft~ (y+ he,) fl (y) Ah

Jo

1 1- ‘U’)j
1r,~ (1) di 7 (y) Ah ~s(y) 7~(y) Ah U~

JDi’~ \S Jo
<y) ~ (y) ely..

De h’bypothése(2.7) el du hemme2.2, un déduil l’existenced’uneconsianlepu-
silive c

6 íehheque:

= fDi”+ \S
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.13 ~ ti
6 J~’ <y)(~r <y) a, (.v)¡ + 17’ (y+he,) ¡4 <y+he)¡~-’

Di~\S

1 P<y)A,¿4(y)¡2~(y)dyv

De l’hypothése(2.6) el du lemme 2.2, on déduit h’exislenced’une consianle

e, > O lellesque:

Ii2 1 ~ ~‘ (y) (ITa (y) it, (y)~ + 7’ <y+he,) U, <y+he,)~t~
Di’~ \S

7’ <y) A, U, (Y) ¡ lA, ¡‘<y) it6 <y+he,) 1 ~(y) dy.

Avec uneinégalilédu lype:

__g
2(y)— h2(y)~<y)—g<y)h<y)~ 2 2

el par des majoralions classiques,on obliendra les expressionssuivanles:

.14 = .1<0’) (1 7’ (y) ¡4 (y)I + IT’ (y+ he,) ¡4 <y+he,$P2

x ¡1’ (y) Ah ¡4 <y) ‘ ~(y)dy

et

~< Di~S ~ <y) ¡4 (y)l + 1 T’ (y+ he,) ¡4 <y+he,)l r-
7’<y+ he,) ¡4(y+ he,) ¡21 (7’(y+ he,))-’ ¡lA, 7’ <y)~ 2 ~<y)dy.

Les inlégrales.14 el J, remphacentrespeclivernení(á desconsíaniesmuhii-
plicalives prés)les expressions1, el 1~ descalculsprécédenis.La fin esí alors
chassiqueel lesaulresdifflculíés liées á l’applicalion dela méihodede Niren-
berg sonídé[aillées dans[hO].

Prenvede la Proposition3.4. Soil u une solulion de (3.1) el ¿2 la solulion de
(3.3) déftnie en (3.2). Si u apparlienl á W’’(V,Di”9, ¿2 appartienl á
W’” (Di~n B(0,r),Dim) el de ha proposilion 3.3, on déduil que pour buí ade

1 ti— 1 ~,7Z46 L”~ (Di”~nB(O,r), Di”’”).

Nous allons montrer que 72¿2 apparlieniá L1«”> el oblenir une estimationde
Rmnn), le résuhíaldela proposilionen découlera.De la proposition

3.1, on déduil que

u ~ Wh”.v/tfl+v —2) (V,Rm)et ¿2e~ ( Di’~nB(0,r), Di”’).
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Les fonctions u el ú admeitenídonc desdérivéespartiellespremiéreset se-
condes au sensclassiquepresqueparloul <cf. [2] ihéoréme3.1). Qn note

y E Di% nR(O,r) 1 ¿2 adineldesdérivéesparíiehhespremiéreset secondes
en y¡, N=¡ yeA í Vt¿<y)=0~ “1 Qn va eslimer séparémení72¿2 sur N el sur
(Di”~ n R(O,r)) \ Ñ (Ñ désignantl’adhérencede iN9.

lére étape: Pour eslimer V~¿2 sur N, un considére l’erjsemble suivaní:
N=Ñ nA. Qn a MesÑ= MesÑ. De plus, 70 esídérivableel doncaussicon-
unu sur N. Qn en déduil que:

S7U(y) = 0~0siycN.

On a donc: 7
10(y) = O,,,,~, pour presquebuí yeÑ (cf, Jemme 7.7 [20]).

2émeétape.Estimaijonde 72ú sur8\N (avecfl+ = n B(O,r)). De l’équa-

lion (3.3),on déduilque, pour presquebuí y de B~\N, un a:

(3.h4) Li ~ [i< (y) A~(v,P <y)ú
3 @))TXY)] =J< <y)f<y,U<y))

au sensdesdisíributions.
Soil y un poiní de (B~\N)nB, VU ¿laníconlinueen y, ih existeun voisinage
O dey sur lequelVU esíbornée.Qn peuldoncmonirerpardesargurneníscías-
siquesque sur O, un a:

=J¡’<y)A~’ (.) 7~ <y) + .1- <y) A~ (.) ~1 (y) +

De (3.h4) et(3.h5),un déduil:

(3.16) 3—’ (y) A”,~ (.) 7~ (y) ú¿~ (y) T’~ (y) =

= —J~A~”(.)7~ —E’ A~, (.)T~ — 3-’ A”~ ‘h ~¿~i

—E]-’ AV (81w8 7~ — 3-’ A~’(.) T~, — 3-1<.).

En muhuiplianí les deuxmembresde (3.16)par it~,, el en sommantsur ¿avec
les hypolhéses(2.4) á (2.7),un obtient:

1 PU,~¡’ ~ CJ Lt,,I(IViiI + E ¡U~¡ + lVUI~4T(.)l).
{e. fib&(n. “5
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Complelenude (3.4),par desmajoralionschassiques,Qn a:

o—’

(3. h 7) 1 ñ~1, 1 ~ c,, [¡Vúj+ ~2lVñ~ + V (JI lvñI’-P].
Avec l’hypolhése (2.2) el <3.13), on moníre que U~ ,e L’<’

5 el qu’iI exisle une
consíanlee, indépendanle1<, pour laquelleon a:

(3.18) jj~

De plus, avech’inégalilé de Sobohev,on a:

172 ¿2<y)~(y)I/k~k dYI2/k c,(II Va ~¡¡2<2—P)+ 1).

fi fis
¡¡va ~¡¡, =c(s)(IIV2ñ~II,.+ ¡VU V~ I[, désques 6 el avecs*= —,n—1 n+s

e(s) élant la consiantede I’inégalité de Sobohevpour hes espacesconsidérés.

De Qn déduil s* =k(s)~2.11 esí donc possiblede majorer e(s)el
n—2

¡¡Vi? V~¡¡~, indépendammenlde s, finallement, avec (3.18), on obtieni:

fjíva ¿2<y)~(y)lA~k tly}24=cÁ¡1V2¿2 ~IA¡j2(2—i»~ 1).

Commeon a s.ckel 2(2—p) c 2, on obliení:

¡¡92 ¿2IIL’(B~, R”’””)~C,a , avece,
3 indépendanlede k.

Preuvedu théoréme3.2: Qn reprendici ha preuvedu théoréme5.! de [lO].

léreétape.De ha proposition3.4el du lhéorémed’injeclion deSobolev,on dé-
duil quesi unesolulion udc(3.1) appárlienlá W’” (¡<Di”’), alors u appartiení

á W«’>(V, Di”’) avec 2ns
n(s—p+2)—2s

2éme étape.Qn vérifie facilernení que la suite définie par s0=p el SÁ, =

2s~n np
n(s1—p+2)—2s~,convergeveis n2 st n>2 el vers +co si n=2.

3 émeétape.Qn démontre,par récurrencesur],que l’on a.
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Vje ~, u e W.o,(V,Di)el u e W2.k(oj} (V,Di9.

4émeétape.Le lhéorémedécoulemainienaníd’un argumentde recouvremení,

de ce que hm k(s~) ~ el de ce que:
n+p—2

Vj e N, ¡¡va it¡ILk%) ~ C,,.

4. LEMMES TECHNTQUES

Dans[10], les résuliatsde régularitépourp > 2 sontobtenuspardualité.
Nous procéderonsau paragraphe5 de maniéreanalogue.Nous iniroduisons
peurceláquelquesnolionspréliminairesel nouséíablissonsdesrésultatslech-
niquesuliles dansla suile.

Etanídonnéquep est supéricurá 2, nouspouvonssupposerqueles fonc-
tions a~ apparliennentá C’ (Di” x Dimo) elque lesesiimations(2.4) á (2.7) sont
vérifséespour íout (x,v) de Di” x Di”’’. Si Fon pose:

a(xv) =<~~ (1—/) a~(x,iv) v~ ‘4 di,

de ladéfinilion de a~ dela conditionde symétriea~f = a~; et des esiimations
(2.4) á (2.7),on déduil:

aeC’ (Di” x Dimo),

a(x,y) = a~ (x, y) pour iout f buí ~,buí x, buí y,

et a(x,.) esísiriclemeníconvexe.

Nous noteronsb(x,.) la polaire de a(x,.) au sensde ladéfinilion de [6]. Nous
ahhonsdémonírerhes lemrnessuivants.

Lemme4.1: Lafunetionb vérifie les résulíais ele réga/arilé suivanis:

b~etú’ (Di” x (Di”’” \ { Orno 1)) oit fr(x,q) = a b(x,q).aq~

Notations: Qn a posé q = ( q~ )<~. Dans la suite, on pose:
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b~’ (xc» el b~ (x,q) =b~,(x,q) = ax, a

temme 4.2: 1/ exisbe eles constantes post/hes b,..., b9 tel/es que, pour íuuí x de

fi, tuut q de Di’”” \ (0,4, tuut x de Di’””, un alt:

(4.1) 1 b~(x,q) 1 ~ b, ¡4’-’,

(4.2) 1 b?, (x,q) 1 ~ b, lqh> ‘~

(4.3) b~ (x,q) 1 ~b, lql” -~,

(4.4)

Preuvedi lemme4.1: Pár définilion de b, on a:

b(x,q) = Sup (qv — a(x,v)).
veR”’”

La fonclion a(x,.) esí siriciemeníconvexe,depíuson a:

a~(x,v) = a~”j’(x,tv) ~ di.

De (4.7),on déduilque he supremumde qv — a(x,v) est alteiní au poiní y vé-
rifianí le sysíéme:

(4.5) a?(x,v) =

Qn en déduit que si q # Or,~, alors v#0~0. Des hypolhéses(2.3), (2.7) el du
théorémed’inversion locahe, on déduil que l’applicalion de Di” x Di”’” qui á
(x,q) fail correspondrev(x,q),oit «x,q)estl’uniquesolulion de(4.5),esídechas-
seO sur Di” x ( Di”’” \ (O,,,> ). De l’égahilé: b(x,q) = q «x,q) — a(x,v(x,q)),on
déduit: b e O ( Di” x ( Di”’” \ (O,,~ ) ). De plus, b(x$) étanl la transformée
de liegendrede a(x,.), il esíbien connuque¡‘on a (b~(x,q))<0~,=v(x,q).Qn a

~<1<”’

doncb~ e C’(Di” x (Di’””\ lOmo I))

Preuvedu Iemme4.2. De l’égahilé

a~(x,v) = v~dti~a~(x.tv)
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el de (2.7), on déduil l’exisíence d’une consianleposilive a8 lelle que:

aMx,v)l ~ a8fvlo~’.

Qn en déduit:

= ¡a~ (x,(14(xc»)) ~ a,, 14 (x,q) ¡~
sotíencore:

14 (x,q) 1 = a8’”’ —~>

Despropriétésde la transforméede Legendre,on déduil quesi y et q salisfoní

(4.5), on a:

( ~(x,q) ) = ( a~(x,v) )‘,

oit ( b~ ) et ( a~)soníconsidéréescommematricesde formesquadratiquessur
Di’””. II existeune constaniee(n,m) nc dépendaníque de n et m telle que:
¡b~’<x,q) ~e(n,m)A(b$x,q)), oit A (b$x,q))est ha plusgrandevaleurproprede
(b~ (x.q)).

Qn a deplus: A( 14~(x,v) ) = (X( a~(x,v)) )‘ ~a<’ ~,¡‘P, ~

X (a~ (x,y) ) désigneha plus pelile valeurproprede a~(x, y). Finallemení,on a:

1 14~(x,q) 1 ~ c(n.m) a,-’¡ 14(x,q) ¡2-P

Ayee l’estimationprécédentede b~ on obliení:

oit b, dépendde a5, a, el e(n,¡n). En dérivaní par rapporl á x, l’idenliié:

y,

on obtient:

14, (x,q) + b$x,q)a~, (x,v) = O avec q~ = a~’(x,v).

Qn en déduil:

¡14, (x,q{=b, q~< a, VV’

b,,.ar(bó)~< q~’ —2 ql” >~ —‘‘ — b ¡4”’ —‘. E
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L’eslimalion (4.4) découlede (2.6) e[ de l’égalité:

A ( 14?(x,q) ) = ( A ( a~(x,v) ) )

oit A (145 désignela plus pelile valeurproprede(145 et A(a?5désignela plus

grandevaleurproprede(a?5.

5. RESULTATSDE REGULARITE POURP>2

Commedans[10], on pose ha déftniiion suivante.

Definition 5.1: Qn clii qu’unefunciiunq de L’ (fl,Di’””) esí uneso/u/ion adjuin-

te de (1.1) sil existe une funetiofi u e W0>’(D,Di’”) te/le que ¡‘un ait:
(5.1 .i) q~ (x) = a~ (x,Vu(x)) puur presque buí x de fi,

O(5.h.ii)) Ox, r(x) = — f’ (x,u(x))dans[D’(V)]”’.

Qn clima alurs que q esí assoeiée á u.

Qn a la

Proposition5.2: Sí une fonetiurz q de L~ (fl,Di’” ‘9 así une so/u/ion adjuinte de
(1.1) assoeiée á u e W¿”’, a/urs, pour íuute fonetion 4’=(4”9,~~~ de

L~(fl,Di’””) satisfaisaní

(5.2) 4’? e L~(fl,Di”’)

Ox,

on a:

(5.3) — 5 -ái--4’~<x) u’(x)dx = ¡14 (x,q<x»4’~<x)dx.

Le systéme (Síu), (5.3) est appelé équation adiuhhte de (1.1).

Preuve:Par polarité, de (5.1.i), on déduil: u~ (x) = 14 (x,q(x)), soil encore:

u$x)4’?(x)dx =
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L’egalité (5.3) s’obtient alors par intégrationparparties.

Fourobíenirdesrésultaisderégularilésur hes solutionsde l’équationadjoinie
de (II), nousferons l’hypoíhésesuivanlesurf

(5.4.i) fe O (O x Dim)

(54.ii) II existedes consíantesposilives a9, a~0, a~, tellesque, pour x e fi,

lout u e Di”’, on ait:

lJ(x,u) ~= a9 u[ + L(x)

¡f(x,u) 1 ~ a,, u~” + M(x)

j¿(x,u) ~ a,, u~~z-~~> + N(x),

avecLe L””””-
2~”{fl), Mc L”’(Q), Nc L””’~’»(D), r = (n—2+pJ&— h)/(n—p)

et s = n(p—l)/(n—p) si p < ti et reí s quelconquesdans[h,oo[ si ~n= n.

Proposition 5.3: Sip = 2 ci si les hvpuíhéses (2.4) ti (2.7) el (5.4) suní vérifiées,
a/urs les suluíions adjuin¡es de (1.1) appariiefinenl ti

pl (n+p—Z)
(fl,Di” ‘“) eí les su/utiuns de (1.1) appar/iennení ti

(fl,Di’”) si ti > 2 ci ti J’/f»’~ puur loiti r < +00 sí ti 2.

Preuve:Ce résulíatest éiabli dansla proposition 7.1 de [lO] lorsqueles fonc-
tions a~’ ne dépendenípasde x. Compleienudeshypothésesfañessur a~’ et
desrésulíaisdu paragraphe4, la démonstrationde laproposilion 5.3 estana-
logue á cellede la proposilion 7.1 el du ihéoréme6.3 de [10].
Qn remarqueraíouíefoisque les condilionsde croissanceen u imposéesá1
soníplus resíriclivesquecelles de [10] qui sont suifisantespour élablir le ré-
sulial de régularité locale (cf[l0] hypolhése7.5). On démontredansce para-
graphele

Tbéoréme5.4: Sip ~ 2 e/siles hypoíhéses (2.1), (2.3) ti (2.7), (5.4) sutil véri-
]¿ées, les sulutiotis adjuiníes de (1.1) apparíiennení ti W’”~’~”~”-2’ (fl,R’”~) el les
su/u/jons de (1.1) apparíiennení a W’•”~~”-2 ~‘O,Di”)si n >. 2 el a WL~ (O,Di’”,~
puur buí r < +oc sin = ¿

Pour démontrerle théoréme5.4, nous adapíonsles méthodesdéveloppées
dansla preuvedu théoréme3.2 á 1’équation(5.3). Avec les notationsdu pa-
ragraphe3, lechangemeníde variabley = w(x) effectuédans(5.3) conduit á
l’équaiion:

(5.5) B~(y,q(y)) 4’%y) J<(y)dy =
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— — ¡Di”4 7~ (y) ¿2
1(y)

oit
4<y)=q(~-’ <y)), ú<y) = u(sjr’ <y)),

0~(y) =4’~’(w-’W), 4’o<y) — d~<y)

Qnsupposeen oulre que,dans(5.5), 4’ appartienlá W¡~ (Di~ n B(O,R),Di””’).

Démonlronsbuí d’abord le résuhtatsuivaní,qui est l’analoguede la proposi-
lion 3.3.

Proposition5.5: Si une sulutiun q ele (5.5) apparíient a ¡Y” (Di”
4 n B(O,r),

Di”””) ayeep’ ~ s ~ np7(n—2) el p’ ~ 2, a/oms, puur buí a c (1 ti—J}
appartient a L~

4>( Di”~ nB(O,r), Di””) ayee k(s) = 2s/(s±2—pi, (un

puse np’/(n—2) = +00 sin = 2).

Preuvede la proposition5.5: Ici encore,la preuvereposesur la mélbodedes
lranslaiionsde Nirenberg.De facon ásimplifier la démonsiration,nousrem-
placeronsformellemenícomme au paragraphe3 les quolienís différeniiels

a a
AL,, et A~ par les derivéespartielles —— el - On substitue

Oy, Oy,
O ~ ~(.»A 0 dans(5.5) (oit ~ esí definie en (3.9)), on

aIransposel’opéraleur — et on oblient:

(5.6) 1 R”~ ¾ ) .P’ (y)) Ó~(y) ~jy) ely

= — ¡4~~W~(Y) (T~O’fl7i’<y)J-’<y»dy

(y) ~0(y) &—(T~ <y) U Q’).1-’ (y)) ely,
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oit el 4, (y)= 4(y).

Qn pose:

B (.) = R (g4(y)) et B~; (.) = B~’ <y,q (y)),

‘2 =

13 = JR”~

14

15

‘6

~

~

1~

B~ (.) 4~, <y) ~ (y) J—’ (y) ~ (y) ely

B~(.) J-~ (y) 4”., (y) ~ (y) ¿¡y

4~, (y) ~(y) 7~,(y) it (y) 3< (y) ely

4r0Áy)~(y) T~ (y) 14 (y) 3< (y) dv

4~, (y) ~ <y) T~ (y) it (y) ~I (y)dy

4~; (y) ~ (y) 7~ (y) U’ 00¾(y) dv

Ayee ces nolalions, (5.6) est équivalentá:

(5.7) I~ +1~ + 13 = 14 + 13 + 16 + 17 + le + 19~

Complelenu de (SIii), on a:
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Avec l’égalité: q¶’~ (x)= —q~<y) 7~(y), on obliení:

(5.8) 4 (y) T~ <y) = — (/ (y,ñ<y)) ),— 4~ (y) 7~, <y).

On posera(1< y,¿2(y)4 =dft(.))3. Completenu de (5.8); en a:

(5.9) 1 TU-
2(T!

0,Y ¡¡¼!-‘

— fi~(7

8j-2 (P)2 U’ .1-’

jR~

Pardescalculsanahogues,en obíient:

(5.10) 15=— ¡R”~ ~ ¡R’~. ~ ~ .1-’

Parun calcul analogueá cehuide la minoralionde1, auparagraphe3 el comp-
te íenude (4.4),on obtiení:

(5.12) ‘2 ~ bj R% ~~ e’-~ ely.

Avec hes estimaiions(4.h) et (4.2),on obtienl:

(5.13) l”l + l’~l ~ ej R”~ lq, V-’t ~tI-IM ely,

oit e, dépendde b,, b, el w- De (5.9), (5.10), (5.h h), on déduil:

(5.14) l~~1 + 11,1 + 1161 ~ c~( [k[jXIY¡I VUII~ + II(ftI¡~.¡I ú11, + ¡LI j~.¡¡ U¡l),

ou e
2 ne dépendque de ~ el du difféomorphismew• Par un calcul direcí el

avec l’inégalilé de Hóhder,on obliení:
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Avec (5.14), (5.15) et l’hypothése5.4, on obiient:

(5.16) ‘41 + 11,1 + 161 ~ e,,

oú c, ne dépendpas de k. Comptetenu de (3.9.iv), on a ausss:

(5. l 7)

11,1 + 1 ‘8 1 + 1 141 ~ t¼{¡~Q~ 1 ~ ¡R”~ 4~’A ¡¡ ‘1u 1 dvJ

= e~ { II q~ ¡Ir. JI U ¡IP + U 4,~¡¡k II,. II VU¡¡~

De (5.8), (5.12), (5.13), (5.16), (5.17), mi déduil:

¡ 1 4A’~l’ ql ~-aV=A¿¡y ~e, II 4, VAlí0. +4,

oú c~ et e6 dépendentele ¡J Vu II el ¡J u II mais ne dépendentpas de 1<.

La fin est alors identiqueá la 3émeéiapede la preuvede la proposition3.3.

Démontronsmainienaníun résultatanalogueá celui de la proposition3.4.

Proposition 5.6: Si une so/u iioti 4 ¿¡e (S.S) appariieni ti
n B<O,r), Di’””) aveep’ t~ s z=¿ np’/(n-2) el ji’ ~ 2, a/urs 4 apparlietil ti

W
8.k(s> (Di: n B(O,r), Di’””) ayee k(s) = 2s/(s+2—pj.

Preuvede la proposition5.6. lére étape:On procédecomme pour la pro-
position 3.4. Dela proposition5.3, on déduitque 4 admetdesdérivéesparti-
elles au sensclassiquepresquepartouldansDi:nR(0,r). Qn nole:

A — (ye Di” ~nB(0,r) 4 admeídes dérivéespartielles premiéresen y

etN={ve A~q(y)=~}.

Qn démonirealors<cf lére éiapede la preuvede la proposilion3.4) queq,<y)
= O~, presqueparloui surN el pour toul y e ( 1 ti

2 émeétape:Qn eslime 4.~ sur (Di:nR(0,r) \ Ñ.
Remarquonsbuí d’abord que 4 et VU soní presqueparboui dérivablessur
(Di:nB(0,r)) \ Ñ et que l’eslimaíion (3.17) esí vérifiée en presquetout poiní
de (Di:. csfi(0,r)) \ Ñ. En dérivaníl’égalité:
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T-”’ + B~’j T;”” ~ + B? T;t

<4.1) á (4.4),on déduil l’existenced’une constan-

1 41 “‘ + 1 41 p—2 si 8 !=n.

Regularire globahe eles sulutiomzs de sysíernes El/ipu¡ques non /ineaires

U’~ <y) = B~y,4(y)) T1’” <y)(5.18)

parrapportá y3, on obtient:

(5.h9)

De<5.19) et deseslimations

te e, telle que:

(5.20) S~U8 ~ e,

Avec (5.h8)on a aussi:

(5.21)

De (5.20),

(122)

De(5.h9),

(5.23)

La matricecarré

(121) el (3.17), on déduit:

on déduil également:

d’ordre (m+ fi):

(C~) = (T~-’”B~)

peuts’écrirepar blocsde la facon suivante:

— CT—’8_ )( B~),

oit 8,, est le symboledeKrónecker.(Le secondmembrede l’égalilé esí un pro-
duil matriciel par blocs).Qn endéduil quecellematriceesí inversibleel que:

— fo T —

soit encore:

(5.24) (Q)-’ — (A~7~)

En prenaní8 = n dans(5.23)elavec(5.24), on a:

(5.25) = A7 T~ ~ — B~ T0-’” — B~ T;~”).

De (5.20),(5.22),(5.25),(4.l)á (4.4), on déduil:
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1 Z’9 1 ~c~ It” $ It’ + ~¿It—’ 1 4~ 1 + 116)1 It—’
soit encore:

(5.26) l4~¡ ~ e~{ 141 + ~ ¡4~¡ + l!(.)l >~

Avec la proposilion 5.5, on a:

E Lv”> si 8 !=ti -

L’hypothése(5.4ii) et l’estimation (5.26) permettentmainlenaníde monírer
que4 e WÉ.k(s) (Di~nB(0,r), Di’””) et on peulobtenirunemejoralionde II 4 I¡w’.MSS
indépendantede k(s).

Preuvedu théoréme5.4: Parun raisonnementidentiqueá celui de la preu-
ve du théoréme3.2, ayeelaproposition5.6, on démontrequeles soluíionsad-
joiníesde (1.1) appartiennentá W”””’<” • ~-~> ( 03”’” ).

Ayee l’égalité ¿4(x) = 14 (x,q(x))et avec (4.1),on obtiení le résultatde régu-
larité pour les solutionsde <1.1).

6. COMMENTAIREsET CONCLUSION

Dansl’exemple classiqueoit l’on a:

(6.1) a?(x,v) = ti<x) l ~‘ l’’ v~ avecele W’””(0) el <1(x) >- e > 0,

les fonctionsa~ vérifient les hypothéses(2.3) á (2.7). Nousnoussommeslimi-
lés ici auxproblémesayeeconditionsaux limiles homogénes.Dansce cadre-
lá, les théorémes3.2 el i4 appliquésau problémeassociéA (6.1) améliorení
les résultaisre!aíifs A ce problémedonnésdans[13] et [15].

Dans[13],J. SIMON étudiece problémeayeedescondiíionsaux limites non
homogéneset obliení desrésultaisde régularilé dansles espacesde BESOV,
mais pour ji inférieur A 2, l~ordre de dérivabilité qu’ih obtient est stricíemení
inférieur A 2. Le problémesuivantdoncouvert:

Quellessontles condiíionsaux limites pourlesquelleslessoluíionsdu pro-
blémeassociéA (6. h) appartienneníA WxnMn.P-2>(D,Rm) quandp< 2?

Pourcondure,jI est imporíaníde noterque les hypolhéses(2.1) A (2.7) pour
lesquelleson obtient les résultatsde régularité locale et les résuhíaisde régu-
Jarjiéglobale,dépasseníJargementlecadredesproblémespourlesquelson ob-
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liení desrésuhíaisde conlinuilé Hóldérienne([8], [17], (18], [19]),c’esl ce qui
rend les théorémes3.2 el 5.4 parliculiéremeníintéressanis.
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