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ABSTRACT. The aim of the paper is an analytical and numerical approach to the
pseudo-compositionah black-oil model for simulating a 3-13 isothermal constrained
polyphasic flow in porous media, taking into account realistic boundary conéitions.
The handling of tite component conservation laws leads to a strongly coupled system
including parabolic quasilinear degenerated equations and fxrst-order hyperbolic
inequahities: tite introduction of unilateral problems arises from tite nature of the
thermodynamical equilibrium functions and of tite governing equations describing
tite model: it depends locally whether tite gas-pitase exists (satured oil) or the gas-
pitase does not exist (sub-saturated oil), witich leads to a free bound~ry value
problem, according to Gibb’s laws.

Résumé: Cette ¿tude déVeloppe l’élaboration d’une modélisation du
classique probléme «black-oil» de l’ing¿nierie pétroliére dans le cadre
variationnel. On éécrit le piténoméne physique par un systeme fortement
couplé d’équations paraboliques quasi-hinéaires ou ityperbohiques du premier
ordre, d’inconnues hiées par des contraintes unilatérales de type quasí-
variationnel couplé. Conformément aux usages de l’utilisateur, on considére
le scitéma semi-discrétisé par rapport au temps correspondant; on montre
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l’existence d’une solution pour la représentation irnplic¡¡e en hes saturations et
en pression, la composition de la pitase ituile étant déterminée á partir des
résultats bien connus de J. P. Puel et F. Mignot sur les inéquations ityper-
bohiques du premier orére. On présente le détail des démonstrations et on
donne des informations sur la stabilité inconditionnelle de ce scitéma.

Avant-prbpos

Lors de l’établissement d’un projet d’exploitation pétroliére et du contróhe
de sa mise en oeuvre, l’utihisateur souitaite procéder á des simulations
numériques en adoptant un modéle de réf¿rence, apte á décrire les
écoulements polypitasiques en milieu poreux; la difficult¿ propre á toute
moéélisatjon est de se résoudre á de nécessaires itypotitéses simplificatrices
face á la récíle complexité des situations rencontrées sans que la présentation
simplifiée n’occulte les caractéristiques fondamentales du piténoméne pitysique
¿tudié; en ingénierie pétroliére, he modéle dit «bhack-oil pseudo-compositionnel
standard» isotiterme illustre ce compromis é’idées, lorsqu’il s’agit de simuler
la production secondaire d’un gisement soumis á des injectiOns d’eau
(tecbnique du water-flooding), en prenant en compte ha présence éVentuelle
d’une pitase gazeuse occupée par un composant léger et volatil de h’ituile; les
deux difficultés caractéristiques de cette situation résident dans he fait que

i) la variance du systéme titermodynamique n’est pas fixée a priori, car
il n’y a pas identité permanente entre les divers constituants
citimiques et les pitases.

ji) lorsque l’on veut représenter des écouhements compressibles, on
resserre fortement he couplage entre les équatiéns en les saturations et
l’équation de la pressíon.

1. DESCRIPTION DU MODELE BLACK-OIL STANDARD

1.1. Composants chimiques et phases

Le gisement pétrolifere, que l’on peut imaginer comme une immense
éponge pétrifiée perméable, ne contient dans cette représentation simplifiée
que trois constituants (il conviendrait pour certains d’entre eux de parler de
«pseudo-constituants» citimiques pour tenir compte du fait qu’on introéuit
des composants fictifs, supposés représenter globalement des associations de
composants de m6me nature, mais de caractéristiques physiques distinctes):

1’eau, présente initialement dans le gisement ou introduite artificiellement
(pour développer un processus de drainage forcé) ou naturellement



Ana/yse ma¡hérna¡ique de modé/es variationne/s... 121

par la poussée de la nappe aquifére, se rencontre dans la seule pitase
aqueuse; hes ¿ventuehíes vapeurs deau nc sont pas prises en compte
dans cette mod¿lisation.

— un composant lourd de l’ituile, uniquement pr¿sent dans la pitase
ituile.

— un composant léger, volatil, de l’ituile, éventuellement pr¿sent, selon
l’état de la pression et de la température, soit dans la seule pitase ituile
(cas d’une huile sous-saturée) soit á la fois dans la phase huile et dans
la pitase gazeuse (cas d’une bulle saturée). La pitase gazeuse,
horsqu’elle est présente, ne contient donc que le pseudo-constituant
léger de l’huile.

1.2. Notions de variance thermodynamique: la Ial des phases
de Gibbs et ses conséquences

On appelle variance titermodynamique é’un systéme pitysico-chimique le
nombre maximal de variables titermodynamiques intensives (pression,
température concentration des différents constituants dans chaque pitase)
dont on peut fixer inéépenéamment la valeur; la variance y d’un systéme est
donnée par la réghe des phases, due á Gibbs, selon l’expression v=c+2—q, oú
e est le nombre de constituants indépenéants et ep le nombre de phases.

Dés lors, supposant ha température stationnaire (écoulements isotitermes)
et decriVant la composition de la pitase ituile par l’interm¿diaire de la fonction
X~, la fraction molaire du pseudo-constituant lourd dans la phase bulle, II
apparait en pratique que

i) en présence de la pitase gazeuse (cas d’une buile saturée), la
composition de la pitase ituile est entiérement déterminée par la connaissance
de la pression V, selon une formule tabulée par l’expérimentateur, éu type:

X~= C(P), C étant peu sensible aux petites variations de pression.

II) en l’absence de la pitase gazeuse (huile sous-saturée), X~ devient une
inconnue titermodynamique, assujettie á prendre, á ha pression ‘3’, des valeurs
supéricures ou égahes á CfI’).

Ainsi la loi de Gibbs introduit-elhe «naturellement» des contraintes
unilatérales de type quasi-variationnel couplé, á tout instant, en tout point du
gisement:

(Sg=O,Xh>C (3>)
(E

0)
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oñ 5g désigne la saturation réduite de la pitase gazeuse; dés lors, u est impor-
tant de noter que les diverses fonctions descriptives des propriétés physiques
de la pitase ituile (masse volumique p

0, mobilité, etc...) d¿pendent de ha
composition de cette mame pitase, et donc, á titre d’exemple, on a, á un
instant, en un point du gisement:

p,,,=p0(X~,V) dans le cas d’une ituile sous-saturée

p0=p0 (C(P), 3>) dans le cas saturé.

1.3. Description du gisemení

Qn introduit fi un ouvert connexe borné de R
3, figurant ha roche-réser-

voir, de bord E régulier admettant en tout point un vecteur normal extérjeur
ti. Le piténoméne sera étudié sur un intervalle de temps [0,7’], Tétant fmi,
strictement positif.

Qn considére la division de Ven trois régions ouvertes disjointes F,,, E,, F~
telles que:

E=FeU1’LU1’SUOPL, ~. nE~ —4>,

oíl l’on note:

U la partie de ha frontiére, de df-mesure strictement positive, au contact
de l’aquifére ou á travers laquehle on injecte de h’eau et qui se présente dans la
pratique comme la réunion finie des diverses régions oú sont installés les puits
d’injection et l’aquifere; la quantité d’eau injectée est mesurée par l’intermédiaire
de la fonctionf vitesse de filtration, supposée stationnaire avec:

fEL’0(E,,),f(x)=O pour presque tout x de ltff(x)dF>0, (1)
U

~L est la partie imperméable de la frontiére, délimitée par les courbes 017L~

-U est la partie de la frontiére, de df-mesure non nulle, oú est récupérée
l’huile; cette région, réunion finie des zones oñ sont implantés les divers puits
de production, est soumise á une pression fluide extérjeure constante connue
¡‘ex~’ supposée par la suite nulhe, moyennant une transíation adaptée de
l’écitelle des pressions.

La roche, de porosité g, est supposée itétérogéne, trés faiblement
compressible (en pratique, on adopte une lol de comportement en fonction de
la pression du type:

g(x,P)=~,,,(x)[l +crfP~Pj], VXEO, V3> admissible
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oñ le coefficient de compressibjlit¿ de la rocite ~, suppos¿ constant et la
porosité á la pression de référence 1%, ~ Vérifient:

C~(V—P0)=1 ,V Vaémissible).

La matrice de diffusivité, not¿e k (x), est prise symétrique, uniformément
définie positive, pour généraliser les résultats obtenus á un milieu poreux sans
itomogénéité particuliére.

Pour ¿viter d’inutiles complications (é’ordre d’ailleurs plus dactylograpitique
que titéorique !), on rédigera cette ¿tude en supposant la porosité constante
(et prise égale á l’unité en faisant une itomotitétie sur l’écitelle du temps) et le
tenseur de diffusivité sera pris ¿gal au tenseur identité é’ordre 2. Qn pourra
consulter [15] éans le cas général.

1.4. Les ¿quations de conservation et les bis de comportement

Désignant par 5,, la saturation réduite de la pitase p, p prenant les valeurs
w, 0, g pour représenter les pitases eau, ituile et gaz, on ¿cnt la conservation
de masse pour chacun des constituants c. c= w, h, l(eau, pseudo-constituants
lourd e~ léger), i.e.:

(E1) at p
p,,o Q~)=O,dans Q=flx]O,T[,

oú l’on a noté, pour la pitase p, p~, la masse volumique, Q,, le Vecteur vitesse
de filtration et as~ la fraction massique du constituant c. Le vecteur Q,, est
donné par la loi de Darcy-Muskat, en fonction de la pression ‘3’, selon la
formule:

k r

jip
oú l’on désigne, en la pitase p, par krp la perm¿abilit¿ relatiVe, jip la viscosité
dynamique, P,~ la pression capillaire entre l’huile et la pitase p, et oú g
représente le vecteur accélération de la pesanteur.

Notant la fraction molaire éu constituant c dans la pitasep, on dispose
en outre des relations d’¿quilibre et des contraintes suivantes, dans un systéme
tnipitasique strict, i.e. lorsque p=3 dans l’expression de la loi de Gibbs:

xw—0
g

(E3) 4=o,x¿=o,xhx~=l, g—í,
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oú la constante d’équilibre K1, tabulée en fonction de la pression 3>, á
température donnée, par l’utilisateur (cf. [8], par exemple), est peu sensible
aux petites variations de pressíon.

De plus, on dispose de la rehation suivante entre les fractions massiques et
molaires:

(E
4) ~= M’ o’ =w,h,l,

e.,

oú M~ désigne la masse molaire du constituant c.

En vue de simplifier l’écriture des ¿quations, on introduit:

— l’inversede la viscosité cinématique de la pitase p;

gp
d=k,d~+k¿,d0+k~74 la mobilité massique globale;

up=kr(dp/d)~ la fraction de flux de la pitase p,

dont les propriétés fonctionnelles essentielles sont les suivantes:

Vp=Vp(Sw,Sg,P.X;thd=d(Sw, S~, ,X~),
26>0, d(S~,

5g’ ~ Xfl=&>O, V(S,, 5g’ 3>. X~) admissible,
0=u,,=l,Vg+Vw+Vo=l

(1-II) u,, s’annule lorsque 5,, est nul, u,, x’aut 1 lorsque Si., est maximal,
Vpc[w, 0,g).., -

dv~ est une fonction indépendante de X~, et souvent considér¿e par
l’utilisateur comme fonction de la seule indéterminée 5,,,.

dv
5 est une fonction indépendante de la donn¿e de 4.

Enfin, on suppose que citacune des fonctions rencontrées, y 4. d, etc...
est contjnue sur son- domaine de définition naturel, en observant que le couple
(5w, S~) est assujetti á appartenir au triangle ‘Y, défini par

‘Y{(Sw,Sg)ER
2,Sw=0, Sg=O,Sg+Sw=!I.

Qn suppose, cdnformément á l’usage [2], pour éviter d’inutiles complica-
tions, que les fonctions de pression capillaire sont telles que:

<Pcj Pc•= P~(5~), indépendamment de x et de
(H 2)

(PcPc = P~(S~), indépendamment de x et de 5~,
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aVec:

(H3) jP5(O)=Q, ¡%(Sg)>O,VSg e[0,l],

ce qux tr. que en particulier que l’on a:

1.5. Choix des inconnues et des équations

Les inconnues retenues sont S~, S~, les saturations réduites des pitases
aqueuses et gazeuses (ces choix sont pratiquement dictés par les bis de
comportement décrites en (112)), une inconnue en pression et une variable
propre á décrire la composition de la pitase ituile, lorsque la cbnnaissance de
cette derniére nc résulte pas immédiatement des Valeurs de la pressíon.

Le citoix le plus approprié math¿matiquement de l’inconnue en pression
P semble ¿tre

(ES)

on pourra trouver dans une précédente ¿tude [16] les motivations de ce choix;
d’autres citoix sont possibhes (cf. [2], [15], [16]), en particulier, pour
l’utilisateur,

(E6) p=—”c, aveck=P—J%(S9,

de sorte que les deux notions coincident dans le cas d’une huile sous-saturée.
Dans le cas d’une ituile saturée, l’inconnue naturelle qui décrit l’évolution de
la composition de la pitase huile est X~ ou plus généralement /3(X~), oú ¡3 est
une fonction biunivoque définie sur [0,1]; le citoix de ¡3 s’imposera de lui-
méme au cours des développements á venir.

Dans l’ouvert fi, á ¡ fixé, on retient en premier hieu l’équation de con-
servation de masse pour l’eau, qui s’exprime par:

(E7) -A~(p~S~)+div(p~ Q)=O dans Q= flx]0, T[,dt

c’est-á-dire, en prenant p~= 1 pour fixer l’unité des masses volumiques et
négligeant les effets de la gravité pour simplifier l’écriture (il est évident qu’en
pratique, les effets de la gravité ne sont pas néghigeables; cependant, dans
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cette étude titéorique, les métitodes analytiques utilisées ne seraient pas prises
en défaut par la prise en compte des effets de gravité et donc, le point de vue
adopté pour la rédaction n’est pas restrictifl, il vient, plus explicitement:

(E8) a S~—di’v([dv~] (5w. 5g’ P) tVP~(S~)—VP~(S
5)+VP1)=0 dans Q

équation parabolique du type quasi-linéaire dégénéré avec terme dé transport
non ljnéaire en l’indéterminée principale 5~; le citoix de cette équation résulte
du fait qu’ih y a coincídence entre le constituant eau et la pitase eau.

Une seconde expression entre ~ S~. 1’, indépendante de X~., peut étre
trouvée dans Q en introduisant formellement:

LV(¡)=Ixefl,Sg’t,x)=0I,

régions a priori inconnues qui correspondent, á l’instant t, aux cas de l’huile
saturée et sous-saturée, i.e. á la présence effective ou á l’absence de gaz hibre.

Dans Qt on traduit J’équation de conservation de masse pour l’ituile;
cette équation dépené d’une constante d’équilibre thermodynamique unique-
ment déterminée par la connaissance de la pression, puisque la température
est supposée constante (loi de Gibbs). Cette équation d’inconnue principale S~
se traduit par:

(E9) a [(l—S~—.S~)p0ú4fli-div(p0cv~ Q0)=0 dans f1~(t)x]O, T[,

oú co~, la fraction massique du pseudo-constituant hourd dans ha pbase ituile,
s’exprime, d’aprés (E3) et (E4) précisément par

(K
1 (P)—l) !idh

(K1 (P)— l)Mh±Mí
Dans 110 (t), par définition, est imposée la condition:

outre les équations de continuité á h’interface de fl~ (t) pour % et ses dérivées
partielles premiéres.

Classiquement, une troisiéme relation est obtenue en transcrivant la con-
servation de la masse globale des trois constituants, ce qui conduit á
l’équation dite «en pression»:
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(EIO) 8 (Sw+poSo+pgSg)+div(Qw±pgQg+poQofr0dansQ.
di

La concisiop de cette formulation nc doit pas masquer la difficulté
essentielle du probléme, á savoir que selon la Vaheur de au point (t, x) de Q~
on a,

soit p0 = p0 (P(t, x), X~ (t, x)),

soit p0=pÁP(t, x), C(P(¡, x)),

d’aprés (E0). Iians la suite, on omet la dépendance de p0 en la premiére
variable. La masse volumique de ha phase gazeuse est une fonction continue
croissante de la seule variable P (comme par exemple la loi de Boyle-
Mariotte) sur le domaine admissibhe des variations de la pression. En dehors
de cet intervalle, on prolonge Pg en une fonction positive croissante bornée,
par l’introduction d’une pression fictive 1’, telle que:

pg(P)=letpg(P)=l VP>P. (2)

L’introduction de la pression artificielle É traduit le fait que he
prolongement de íag induit une métitode de pénahisation puisque, dans he
domaine des pressions admissibles en pratique, Pg est trés petit devant l’unité.
Qn notera dans les d¿monstrations ultérieures que la monotonie de la
fonction Pg joue un róle essentiel, déjá per~u dans [15],[16].

L’équation (EIO) d’inconnue principale Ppeut se réécrire, plus explicite-
ment:

(EII) ~ (Sw+PoSo+PgSgYdiV(d[VP+VwVPwÑlVg)VPgIfrO

dans le cylindre Q.

Une quatriéme ¿quation, indépendante des trois précédentes, doit étre
formulée pour décrire complétement l’état du systéme.

Classiquement, en présence de ha phase gazeuse, les inconnues retenues
dans le modéle black-oil sont S,~. S~ et une fonction dimensionnée á une
pression, et lorsque ha pitase gaz disparait, une jnconnue nouvelle, en
l’occurrence X~, doit ¿tre introduite, conformément á la lol de Gibbs, pour
définir l’état titermodynamique. Ainsi, dans les régions Ni, (t), a priori
inconnues, oit S~,=O et S,,#0, i.e. dans les régions non inondées d’eau, X~
Vérifie, au moins formellement, l’équation aux dérivées partielles ityperboli-
que:



128 Gérard Gagneux. Anne-Marie Lefevere el Monique Madaune-Thrt

O [So p0(X~)w~(X~)]+div(p0(X~)a4(Xh)Q )0,
ch “ O

pour presque tout (¡, x), ¡E]0, T[ et xcV~,(¡),
(Xfl7j=: (X~)0 donné, xeV0 (0).

Cependant, la détermination de Ni0 (t) et de sa frontiére libre parait hors
d’atteinte et conduit á des développements purement formehs, peu satisfai-
sants.

Une alternative plus féconde (communiquée par T. Gallou~t, Université
de Citambéry) est d’écrire l’équation de conservation de masse du pseudo-
constituant lourd dans l’ouvert fi tout entier, i.e.

(E12) ~ (50p<,a49+div(p,,,a4~Q0)=0 dans Q,
di

oú p0w~ et Q,, s’expriment par h’intermédiaire de X~, en assujettissant
l’inconnue principale de cette équation, X~ á Vérifier la contrainte d’obstacle,
d’aprés (E,,,):

X~=C(P)dansQ (3)

Plus explicitement, l’équation (E12), de type hyperbolique du premier
ordre non linéaire en l’inconnue X~, s’exprime par:

a k (X~

)

(E13) (50p0(X~) w~(X~)) — div (p0(X~) w~ (X~) r,, WP— P¿S~fl) = O
di ji~X~)

Qr, on observe d’aprés (E4) que l’on a

(E14) co~(X~fl= X¿Mh
X~(Mh~M~)±M¡

restriction á [0,1]d’une fonction homograpitique strictement crojssante

¡3A valeurs dans [0,1]. II s’ensuit que la fonction: X~ p0(X~)o4(X~) est une
fonction strictement croissante, définie sur [0,1], de sorte qu’il est légitime
d’introduire la nouvelle fonction auxiliaire inconnue

(E ¡5)

En effet, la connaissance de C~ détermine biunivoquement la connaissance
de la composition de la pitase ituile, i.e. X~, précisément lá oú la question est
pertinente, i.e. lorsque 5~ est strictement positif, par la formule
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1,

SO

la détermination de X~ étant trivialement sans objet lorsque la pitase huile a
disparu L’équation (E 13) ne reléve désormais Plus de la tératologie et se
réécrit plus simplement:

(E16) a ~—div( Kro(Sw,Sg, P) C~v(PPg(Sg)))zr0dans Q,
ji0(X~)

kr
l’on défxnit le prolongement par continuité du quotient O le long de la
droite S~ +&= 1, selon la formule

K,(Sw,
5g. kr(Sw, 5g’ P) si s~#o

st
(E17)

Kr(Sw,Sg,P)=~
as~ (Sw,Sg,fl,pe(w,gI,siSo=O,

ce qui impose une certaine régularité de la fonction de perméabilit¿ relative
4 le long de la droite S~<+S,,~= 1, avér¿e par [2], [8].

1.6. Les cond¡tions aux limites

Qn distingue selon la nature de la portion de paroi considérée:
— á travers hes puits de production F~; on admet, suivant G. Duvaut et J.

L. Lions [9] que le débit global massique est á la foisproportionnel á la
différence locale de pression et á la mobilité massique globale du milieu
continu, de sorte que désignant par A (x) une fonction scalaire représentative
de la perméabilité au point x de F~, considérée comme une paroi d’épaisseur
finie, au sens de [9], on dispose de la relation:

(EIS) (Q~+poQo+pgQg),tiÁ<I(¡’—&x
7)sur~s= g x]0, T[,

avec: AeL~(fl),A=0 pp. sur fl, mes(xel’5, X(x)>0)>0.

En outre, on suppose que les débits massiques particís s’établissent au
prorata des mobilités massiques respectives, ce qui se traduit par les reía-
ttons:

Qw. ti Pg Qg. ti _ PO Q0• ti
dv,~ (¡Vg — dv0 surg,
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la valeur commune de ces quotients étant ¿gale á:

lId(Qw+PgQg±PoQ0). ti,

ce qui compte tenu de (FíS), conduit aux relations simples suivantes, de type

Fourier non linéaire
(E19) ioPQp.nXvpd(P—PeM) sur $,pw.0, g;

sur les puits d’injection et les zones de contact avec l’aquif’ere, on traduit la
continuité de la vitesse de filtration globale et le fait que ces régions sont le
siége d’une phase mouillante par les relations:

5w1 ~5g=0~
(E20)

oñfest défini en (1).
L’imperméabilité de 17L s’exprime immédiatement par les conditions de

Neumann homogénes:

(E21) O=p~Q~.nsurY4L=FLY]O,T[,p=0,w,g,

ce qui apparait comme un cas particulier de l’équation (E19) l’imperméabilité

de la roche se traduisant par la nullité de la fonetión X.

Qn vena ultérieurement que moyennant un changement adapté d’espaces
fonctionnels, la seconde condition de bord de (E20) (condition de Neumann
non homogéne) peut étre remplacée par une condition de Diricitlet non
itomogéne.

(E22) P= P* sur

ce qui correspond á un procédé d’exploitation pour lequel les puits de
drainage sont maintenus á une pression imposée.

1.7. Les hypoth’eses simplificatrices

Le lecteur parvenu á ce point de h’exposé se fera une douce violence en
acceptant quelques simplifications dans l’expression du modéle, de crainte
qu’un rigorisme trop exigeant et une écriture boursouflée de présomption
vaniteuse nc fassent perdre de vue l’essentiel de l’analyse matitématique des
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équations. Dés lors, on va omettre certains termes de diffusion, jugés
négligeables en général par l’utilisateur (l’influence de ces termes peut étre
éventuellement prise en compte par une classique métitode de prédicteur-
correcteur): ainsi dans l’équation (E8), on néglige le terme dú á la pression
capillaire Pg, le terme de transport étant jugé communément prépondérant;
dans le méme esprit, les termes de diffusion dus aux pressions capillaires P,~.
et P~ dans l’équation en pression (El 1) ne sont pas pris en compte. Enfin, on
convient dans l’équation en pression, et uniquernení 14 pour desserrer le
couplage et réduire la longueur des expressions analytiques que la masse
volumique de la phase ituile ne dépend pas de la composition de cette méme
pitase et pour simplifier l’écriture, on prendra p0 constant, égal á l’unité; dans
les autres équations, la dépendance de p0 en fonction de X~, trait
caractéristique des modéles compositionnels, est prise en compte. Dans ce
cas, l’équation en pression se réécrit:

a (5 (p5(Pf— 1))—div(d(S~. 5~. P, X~) VP)=0 dans Q,
g

formulation simplifiée 5ñ appara”tt clairement l’influence de l’éventuelle
pitase gazeuse et de la compressibilité de cette pitase. Cette simplifícation peut
paraitre troublante, mais, en fait, par des adaptations adéquates des
iii¿flióZfes développées dans ce travail, on peut traiter le cas général, á savoir
une ¿quation en pression du type

a ~

div (d(5,.,, S~ EX~) VP)—0 dans Q.

Pour cela, on pourra se reporter au travail de M. Bahhoul [19] et F.
Guerfi [20].

II. FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME
SEMI-DISCRETISE IMPLICITE PAR RAPPORT AU TEMPS

11.1. Quelques notations

Qn considére un pas de temps b strictement positif et on recitercite une
suite de 4-uplets (S~, S~, Pt U) appelés á approciter le 4-uplet (5w. S~, E ~)
á l’instant tk=kh, keN ~‘, en utilisant un schéma implicite en les inconnues en
saturation et en pression. Avant de présenter ce schéma, on adopte afin
d’alléger l’écriture des équations, les conventions suivantes relatives aux
fonctions d, y,,, p~, ji,,, etc..., en notant de maniére générale, pour tout entier
k et pour toute fonction générique a
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0k (x) = a (,S~,
5k ¡‘& (Xh)k—l) , xe fi, k=1

(X~9k étant défini á_partir de U par la rehation (4), et Ók un interpolant de
classe 0 de

0k sur fi. -

De méme, la fonetion 14 étant définie en (E17), on ncite, en relation avec
l’expression de l’équation (E16),

_______ F er ___ klk —1 Kr<,(S1,tS~,Pk) ¡‘(5¼
ji
0((X~fl

4—1) [ dx, dx,

et on suppose que la famille réguliére [a~ correspondante est construite de
sorte que:

aak
_____ soit uniformément minoré, i.e.
dx,

(H4) Bw>0, +co=Odans fi.

dx,

Qn introduit enfin hes notations suiVantes:

‘1k={ VeL2(fl),v=S~,[p
0co~fl(C(t)) pp. dans fl}.

e O
Ak=at b— ~ avec, de fa9on systématique ladx, 6x1

convention d’Einstein de l’indice répété 1.

11.2. Le cadre fónct¡onnel de la modélísation

Qn introduit l’espace de Hilbert y,

V=[veH
1(fl),v=OsurFÁ,

munx, gráce á h’ihégalité de Poincaré du produit scalaire:

((uv))=ZI dx~

‘,
1Jn ~ dv dx= VIu.Vvdx,

la dérivation étant prise au sens des distributions.

Identifiant H=L
2(fl) á son dual, on peut identifier V’, le dual de Y, á un

sur-espace de H, avec VG HG U’, l’injection de U dans Ji étant continue, á
image dense.
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Qn considére: C+ le cóne positif de 11,

K~={vcV;v=O p.p. dans flj= VÑC~,

cóne convexe fermé de )/, de sommet l’origine, et:

K1={vcH
1(fl);v1 sur

convexe fermé non vide de H1 (fi).

Qn note ¡¡ II (resp. II) la norme dans V(resp. dans H), et (,) le produit
scalaire dans Ji, ainsi que ha duahité V’, V, ce qui est loisible, compte tenu des
identifications précédentes.

Adoptant á nouveau la convention de sommation de l’indice répété, pour
tout systéme (at)í=¡=3de fonctions de classe C1 sur fi, on note lía fonetion
définie sur 17 par l(x)=ajx)n

1(x).

Qn introduit ayee les notations de C. Bardos [13] et F. Mignot-J. 1’. Puel
[14] les espaces:

W(A)=(ueL
2 (fl);AuEL2 (fi)) oCx Au=a, muni de la norme:

6x
1

et «“(A)={ue W(A);ull?’cL3(F)) oCx L3(J’)=

—[u:I’—-*. IR; f~I!(x)IIu(x)I
2dI’<+ool

muni de la norme:

¡IuII%(Á) = IIuII~,(A)+frI l(x)¡ Iu(x)12 df.

Dans les deux paragrapites suivants, on s’intéresse au cas d’une
exploitation á débit d’eau imposé sur les puits d’injection. L’étude du cas
d’une exploitation á pression imposée sur les puits de drainage sera faite au
paragrapite 11.5.

11.3. Un résultat d’existence

Dans ce cadre fonetionnel, on dispose de la proposition suivante qui
établit que le probléme couplé régularisé par l’ajout d’un terme de viscosité
artificielle dans les équations en saturation est bien posé mathématiquement:
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Proposition 1. Pour ¡ou¡ e siriciemení posi¡if etpour buí b stric¡emetit
posit¿[ suffisamrnen¡ petil, pour ¡ou¡e donnée initiale (54, S~, It (X~jU,
vér¿/Tarz¡ les bypo¡béses naturel/es

(115) (S.%S~) <Y, P<~cL”(fl),O=(X~)o=Ip.p. datis fi

et posant:

¡1 existe au rnoins une suite (S¡~, S~, P’<, U), ke ~J* telle que:

s:EK,,s:EK~, PkEH¡(fl)ÑC+, (6)

CkeMkfl W(AJ, (7)

OSSf4=I,O=Sk<Jo<5k~5kc¡~~ datis fi, (8)

solution (¡u sys¡érnefor¡erneti¡ couplé d’équa¡iotis et (¡‘inéquatiotis variation-
nelles (¡u premier el (¡u secotid ordre suivaní:

If(5k5$l)vdx± f[dv]PP (St)-FEIVS~.Nivdx

±f1jdvikVP.Vvdx±f~X[duW]ktvdF=O, Vve y
5

u) 5 e Kt vérWan¡:

{f<1 [p0c~4](C(P)) (s:+S: — S$’ — ~t’)(~— S~)dx

± f0w~(C (PU)[dvo]kvPg(S~).Ni(v—5)dx+ E f~ Ni(5±S&Q.Ni(v— S~Udx

w~ (C (P~%))[dv7j~ Ni It V(v— 5)dx

>f~XOJ~(C(P&))[dVo]k Pk(~vS:)dr,VvEK±.

iii) P~ EH’ (fl)fl O”, vér<fYarzt:

f~SÑPg(PtSJ)(vPk)dx± f0 dkVF. Ni(v— Pk)dx

+ f~Xdk t(v— P9(¡F=fr ~ Pk)d~c,

Vvc&flH’(fl),
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iv) CkeXkfl W’ (AJ, vér(fiarzt

lib J~c’Ck~ Ckt (y—U) dx+fjAk ck+bk 0<’v— C’k,)dx=O,

Vv e

e¡ !a condition

Ck = sj [p0 a>~] (C (PO) sur la partie de E, éveti¡ue!lernerz¡ (¡e mesure non
¡-zulle, oit a

4. tigO. (9)

Démonstration: llJans une premiére partie, on établit par des métitodes de
point fixe l’existence d’une solution du scit¿ma irnpl¡cite défini par les
relations variationnelles i), u), iii); pour cela, on procéde en deux temps:

1) on introduit un r¿sultat préparatoire sur l’équation en pression gráce
au tit¿oréme de point fixe de Seitauder.

2) X~ ¿tant maintenu stationnaire dans le passage du temps tk á tk+l’ on
détermine le triplet (

5k±l 5k4-l, PUI) á partir de la connaissance de (S,4 fl par un tit¿oréme de point fixe du type Tycitonoff [23] appliqué dans
un sous-espace fermé de W= [Ji1 (fi) ]3 muni de la topologie a (W, W’) qui est
localement convexe séparée.

l3ans une seconde partie, on montre comment Ck± í(et donc (X~)k+l) est
obtenu par la résolution de l’inéquation ityperbolique linéaire de premier
ordre iv).

Par des variantes et diverses généralisations des méthodes présentées,
l’étude du scitéma totalement implicite en le 4-uplet (st. 5, M. 1k) est
entreprise par M. Baitloul [19]. En outre, pour ¿tablir la démonstration II
conVient de prolonger en debors de ‘Y les fonctions v,,pcj0,w,g~d,etc...
(avec la méme notation): cette ¿tude délicate a ¿té entreprise par les auteurs
dans [15], PP. 563-564-565, et on se ref’ere ici, sans les rappeler, á ces
prolongements.

On convient de montrer comment est obtenu le 4-uplet (51 ~l pl C’) á
la premiére itération (qu’on notera pour simplifier (Se,

5g. 1’, ~j á partir de la

Premiére partie de la déinonstration

Fue étape
Qn établit qu’étant donné le triplet (s~, sg,p) pris arbitrairement dans

[Ji1(fl)]3, il existe un élement Pet un seul dans H’ (fl)flC~,P= P(s~,s
5,p),

v¿rifiant:
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~(pg(P)~l)(v—P)dx+f{}d(sw,sg,p. (X~fP) VP. Wv—P) dx

(E23) X(¡(sw,5g,P, (X%r)P(v—P)dF=f1. f(v—P)dl?1 JjSff(pg(P3Yl)(v—P)(¡x,

Qn note, pour simplifier, d~=d(s~,
5g’P’ (X~’y).

En effet, l’unicité résulte essentiellement de la monotonie de la fonction Pg’
comme on le peut voir en introduisant P et /‘ deux solutions possibles; pour
le choix loisible de v= P(resp. v= 1’) dans l’inéquation relative á P(resp. fl,
il vient par différence:

•í~’¡¡ ~

-4v. XdÁP—PYdP=0;

d’oCx la propriété d’unicité, puisque l’on a:

4(pg(P)—-pg(’P))(P—P)=O,pp. dans fi; cette condition de signe justifie
l’artifice qui consiste á introduire la partie positiVe de s~.

L’existence s’obtient facilement á partir du théoréme de point fixe de
Schauder; en effet, étant donné 3> dans U2 (fi), on sait qu’il existe une fonction
P= P(3’),et une seule dans Ji1 (fl)Ñ a, telle que:

l/hfs; (pgY)—l)(v-- 1’) dx±f
0 (¡0VP.Ni(v— P)dx*f~XdoP(V P)dF

>fr, f(V~P)dI’+l/bf0S~Ypg(Po)—l)(V— P)dx, VvEHl(fl)OC± .

On observe, puisque Pg est une fonction born¿e, qu’on peut trouver une
constante C1 positive, telle que

IIP(3’)II~. (fl)=C, ,-indépendamment de 3>,

la constante C, d¿pendant a priori de s~.

On considére alors l’application de U
2 (fi) dans lui-méme qui, á 3>,

considéré comme élément de L2(fl), fait correspondre P<Y). Qn vérifie que
cette application est (fortement) continue de L2(fl) dans lui-méme et laisse
tnvariante la boule de Ji1 (fi), de centre l’origine, de rayon Cí, qui est une
partie convexe non vide, compacte dans U2 (fi), d’o’u l’existence d’un point
fixe (dans Ji1 (fi), en fait).

Qn conclut alors la premiére ¿tape en faisant la remarque essen¡ielle
suivante: il existe une constante R, = R

1 (b), telle que la solution 1’ de
l’équation (E23) vérifie l’estimation a priori fondamentale:
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IIPIIn(fl)=R,, indépendamment de ~w’~g.P’ (lO)

II suffit en effet de prendre dans (E23) la fonction-test y= P, P étant

ihtroduit par (2); il vient alors:

=fpf(P—P)dF+lIbfnSff(pg(Po)1) (P—P)dx,

et on observe que, par cotis¡ruc¡ion, et gráce á la monotonie de

4(¿pg(P)—l)(P—P)=0p.p. dans fi, d’aprés (2),
et

do(5w,5g,P,(X~Y)=6>O, s’aprés (111),

d’oit le résultat, aprés des manipulations ¿lémentaires.

Teme étape:

Ayant défini P = P (4, s~, p), on considére le couple 5~ = & (s~ 5g’pY
5g Sg(sw, sg,p) solution des problémes variationnels:

a) 5~ e K~ et vérifie

lib fn(5prn5,2)vdx+fn{[<Ivw]Gsw,sg,p)P2&Sw)+eINiSw.Nivdx

+f~> [dv,.,](s~. sg, p) VP. Ni vdx+IrX [dv,.,](s~. sg,p) PvdI’ =0,Vvc y.
(E24)

b) S
5eK~ et vérifie

l/b f0[powt%C<’Pfl(’Sw+Sg—S,~.—5) (y— Sg) dx

+f0a>t(C(P))[dvo](5w755,P)NiPg(Sg). Ni(v—55)dx

+Ef0 y (Sg+Sw).Ni(v—Sg) dx —j’0o~ (C (P))[dv0] (sw, sg, iOVP. tffv—55) dx

X w~ (C(P))[dv0] (sn. s~. p) P(v— Sg) (¡17, Vv e Rt.

En effet, le probléme a) á condition de Diricitlet non homogéne sur
exprim¿e par l’introduction de K, admet une solution unique Sl,, d’aprés le
théoréme de G. Stampaccitia [10]; puis, par la connaissance de P et 5~. on
définit par ce méme théoréme,

5g’ l’unique sohution dans K+ du probléme
unilatéral (E.25).
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Qn montre alors sans difficulté qu’il existe deux constantes J?2 et R3,
indépendantes du choix du triplet ~ s~, p) telles que

II SwII ¡¡<o> S R2, ¡Sg
11 v=R

3. (II)

3’eme étape

On introduit alors l’application 5 de

3C= 11’ (fl)x VXHI (fi) dans lui-méme

qui au triplet (swsg’p) fait correspondre le triplet (5w, S~, 1’) construit aux
étapes 1 et 2; on munit 1< de Sa topohogie naturelle d’espace produit.

11 résulte de (10) et (II) que 5 laisse ¡nvariant

«zz{K> ~ lbs (fl)(0, R2) }x (¡-(~<2 B~(0, R3) }x {C
4Ñ ~n’m(0, Rí) 1,

ensemble convexe non Vide, faiblement compact de 3<.

Dbs lors qu’on établirait que Sest o}3L 3’C9—faiblement continue de 3<
dans lui-m~me, u résulterait du titéoréme de Seitauder - Tychonoff que 5
admet un point fixe dans «, i.e. il existe un triplet dans «, teh que (5w, 5~, P) =

Qbservant enfin que pour un teh triplet, on a

s;= s~, carSgeK±

(ce qui légitime a posteriori l’artifxce utilisé)

il apparait que (S~, 5~. P) ainsi construit (du moins titéoriquement...) est

solution de i), u) et iii).
La démonstration de la faible continuité de 5 s’obtient en reconduisant

pour l’essentiel la démonstration donnée dans [15], Pp. 563 et en observant,
par des arguments classiques, que si

,,1<(s,%4,p )<“~g’~w’P) dans la topologie faible u(V, 3<9, si n—~-i-oo,

alo rs,

~(sZ, 4,p”) converge fortement dans Ji (fi)
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vers P(sw.sg~p) ce qui permet des passages á la limite dans les termes de
transport ou de viscosité.

Orne étape. Ainsi construit, le couple (5w. 5~) appartient au triangle de
référence ‘Y. II suffit de reconduire les démonstrations données par les auteurs
dans [15], Pp. 565-566, á l’exception de la Veriflcation de la propriété:

&=1 p.p. dans fi,

qui fait diffículté.

Pour cela, on observe, puisque HI(fl)OC+ est un cóne de sommet
l’origine, qu’on déduit de iii) que:

lib f05g(pg(P)—l)vdx+f0 dí VP. Nivdx÷fr,XdíPvdI’

=fr,fvdF+l/bf0 S (p5(PJ—l)vdx, VvcJiíflC+.

Pour le citoix loisible de v=(S~—l)~, jI vient:
f VP. V(Sscl)±dx+fr Xdj P(5~—l)~df’

Qr, de l’équation i), pour le choix de la fonction-test v=(S~~~l)+, citoix
loisible puisque la trace de 5~ sur ~e vaut l’unité, on dispose de l’inégalité:

l/b f~ (Sc SX) ($cíÉ dx+f0 d~ VP. V(S~—l)~dx

ce qui, comparé A l’estimation précédente, indique que:

Or, nous savons que:

5+ SX=1 p.p. dans fi, S~’p5(Pj=Op.p. dans fi,

Sg(pg(iP)~l)=Op.p. dans fi, car S2eK~;

ce qui implique en particulier que

.In [(S~—l)~]’dx<0 d’oú le résultat.
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Deuxiéme partie de la dénionstration

5W.
5g~ p étant obtenus, on détermine C de maniére unique par la

résohution du probléme iv) pour tout b strictement positif, suffisamment petit.

En effet, l’itypotitése (H4) entrame que pour b tel que, OcZb< l/co,
l’opérateur (b,+l/h)+A> satisfait á l’itypotbése de coercivité:

~ ea1
(h,-í-l/b)—-l/22 =l/2w>0. (¡2)

dx
1

L’existence et l’unicité de C résultent alors de [14] (titéoréme 3.1) en
observant que la fonction S0<’p0o4)(C(P)) ob S<,=l—5~ —S~ est dans
Jf~ (fi), donc a fortiori dans l’ensemble réticulé W(A í).

11.4. Stabilité numérique du sehéma semi-discrétisé

Qn introduit la notation usuelle suivante: pour toute suite (uk)o=k<Níde
fonctions numériques définies sur fi, on désigne par u~, la fonction en escalicr,
définie sur Q par

N—l

k

Xk étant la fonction caractéristique de l’intervalle de temps [kh.(k4- Oh]. Qn
suppose en outre la fonction d de mobilité massique globale, introduite en
(HI) indépendante de la pression.

Qn dispose alors des résuitais partiels de stabilité du scitéma, losque le pas
de temps devient arbitrairement petit, contenus dans la proposition suivante:

Proposition 2: Lorsque le pas de ¡ernps b teuid vers 0+,
(Pl) (S~-)h demeure datis un borné fixe de ¡Y (Q).
(P2) (Sg)h derneure datis un borné fixe de L~ (Q).
(P3) (9),, derneure datis un horné fixe de U (0, 7’; LP (fi)),
(94) (C,),, derneure dans un borné j¡xe de 12(Q).

Démonstration: Qn distingue comme précédemment deux parties, selon
que l’on s’intéresse aux inconnues (Se.

5g’ 9) ou au probléme ityperbolique du
premier ordre.
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Premiére partie

Les propriétés (Pl) et (P2) résultent immédiatement du fait qu’á citaque
itération, le couple (S,~, Sfl appartient au triangle-diagramme de référence ‘Y,

de sorte que (5W);, et (Sa);, décrivent le prisme ‘Yx ] 0, T[. Pour ¿tablir (P3), on
introduit le probléme intermédiaire suivant, qui va permettre un principe de
comparaison:

A chaque itération, on consid&e ¡~k la solution du probléme correspondant
á un modéle d’écoulements incompressibles, définie par:

¡-fI (fi)

et vérifie l’équation Variationnelle

iÁdkv?k.vvx±Ií~,x4Akvdr=fr,fvdF,vveHl®,
oCx donc, conformément aux notations précédentes et á l’itypotitése nouvelle
sur l’indépendance de la fonetion den l’inconnue de pression, on a noté:

dk=d(S,~.S, (4)k—l),k=l,2 N—l.
1~

Qn observe aisément que:

*) f=0 p.p. sur ~e implique pk=Qpp. dans fi;
**) il existe une constante R4, indépendante de k, telle que

Qn va étabhir que l’on dispose de l’encadrement:

(P6) 0=Pk=É+?k p.p. dans fi, Vk,

1’ étant défini en (2).

Dés lors, puisquel’on sait qu’en dimension 3, d’aprés un résultat de.
Sobolev [10], p. 162 et suivantes, par exemple,

Wí
2 (fl)GL6 (fi) avec injection continue,

la propriété (P3) résulte imm¿diatement de (PS) et (P6).

Pour ¿tablir (P6), il suffit de prendre
= pk — (pk — p —

=min(Pk, P±Pk),¿l¿ment de H1(fl)flC~
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dans l’inéquation relatiVe it pk,
et v=(JJk¿<~P~Pk)+ dans l’équation relative it

Par différence, il vient:

l/b f0S4p5(P)~l)(Pk~ P— k)±dx~ifndk[Ni(Pk P— Ék,)+]2dx

l/b fg—í (p5(P&~l)l)(Pk~P~Pk)+dx

=0.

Qbservant que le premier terme du membre de gaucite est nul, car on
intégre sur l’ensemble des x oCx

ensemble contenu dans la région oCx l’on a

P~=1’et Pg (Pk) = 1 par construction,

et qu’en outre

(JM¿ ¡1k) (pk p pk)+=[(pk pk p)+]

2

la propriété annoncée est ¿tablie.

Qn peut remarquer que l’on dispose de l’encadrement

(P7) 0=P=P±supÉk pp. dans fi, Vk.
re

II suffit pour cela de poser

Mk = sup pk suppos¿ exister,
“e

et de prendre dans l’équation relative it P’< la fonction-test y — (P~ Mk)+, de
trace nulle sur E,,.

Deuxiéme partie de la démonstration

Pour ¿tablir la propriété (P4), il suffit d’obtenir une majoration de U sur
fi puisque la condition CkeMk entrame de fa9on ¿vidente une minoration de
U sur fi.
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Pour cela, on démontre, en effectuant une récurrence sur k, pour h tel que
0<h< 1/2w, l’inégalité:

(PS) Ck=e2<¿>k¡1 M,

oCx w est la constante introduite dans l’itypotitése (H4) et M désigne la
constante (p

0 a4)(1).

En effet, la condition (HS) et l’égalit¿ (5) donnent la majoration”C
0 <M.

En supposant vraie l’inégalité (PS) á l’étape (k—l), on considére dans
l’inégalité du probl~me iv), y = Ck + (Cl’ — e2wk>* M)t ces citoix étant loisibles.
11 vient:

ft [(A,~±b,<+1/b). (Cl’— e2wk 44)] (Cl’ — e2wk~~ )LJ)+ dx

(P9) +ft [b~±l/b (1 ~e2w¡9]e2wkhM(Ck~e2wkhM)±dx

=l/hf~ (Cl”‘’ ~e2wIl’A)h M) (Cl’ — e2wk Mft dx

=0par utilisation de l’itypotitése de récurrence.

Le premier terme de (P9) est transformé á l’aide de la formule de Green
(justifx¿e pour les fonctions de W(Ak) dans [14]) et par suite est minoré par:

en utilisant la coercivité de l’opérateur Ak+(bk+ l/b) qui résulte de (H4) (voir
(12)) lorsque ¡¡‘Cí/co.

Le deuxiéme terme de (P9) est de signe positif puisque le coefficient
b~+l¡h (1 ~e2wh) est supérieur á b~+2w—2w2b qui est positif gráce á (H4)
lorsque b vérifie, 0<h<1/2a>.

Qn déduit alors de (P9) l’égalité (Cl’ — e2wkh M)~ —0 , d’oú résulte la
majoration (PS).

11.5. Cas d’une exploitation du gisement ñ pression ¡mposée sur les pu¡ts de
drainage

Qn suppose donc la seconde condition de bord de (E20) remplacée par la
condition de Diricitlet non itomogéne

(PíO) P=P*surS~,

oCx ¡1’I’ est une pression, supposée constante connue, strictement positive, ce
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qui, compte tenu de la trarislation opérée sur h’écitelle des pressions, signifie
que la pression imposte sur les puits de drainage est supérieure á la pression
extérieure régnant au voisinage des puits de production.

Pour tenir compte de cette nouvelle condition aux limites, on modUle
partiellement he cadre fonctionnel en introduisant

3<*(v~Hl(fl),v=P* sur F~,v=0sur

convexe fermé non vide de Ji1 (fi)

On va réécrire l’équation en pression en citercitant la nouvelle pression pl’,
á la k-jéme itération, dans }f*, ce qui introduit une contrainte hatérale
intéressante á analyser; en effet, on aura, pour tout k e *

(PII) 1 Pl’~0,n. (Q~+~0 Qo~Pg Qg)~~~ Xd~ Pl’<01. [ti. (QW~ PO Qo+ Pg Qg)cú~d¡< Pl’]=O sur

ce qui montre que le débit massique global des trois constituants á travers les
puits de production est toujours sortant, lorsque sur 1’,, la pression interne
est strictement supéricure á la pression extérieure. On dispose alors du
résultat d’existence suivant:

Proposítion 3. Pour ¡ou¡ E>O el buí h>0, suffisamment peti¡, pour
tou¡e donnée iniétiale
(S,% 5¿, P’t (X~)O) vériflaní /es hypo¡béses énouicées ¿ laproposition 1, ¿1 existe

au moitis une suite (St. 5, pl’, CO; kcÑ*, ¡el/e que:

S,~ É K1, 5 e K~, Pl’ e 3’O~ AL’~ (fi),

Cl’c3X~fl W(AJÑUCC (fi)

vér(fian¡ les relatiotis variationnelles 1), u), ¡y) de laproposition 1, l’inéquation
iii) é¡ant remplacée par:

± f~~d,<VP’<. Ni (v—P¿9dx±fr,Xd~P’%v---J>VdF>0~Vvc3<
1t

Principe de la démonstration

On utilise une idée de E. Guerfi [18], qul permet de générahiser ha
démonstration de ha propostion í á des situations nouvelles, en faisant
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l’économie de la premiére étape; pour cela, on utilise une métitode de
troncature en introduisant la fonction O, définie par:

{O

si x=0
O(x)= sixe[0, 1]

si x> 1

et pour décrire la premiére itération, on se donne un triplet (s,.,, 5g. p) dans
[Ji’ (fl)]3, et on considére ¡1 la solution dans J(* de l’inéquation variation-
nelle:

¡1= P(s,.,, s~p)eW

et vérifie

1//i f
0[O(sg)(pg(p)—l)—S¡(pg(P9—l)](v— P)dx

+f1 d(s,,,, s~,p, (X~9’99P. VÓ’— P)dx

+f~Xd(s~. s2,p, (X~Yjo)P(v~ P)dl’=0,VvcW.

Prenant la fonction-test v= 1», citoix admissible, et puisque citacune des
fonctions O, Pg’ d est bornée, on obtient l’existence d’une constante R5,
indépendante du citoix du triplet (sm, s~, p), R5 = J?5 (b), telle que:

¡1 P(s.,, s54)¡¡w<s»=R5 ,V(s~. s~, p)e[H’ (fl)]3. (1’. 13)

II faut observer que le citoix de y= ¡1 n’est plus loisible dans IP. Dés lors,
la démonstration de l’existence par le théoréme de point fixe de Kakutani
rejoint celle décrite á la proposition 1, toute chose étant ¿gale par ailleurs.

On notera la généralisation opérée en passant de l’artifice 4 (proposition
1) á O(sg) (proposition 2) et la nécessité qu’il y a á ¿tablir que la seconde
composante du triplet (5... 5~, P) construit par la métitode de point fixe est
telle que:

O=Sg=1 pp. dans fi,

de sorte qu’alors 6(5,,) s’identifie á 5,,, et on obtient une solution pour
l’équation énoncée au départ. Le point délicat á vérifier, compte tenu du
citangement d’espace fonctionnel, est que l’on dispose de la propriété

5_<1 p.p. dans fi;

pour cela, on reprend les déVeloppements de la quatriéme étape de la
démonstrationdelapropOsitiOn l,en prenant v=(S~— 110 dans l’équation i)
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v= ¡‘~~(5~— l)~ dans l’inéquation relative á ¡1, en observant que ce citoix est
loisible; il vient par différence:

f0{SwS2±S~(pg(~)í)O(Sg)(Pg(P»í) }(‘S —lÉdx<O

>5w— 1,

d’oú la propriété.

Qbservons enfin que l’on a l’estimation uniforme

(P.14) Pl’=Ppp. dans fi, Vkel~*;

en effet, pour le citoix de la fonction-test

y = Pl’ — (Pl’ — = mm (Pl’, É)

choix loisible, puisqu’á l’évidence, on a

r=P, (et méme P*«P!)

U vient

f~ d,, (Ni (pl’ — P)~)
2 dx*f x d,. Pl’ (Pl’ — p)~ df’

d’oú le résultat.

Dés lors, de l’appartenance de Pl’ á 3<* pour tout k et de la propriété
(P14), on déduit l’estimation

O=tracePl’=Ppp. sur 17, VkeRl*

etdonclPl’ILÓeu~>~~~ , VkELN ‘.

De plus, il résulte de l’inéquation (P12), pour le citoix de la fonction-test

= pl’ + ~,

‘p prise arbitrairernent dans H<~ (fi),

que l’on dispose de l’égalité variationnelle:
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pour toute fonction g de Ji,!, <‘fi), avec, pour tout k de 2V’

lib ( St~ (Pg(Pt~’)~l) — 5 (Pg(Pl’) —l)j c 12(11),

d~EU¶fl), satisfaisant l’hypotitése (HI).

Le titéoréme 13.1 de Q.A. Ladyzenskaja et N.N. Ural’ceva [22] s’applique

et permet d’affirmer que ¡1l’ est borné dans fi.

On remarquera que I~IL,~(fl) est majoré par une constante Cdépendant a
priori de Ji.

Remarque. Une proposition analogu¿pourrait étre obtenue en chercitant
A chaque itération ¡1l’ dans le convexe IP fi C~, toute citose étant égale par
ailleurs; dés lors, en vérifiant que toutes les démonstrations précédentes
peuvent étre reconduites pour cette nouvelle contrainte, on aurait l’analogue
de la propriété (P. ¡4), et plus pr¿cis¿ment

0=Pl’=Pp.p.dans fl,VkeO~I*

de sorte que (P);,, dans cette variante, reste dans un borné fixe de 12(09,
lorsque Ji tend vers zéro, et on dispose donc des résultats de stabilité
inconditionnelle analogue A ceux énoncés A la proposition 2.

Des résultats d’unicité particís peuvent étre obtenus en introduisant des
approximations lipschitziennes adéquates de la fonction de Heaviside; on
pourra consulter [17] pour le détail des démonstrations.
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