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ABSTRACT. The aim of the paper is an analytical and numerical approach to the
pseudo-compositional black-0il model for simulating a 3-D isothermal constrained
polyphasic flow in porous media, taking into account realistic boundary conditions.
The handling of the component conservation laws leads to a strongly coupled system
including parabolic quasilinear degenerated equations and first-order hyperbolic
inequalities: the introduction of unilateral problems arises from the nature of the
thermodynamical equilibrium functions and of the governing equations describing
the model: it depends locally whether the gas-phase exists (satured oil) or the gas-
phase does not exist (sub-saturated oil), which leads to a free boundary value
problem, according to Gibb’s laws.

Résumé: Cette étude développe I'élaboration d’une modélisation du
classique probléeme «black-oil» de lingénierie pétroliere dans le cadre
variationnel. On décrit le phénoméne physique par un systtme fortement
couplé d’équations paraboliques quasi-linéaires ou hyperboliques du premier
ordre, d’inconnues liées par des contraintes unilatérales de type quasi-
variationnel couplé. Conformément aux usages de I'utilisateur, on considere
le schéma semi-discrétisé par rapport au temps correspondant; on montre
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I'existence d'une solution pour ia représentation impficite en les saturations et
en pression, la composition de la phase huile étant déterminée '3 partir des
résultats bien connus de J. P, Puel et F. Mignot sur les inéquations hyper-
boliques du premier ordre. On présente le détail des démonstrations et on
donne des informations sur la stabilité inconditionnelle de ce schéma.

Avant-propos

Lors de ’établissement d’un projet d’exploitation pétroliere et du contrdle
de sa mise en oeuvre, l'utilisateur souhaite procéder 4 des simulations
numériques en adoptant un modele de référence, apte a décrire les
écoulements polyphasiques en milieu poreux; la difficulté propre a toute
modélisation est de se résoudre a de nécessaires hypothéses simplificatrices
face A la réelle complexité des situations rencontrées sans que la présentation
simplifiée n’occulte les caractéristiques fondamentales du phénomene physique
étudié; en ingénierie pétroliere, le modele dit «black-oil pseudo-compositionnel
standard» isotherme illustre ce compromis d’idées, lorsqu’l s’agit de simuler
la production secondaire d’'un gisement soumis & des injections d’eau
(technique du water-flooding), en prenant en compte la présence éventuelle
d’une phase gazeuse occupée par un composant léger et volatil de I'huile; les
deux difficultés caractéristiques de cette situation résident dans le fait que

1) la variance du systeme thermodynamique n’est pas fixée a priori, car
il n'y a pas identité permanente entre les divers constituants
chimiques et les phases.

ii) lorsque l'on veut représenter des écoulements compressibles, on
resserre fortement le couplage entre les équatibns en les saturations et
I’équation de la pression.

I. DESCRIPTION DU MODELE BLACK-OIL STANDARD
I.1. Composants chimigues et phases

Le gisement pétrolifére, que I'on peut imaginer comme une immense
éponge pétrifiée perméable, ne contient dans cette représentation simplifiée
que trois constituants (il conviendrait pour certains d’entre eux de parler de
apseudo-constituants» chimiques pour tenir compte du fait qu’on introduit
des composants fictifs, supposés représenter globalement des associations de
composants de méme nature, mais de caractéristiques physiques distinctes):

— l'eau, présente initialement dans le gisement ou introduite artificiellement
(pour développer un processus de drainage forcé) ou naturellement
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par la poussée de la nappe aquifere, se rencontre dans la seule phase
aqueuse; les éventuelles vapeurs d’eau ne sont pas prises en compte
dans cette modélisation,

— un composant lourd de l'huile, uniquement présent dans la phase
huile.

— un composant léger, volatil, de I'huile, éventuellement présent, selon
I'état de la pression et de la température, soit dans la seule phase huile
{cas d'une huile sous-saturée) soit 4 la fois dans la phase huile et dans
la phase gazeuse (cas d’une huile saturée). La phase gazeuse,
lorsqu’elle est présente, ne contient donc que le pseudo-constituant
téger de 'huile.

1.2. Notions de variance thermodynamique: la loi des phases
de Gibbs et ses conséquences

On appelle variance thermodynamique d’un systéme physico-chimique le
nombre maximal de variables thermodynamiques intensives (pression,
température, concentration des différents constituants dans chaque phase)
dont on peut fixer indépendamment la valeur; la variance v d’un systéme est
donnée par la régle des phases, due a Gibbs, selon I'expression v=c+2—¢ ol
¢ est le nombre de constituants indépendants et ¢ le nombre de phases.

Des lors, supposant la température stationnaire (écoulements isothermes)
et décrivant la composition de la phase huile par 'intermédiaire de la fonction
X% la fraction molaire du pseudo-constituant lourd dans la phase huile, il
apparait en pratique que

i} en présence de la phase pazeuse (cas d’une huile saturée),
composition de la phase huile est entierement déterminée par la connaissance
de la pression P, selon une formule tabulée par 'expérimentateur, du type:

_ Xh=C(P), C étant peu sensible aux petites variations de pression.

1i) en l'absence de la phase gazeuse (huile sous- saturée) X% devient une
inconnue thermodynamlque assujettie a prendre, a la pressmn 'P des valeurs
supérieures ou €gales & C P.

Ainsi la loi de Gibbs introduit-elle «naturellement» des contraintes
unilatérales de type quasi-variationnel couplé, 4 tout instant, en tout point du
gisement:

$,20, X:=C(P)

(F) S (Xt—C(®)=0,



122 Gérard Gagneux, Anne-Marie Lefevére et Monique Madaune-Tort

ou S, désigne la saturation réduite de la phase gazeuse; d&s lors, il est impor-
tant de noter que les diverses fonctions descriptives des propriétés physiques
de la phase huile (masse volumique p,, mobilité, etc..) dépendent de la
composition de cette méme phase, et donc, a titre d’exemple, on a, & un
instant, en un point du gisement:

0o=p,(X%,P) dans le cas d’une huile sous-saturée

o= p,(C(P),P) dans le cas saturé.

I.3. Description du gisement

On introduit () un ouvert connexe borné de R?, figurant la roche-réser-
voir, de¢ bord I' régulier admettant en tout point un vecteur normal extérieur
n. Le phénoméne sera étudié sur un intervalle de temps [0, 7], T étant fini,
strictement positif,

On considére la division de I" en trois régions ouvertes disjointes I',, I, '
telles que:

'=T,Ur,uUr,uer,, fi,nl, =¢,
ou 'on note:

I% la partie de la frontiére, de d-mesure strictement positive, au contact
de l'aquifere ou a travers laquelle on injecte de l'eau et qui se présente dans la
pratique comme la réunion finie des diverses régions ot sont installés les puits
d’injection ct I'aquifére; la quantité d’eau injectée est mesurée par intermédiaire
de la fonction f, vitesse de filtration, supposée stationnaire avec:

Je L=(T,), f(x}=0 pour presque tout x de I‘e,ff(x)dF>0, (1)
I,

I, est la partie imperméable de la frontiere, délimitée par les courbes ary.

I est la partic de la frontitre, de dl'-mesure non nulle, ot est récupérée
l'huile; cette région, réunion finie des zones ot sont implantés les divers puits
-de production, est soumise & une pression fluide extérieure constante connue
P.x., supposée par la suite nuile, moyennant une translation adaptée de
’échelle des pressions. "

La roche, de porosité ¢, est supposée hétérogéne, trés faiblement
compressible (en pratique, on adopte une loi de comportement en fonction de
la pression du type: ’

(X, P)=0,(x)[l+¢c,(P—P)}, Vxe, VP admissible,
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ou le coefficient de compressibilité de la roche ¢, supposé constant et la
porosité a la pression de référence P,, ¢, vérifient:

C,(P—P)<1,V Padmissible).

La matrice de diffusivité, notée k (x), est prise symétrique, uniformément
définie positive, pour généraliser les résultats obtenus 4 un milieu poreux sans
homogénéité particuliere.

Pour éviter d’inutiles complications (d’ordre d’ailleurs plus dactylographique
que théorique !), on rédigera cetle étude en supposant la porosité constante
(et prise égale 4 'unité en faisant une homothétie sur ’échelle du temps) et le
tenseur de diffusivité sera pris égal au tenseur identité d’ordre 2. On pourra
consulter [15] dans le cas général.

1.4. Les éguations de conservation et les lois de comportement

Désignant par S, la saturation réduite de la phase p, p prenant les valeurs
w, 0, g pour représenter les phases eau, huile et gaz, on £crit la conservation
de masse pour chacun des constituants ¢, c=w, h, [ (eau, pseudo-constituants
lourd et léger), i.e.:

- 2 (3.5, ppup) div (3 0,5 0,) =0,

;pr S,+8,+S,=1dans Q=0 x]0, T[,

ol I'on a noté, pour la phase p, p, la masse volumique, @, le vecteur vitesse
de filtration et wj la fraction massique du constituant c. Le vecteur g, est
donné par la loi de Darcy-Muskat, en fonction de la pression P, selon la
formule:

(Ez) Qp=—k(x)

kr

(VP —Po) = p,8),

ou I'on désigne, en la phase p, par k, la perméabilité relative, u, la viscosité
dynamique, P, la pression capillaire entre P'huile et la phase p, ¢t ou g
représente le vecteur accélération de la pesanteur.

Notant Xj la fraction molaire du constituant ¢ dans la phase p, on dispose
en outre des relations d’équilibre et des contraintes suivantes, dans un systéme
triphasique strict, i.e. lorsque ¢ =3 dans l'expression de la loi de Gibbs:

Xv=0,Xr=0,X1=1,
(E;3) Xh=0, X! =0, X'+ X} =1, X} =1,
Xy=K'PX,, X,=0,3B> LK (P)=p>1, VP,
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ou la constante d’équilibre K1, tabulée en fonction de la pression P, a
température donnée, par Putilisateur (cf. [8], par exemple), est peu sensible
aux petites variations de pression.

De plus, on dispose de la relation suivante entre les fractions massiques et
molaires:
[ X}f M(l Lg—
(E4) wy=————— '=w,h [
- 2 X; M{.r
o
ol Mc désigne la masse molaire du constituant ¢.

En vue de simplifier I'écriture des équations, on introduit:

d,= ”_ Iinverse de la viscosité cinématique de la phase p;
il

d=k,, d,+k,;, do-l-‘k,gdg la mobilité¢ massique globale;
up:krp(dp/d), la fraction de flux de la phase p,

dont les propriétés fonctionnelles essentielles sont les suivantes:

| Up=Y,(S,. S, P X0), d=d(S,. 5. P, X1),

36>0, d(S.. S, P, X1)=6>0, V(S.. S, P X%) admissible,

0=y, =1,v,+v,+y,=1,

(HI)J v, s’annule lorsque S, est nul, v, vaut | lorsque S, est maximal,

Vpeiw, 0,g]. -

dv, est une fonction indépendante de X”, et souvent considérée par
I'utilisateur comme fonction de la seule indéterminée S,.

\ dv, est une fonction indépendante de la donnée de X

Enfin, on suppose que chacune des fonctions rencontrées, v, d,, d, etc...
est continue sur son domaine de définition naturel, en observant que le couple
(Sw. Sg) est assujetti & appartenir au triangle ¥, défini par

T={(Sw Sp)€ R, 5,20, 5,20,5,+S,= 1.

On suppose, conformément 4 'usage [2], pour éviter d’inutiles complica-
tions, que les fonctions de pression capillaire sont telles que:

Pe — Pe = P,(5,), indépendamment de x et de S,

(H2)
Pe—F¢, = P,(S,), indépendamment de x et de S,
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avec:

P, (1)=0, P, (5,})>0, VS, [0,1],

(H3)
P, (0)=0, P,(S)>0,VS, €[0,1,

ce qui in *que en particulier que I'on a:

P,(5,)<0,V5,€[0,11, P,(S)=0, ¥S,[0,1].

I.5. Choix des inconnues et des équations

Les inconnues retenues sont S, S, les saturations réduites des phases
aqueuses et gazeuses (ces choix sont pratiquement dictés par les lois de
comportement décrites en (H2)), une inconnue en pression et une variable
propre 4 décrire la composition de la phase huile, lorsque la connaissance de
cette dernigre ne résulte pas immédiatement des valeurs de la pression.

Le choix le plus approprié mathématiquement de Iinconnue en pression
P semble étre

(E5) P=P—F;

on pourra trouver dans une précédente étude [16] les motivations de ce choix;
d’autres choix sont possibles (cf. {2], [I5], [16]), en particulier, pour
I'utilisateur,

(E6) ﬁz‘P—PCU)aveCﬁzP_Pg(Sg)’

de sorte que les deux notions coincident dans le cas d’une huile sous-saturee.
Dans le cas d’une huile saturée, 'inconnue naturelle qui décrit I’évolution de
la composition de la phase huile est X% ou plus généralement B (X%), ou B est
une fonction biunivoque définie sur [0,1]; le choix de 8 s'imposera de lui-
méme au cours des développements 4 venir.

Dans 'ouvert {2, a ¢ fix¢, on retient en premier lieu I'équation de con-
servation de masse pour Peau, qui s’exprime par:

(E7) -:—’(pw S.)+div(p, O,) =0 dans Q= 0x]0, T,

cest-a-dire, en prenant p,.=1 pour fixer l'unité des masses volumiques et
négligeant les effets de la gravité pour simplifier I'écriture (il est évident qu’en
pratique, les effets de la gravité ne sont pas négligeables; cependant, dans
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cette étude théorique, les méthodes analytiques utilisées ne seraient pas prises
en défaut par la prise en compte des effets de gravité et done, le point de vue
adopté pour la rédaction n’est pas restrictif), il vient, plus explicitement:

(E8) %Sw —div([dv,] (Sw, Sy P) {VP(S,)— VP, (S)+V P})=0 dans Q

équation parabolique du type quasi-linéaire dégénéré avec terme de transport
non linéaire en I'indéterminée principale S,,; le choix de cette équation résulte
du fait qu’il y a coincidence entre le constituant eau et la phase eau.

Une seconde expression entre S, §, P, indépendante de X%, peut &tre
trouvée dans Q en introduisant formellement: :

OF () ={xeQ, 5 (1, x)>0},
, MW ()={xeQ, S;(L.x)=0},

régions a priori inconnues qui correspondent, a I'instant ¢, aux cas de I'huile
saturée et sous-saturée, 1.e. a la présence effective ou a ’absence de gaz libre.

Dans {)*, on traduit ’équation de conservation de masse pour Ihuile;
cette équation dépend d’une constante d’équilibre thermodynamique unique-
ment déterminée par la connaissance de la pression, puisque la température
€8t supposée constante (loi de Gibbs). Cette équation d'inconnue principale S,
se traduit par:

(B9)  —2-[(1 =S, S powhl+div (p, w}; Q=0 dans 0 (1) x]0, T,
ol wf, la fraction massique du pseudo-constituant lourd dans la phase huile,
s’exprime, d’aprés (E3) et (E4) précisément par

(K'(p—1) M*
(K'(P)— 1) M*+ M)
Dans (}°(t), par définition, est imposée la condition;
5=0,

outre les équations de continuité a I'interface de ()7 (1) pour &, et ses dérivées
partielles premidres.

wh(C(P))= et po=p, (P, XE(P))=p, (P, C(P)).

Classiguement, une troisitme relation est obtenue en transcrivant la con-
servation de la masse globale des trois constituants, ce qui conduit a
I’¢quation dite «en pression»:
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(E10) % (St 0o So+ g Sp) +Aiv (Q+ 0y Op+p, Q) =0 dans Q.

La concision de cette formulation ne doit pas masquer la difficulté
essentielle du probléme, 4 savoir que selon la valeur de S, au point (¢, x) de Q,
on a,

$0it po=p, (P(1, x), X4(1, X)),

soit p,=p,(P(t, x), C(P(L, x)),

d’apres (E,). Dans la suite, on omet la dépendance de p, en la premiére
variable. La masse volumique de la phase gazeuse est une fonction continue
croissante de la seule variable P (comme par exemple la loi de Boyle-
Mariotte) sur le domaine admissible des variations de la pression. En dehors
de cet intervalle, on prolonge p, en une fonction positive croissante bornée,
par lintroduction d’une pression fictive P, telle que:

p(P)=1¢et p,(P)=1,V P=P. (2)

L'introduction de la pression artificielle P traduit le fait que le
prolongement de p, induit une méthode de pénalisation puisque, dans le
domaine des pressions admissibles en pratique, p, est trés petit devant 'unité.
On notera dans les démonstrations ultéricures que la monotonie de la
fonction p, joue un réle essentiel, déja pergu dans [15], {16].

L'¢quation (E10) d’inconnue principale P peut se réécrire, plus explicite-
ment:

(E11) %(S,ﬁpo So+pg Sy) —div(d{VP+v, VP, — (1 —v,) VP }}=0
dans le cylindre (.

Une quatriéme équation, indépendante des trois précédentes, doit &tre
formulée pour décrire complétement ’état du systeme.

Classiquement, en présence de la phase gazeuse, les inconnues retenues
dans le modéle black-oil sont S, S, et une fonction dimensionnée 4 une
pression, et lorsque la phase gaz disparait, une inconnue nouvelle, en
Ioccurrence X%, doit &tre introduite, conformément a la loi de Gibbs, pour
définir Pétat thermodynamique. Ainsi, dans les régions V,(7), a priori
inconnues, ont S, =0 et 5,50, i.e. dans les régions non inondées d’eau, X}
vérifie, au moins formellement, I’équation aux dérivées partielles hyperboli-

que:
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—;—3’—[30 Po (XB) wh (X5 J+div (p, (XBy b (X1) Q) =0,
pour presque tout (1, x},t€]0, T[ et x&V, (1),
(X8)i=o=(Xh), donné,xeV,(0).
Cependant, la détermination de V,(7) et de sa frontiére libre parait hors

d’atteinte et conduit 4 des développements purement formels, peu satisfai-
sants.

Une alternative plus féconde (communiquée par T. Gallouét, Université

de Chambéry) est d’écrire I'équation de conservation de masse du pseudo-
constituant lourd dans 'ouvert () tout entier, i.e.

(E12) %(SG powh)+div(p, wh 0,) =0 dans Q,

ol p,wh et @, sexpriment par lintermédiaire de X!, en assujettissant
Iinconnue principale de cette équation, X% a vérifier la contrainte d’obstacle,
d’aprés (E,):

Xh= C(P)dans Q. 3

. Plus explicitement, ’équation (E12), de type hyperbolique du premier
ordre non linéaire en l'inconnue X%, s’exprime par:

J k, (X%
(E13) o (S, p, (XB) wh( X)) — div (p, (X%) wh (XE) V(P—R(5))=0
”0 {2

Or, on observe d’apres (E4) que l'on a

h h
(E14) Wl (XH)= o M
X0 (MF— M)+ M

restriction a {0,1] d’une fonction homographique strictement croissante

4 valeurs dans [0,1]. 11 s’ensuit qye4a—£&ﬂeﬁeﬂﬁ¥g—£> Po (XM wh(X%) est une
fonction strictement croissante, définie sur [0,1], de sorte qu’il est légitime
d’introduire la nouvelle fonction auxiliaire inconnue

(EI5) Co= 8, po (X8) wh (XE).
En effet, la connaissance de C4 détermine biunivoquement la connaissance

de la composition de la phase huile, i.e. X%, précisément 12 o1 la question est
pertinente, i.e. lorsque S, est strictement positif, par la formule
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c |
S, )s {4

Xh=p-1(

la détermination de X% étant trivialement sans objet lorsque la phase huile a
disparu ! L*%quation (EI3) ne reléve désormais plus de la tératologie et se
réécrit plus simplement:

Pl ) { K. (Su,Sq P)

(E16) —— Ch—div C"V(P-Pg(Sg)))ZO dans Q,
at LX) -

k,
’on définit le prolongement par continuité du quotient _S le long de la

droite S +§‘ =1, selon la formule o
k,. (S Sp. P)
K, (S.. Sg,m=—s-— 18,720
(E17) ’
K, (S, Sp P)=— aS’ (Sw. Sg. P),pelw, g},siS, =0,

'

ce qui impose une certaine régularité de la fonction de perméabilité relative
k, le long de la droite S,+5, =1, avérée par [2], [8].

1.6. Les conditions aux limites

On distingue selon la nature de la portion de paroi considérée:

— 2 travers les puits de production I, on admet, suivant G. Duvaut et J.
L. Lions [9] que le débit global massique est a la fois.proportionnel a la
différence locale de pression et & la mobilité massique globale du milieu
continu, de sorte que désignant par A (x) une fonction scalaire représentative
de la perméabilité au point x de Iy, considérée comme une paroi d’épaisseur
finie, au sens de [9], on dispose de la relation:

(E18)  (Qu+poQotpg Q). n=Nd(P—Pe)sur 3, =Ty x]0, T,
avec: AcL=([}),A=0 p.p. sur I§, mes(xely, A(x)>0}>0.

En outre, on suppose que les débits massiques partiels s*établissent au
prorata des mobilités massiques respectives, ce qui se¢ traduit par les rela-
tions:

Qu.n Pg Qg' n Po Qo

= = — I;
dv,, dug dv, SUT Ls
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la valeur commune de ces quotients étant égale &

1/ d(Qu+pg Qg0 Qo). 1,

ce qui compte tenu de (E18), conduit aux relations simples suivantes, de type
Fourier non linéaire

(E19) Pp @p- n= N0, d(P— P,y) sur 3, p=w,0, &;
sur les puits d’injection et les zones de contact avec l'aquifére, on traduit la
continuité de la vitesse de filtration globale et le fait que ces régions sont le
sitge d’une phase mouillante par les relations:

S.=1,8,=0,

(;pp Qp)-n=—f,sur L,=T,x]0, T,

(E20)

ol f est défini en (1).

L'imperméabilité de I'; s’exprime immédiatement par les conditions de
Neumann homogeénes:

(E21) 0=p,Qpnsur 2, =T, x]0, T[,p =0,w, g

ce qui apparait comme un cas particulier de I'équation (E19) I'imperméabilité
de la roche se traduisant par la nullité de la fonction A.

On verra ultérieurement que moyennant un changement adapté d’espaces
fonetionnels, la seconde condition de bord de (E20) (condition de Neumann
non homogene) peut éire remplacée par une condition de Dirichlet non
homogene.

(E22) . P=P* sur %,

ce qui correspond & un procédé d'exploitation pour lequel les puits de
drainage sont maintenus 4 une pression imposée.

1.7. Les hypoth?ses simplificatrices

Le lecteur parvenu a ce point de I'exposé se fera une douce violence en
acceptant quelques simplifications dans l'expression du modéle, de crainte
qu’un rigorisme trop exigeant et une écriture boursouflée de présomption
vaniteuse ne fassent perdre de vue ’essentiel de I'analyse mathématique des
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équations. Dés lors, on va omettre certains termes de diffusion, jugés
négligeables en général par lutilisateur (I'influence de ces termes peut &tre
éventuellement prise en compte par une classique méthode de prédicteur-
correcteur): ainsi dans 1'équation (E8), on néglige le terme di 4 la pression
capillaire P, le terme de transport étant jugé communément prépondérant;
dans le méme esprit, les termes de diffusion dus aux pressions capillaires P,
et P, dans I’¢équation en pression (E11) ne sont pas pris en compte. Enfin, on
convient dans I’équation en pression, et uniquement ld, pour desserrer le
couplage et réduire la longueur des expressions analytiques que la masse
volumique de la phase huile ne dépend pas de la composition de cette méme
phase et pour simplifier %criture, on prendra p, constant, égal & I'unité; dans
les autres équations, la dépendance de p, en fonction de X% trait
caractéristique des modeles compositionnels, est prise en compte. Dans ce
cas, I’6quation en pression se réécrit:

%(Sg (05 (PY— 1)) — div (d(S,,, S,, P, X&) VP)=0 dans Q,

formulation simplifiée dU apparait clairement linfluence de 1éventuelle
phase gazeuse et de la compressibilité de cette phase. Cette simplification peut
paraitre troublante, mais, en fait, par des adaptations adéquates des
méihodes développées dans ce travail, on peut traiter le cas général, & savoir
une éguation en pression du type

ait[swu — o (X%)) + S, (pg (P) ~ 06 (XE) )+ 0o (XE) ] —
div(d(S,, S, B X%) V P)=0 dans Q.

Pour cela, on pourra se reporter au travail de M. Bahhoul [19] et F.
Guerfi [20].

II. FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME
~ SEMI-DISCRETISE IMPLICITE PAR RAPPORT AU TEMPS

II.1. Quelques notations

On considére un pas de temps A strictement positif et on recherche une
suite de 4-uplets (S%, S% PX, C*) appelés 4 approcher le 4-uplet (S, S, P. C%)
aVlinstant 1 =kh, k€N *, en utilisant un schéma implicite en les inconnues en
saluration et en pression. Avant de présenter ce schéma, on adopte afin
d’alléger Iécriture des équations, les conventions suivantes relatives aux
fonctions d, v, p,. 4. €tC..., €n notant de mani¢re générale, pour tout entier
k et pour toute fonction générique o



132 Gérard Gagneux, Anne-Marie Lefevere et Monigque Madaune-Tort
or (x) = o (8§, 5% P5(XE)-1),xe k=1

(X%)* étant défini & partir de C* par la relation (4), et &; un interpolant de
classe C! de o, sur {}. .

De méme, la fonction K, étant définie en (E17), on note, en relation avec
lexpressmn de I"¢quation (EI6)

_afc:w—]f(' (Sk Sk Pk]l-_aPk - —-g—Pg(sz) :
po (KB T T e dx,

et on suppose que la famille réguli¢re {@%} correspondante est construite de
sorte que:

gak . S
£ soit uniformément minoré, Le.
X
a* _
(H4) Jw>0, ' +w=0 dans 1.
. x;

On introduit enfin les notations suivantes:

K, ={VeL2(Q),v=85p, wt] (C(PY)) p.p. dans (1}.

A= a* aa = ai(&’,f), avec, de fagon systématique la
Xi

convention d'Einstein de 'indice répété i.

I1.2. Le cadre fonctionnel de la modélisation
On introduit I'espace de Hilbert V,
V={ve H'(Q}), v=0sur [},

muni, grace & linégalité¢ de Poincaré du produit scalaire:

= du dv
({1, v)) = 2 " Tx % ——dx= nVu.Vva’x,

la dérivation étant prise au sens des distributions.
Identifiant H—= L?({)) 4 son dual, on peut identifier ¥, le dual de V, a un

sur-espace de #, avec VU HC V', I'injection de V dans H étant continue, 4
image dense.
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On considére: Ct le cone positif de H,
Kt={veV;v=0 p.p. dans Q}=VNCT,
cone convexe fermé de V, de sommet l'origine, et:
Ki={veHI({);v=1 sur T},
convexe fermé non vide de H' ().

On note || || (resp. | |) la norme dans ¥ (resp. dans H), et (,) le produit
scalaire dans H, ainsi que la dualité 17, V, ce qui est loisible, compte tenu des
identifications précédentes.

Adoptant 4 nouveau la convention de sommation de I'indice répété, pour
tout systéme (a;); <;<3 de fonctions de classe C' sur Q, on note { la fonction

définie sur T par /(x)=a;(x)n;(x).

On introduit avec les notations de C. Bardos [13] et F. Mlgnot -J. P. Puel
[14] les espaces:

muni de la norme;

C g
W(A)={uc [2(Q); Aue [*())} ot Au=a a“

Xi
II“”W(A) 1u|2+|Au|2

et W(Ad)={uec W(A);ulle L3I} ov LXT)=
={u:T — R; [ 1(x)||u(x)2dT <+ee}

muni de la norme:

““”wm) = ||U||W(A)+fr| 1(x)| lu(x)|* dT.

Dans les deux paragraphes suivants, on s’intéresse au cas d’une
exploitation a débit d’eau imposé sur les puits d’injection. L'étude du cas
d’une exploitation A pression imposée sur les puits de drainage sera faite au
paragraphe IL5.

11.3. Un résultat d’existence
Dans ce cadre fonctionnel, on dispose de la proposition suivante qui

établit que le probleme couplé régularisé par I'ajout d’un terme de viscosité
artificielle dans les équations en saturation est bien posé mathématiquement:
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Proposition 1.  Pour tout € strictement positif et pour tout h strictement
positif, suffisamment petit, pour toute donnée initiale (Sg, 89, P°, (Xhp),
vérifiant les hypothéses naturelles

(H5) (8. 83) €Y, PP L=(0),05(Xh)e< [ p.p. dans Q)
et posant:

Co=(1—8— ) [p, 21 ((XL)). ()

il existe au moins une suite (Sk, Sk, P, C%), keN* telle que:

Ske K, SEe K+, Pre H ()N CH, (6)
Cke R NW(A,), (7)
0=Sy=1,0=8E<]1,0<Sk+S*<1 p.p. dans 1, (8)

solution du systéme fortement couplé d'équations et d'inéquations variation-
nelles du premier er du second ordre suivant:

i) Skek,, vérifiani:
—’i—fn(Sﬁ—Sff‘)vderfn{[de]k Pl (St)+e} U Sk Uy dx
+f lr VP".VvderfrJA{dyw]k Pydl =0, YveV.
i) Ske K*, vérifiant:
[ [o wh] (C(P)) (Sk+ St Sk = Sk) (v— 5 lx
+ [ @b (C POy ) VP (). V(v St)dx+ € [ V(Sk+Sh). V(v—Sk)dx
[ @b (CP)) v} W PV (v S})dx
zfn)\wg (C(P))[dv,]i P* (v— S84 )dT ,Wve K+
i) Pre H (Q)N Ct, vérifiani:
L[ Sk pe (PY—1)(v— Py [ d VP (v — P)dx

+ NP Pydr=, f&—P)ar+ifh [ S5 (o (P) =) — PYd,
Yve CtNHI (),
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iv) Cke ¥, NW (A,), vérifiant
Itk [, (- Ck—f)(v—ck)dx+f (A, C+b, C)(v— CO)dx=0,
vveH,,
et la condition

Ck=S8[p, wk] (C(P*)) sur la partie de T, éventuellement de mesure non
nulle, ot @.n;<0. ®

Démonstration: Dans une premitre partie, on établit par des méthodes de
point fixe lexistence d’une solution du schéma implicite défini par les
relations variationnelles {), ii), #ii); pour cela, on procéde en deux temps:

1) on introduit un résultat préparatoire sur I’équation en pression grice
au théoréme de point fixe de Schauder.

2) X% étant maintenu stationnaire dans le passage du temps £ 2 #+), on
détermine le triplet (Sk'!, SF*!, P“+!) a partir de la connaissance de (Sk,
.S* Py par un théoréeme de pomt fixe du type Tychonoff [23] appliqué dans
un sous-espace fermé de W=[H! (1) ]® muni de la topologie a (W, W’) qui est
localement convexe séparée.

Dans une seconde partie, on montre comment C*! (et donc (X% )*7) est
obtenu par la résolution de I'inéquation hyperbolique linéaire de premier
ordre iv).

Par des variantes et diverses généralisations des méthodes présentées,
I’étude du schéma totalement implicite en le 4-uplet (S§, Sk, P¥, C¥) est
entreprise par M. Bahloul [19]. En outre, pour établir la démonstration, il
convient de prolonger en dehors de T les fonctions v, pe{0,w, g}, d, etc...
(avec la méme notation): cette étude délicate a été entreprise par les auteurs
dans [15], pp. 563-564-565, et on se reftre ici, sans les rappeler, & ces
prolongements.

On convient de montrer comment est obtenu le 4-uplet (S, Sg, P, C') 4
la premigre itération (qu’on notera pour simplifier (S, S,, P, C) a partir de la
donnée initiale (53, 82, P2, C°).

Premiére partie de la démonstration

lére étape

On établit quétant donné le triplet (s, s,, p) pris arbitrairement dans
[H'(£2)]? il existe un élement P et un scul dans H' ()N CH, P= P(s,, s p),
vérifiant:
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1k [ 53 (0g (P)—= 1) (v P)dx+ [ d(s,, 5, . (XiP)UP. V(v— P)dx
(E23) . N d (5050, P, (XBP) P (v— P)drzfn f(v—P)dT
1k [ 8300 (P) 1) (v— P)dx, ¥ve H ()N C*.

On note, pour simplifier, d,=d(s,.. 5., p, (X2)).

En effet, I'unicité résulte essentiellement de la monotonie de la fonction pg,
comme on le peut voir ¢n introduisant P et P deux solutions possibles; pour
le choix loisible de v= P (resp. v= P) dans I'inéquation relative & P (resp. P),
il vient par différence:

h [ s (0 (P)=pg(B) (P— Byax+ [ d, |V (P—P)dx
+fe. AN d, (P— PRaT=0;
d’onl la propriété d’unicité, puisque 'on a:

53 (pg (P)—pg (P) ) (P~ P)=0, p.p. dans ); cette condition de signe justifie
lartifice qui consiste & introduire la partie positive de s,.

L’existence s’obtient facilement & partir du théoréme de point fixe de
Schauder; en effet, étant donné P dans L2 ({1), on sait qu'il existe une fonction
P=P(P) et une seule dans H!'(Q)N C, telle que:

Uhf sp (0 P) =D (v~ Pydx+ [ d,UP. V(v P)dx+ [y Ad, P(v—P)dT
=[. fv—P)dT+1h [ 59 (p, (Po)—1)(v— P)dx, Yve HI ()N C™.

On observe, puisque p, est une fonction bornée, qu'on peut trouver une
constante C, positive, telle que

“ P(P)“HI (I))S Cl ) indépendammem de 3),
la constante C, dépendant a priori de s,.

On considere alors l'application de L2(Q) dans lui-méme qui, a P,
considéré comme élément de L2?((}), fait correspondre P(P). On vérifie que
cette application est (fortement) continue de L2((}) dans lui-m&me et laisse
invariante la boule de H'({}), de centre l'origine, de rayon C|, qui est une
partie convexe non vide, compacte dans L2({}), d’ol l'existence d’un point
fixe (dans H'(Q), en fait).

On conclut alors la premiere ¢tape en faisant la remarque essentielle
suivante: il existe une constante R,= R,(h), telle que la solution P de
I’équation (E23) vérifie ’estimation a priori fondamentale:
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| ll 41y = Ry, indépendamment de s, S, P- (10)

It suffit en effet de prendre dans (E23) la fonction-test v= P, P étant
introduit par (2); il vient alors:

fnda|vplzdx+fnxdoP(P—P)dml/h [o5: (0, (P—1)(P— Pdx
<[, S(P=P)dT+1jh [ 3 (b, (Po)—1) (P P)dx,
et on observe que, par construction, et grace a la monotonie de p,

5t (pg (P)—1)(P— P)=0 p.p. dans (2, d’aprés (2),
et
dy (Sur Sg0 P, (XBP)=82>0, s'apres (H1),

d’ol le résultat, aprés des manipulations élémentaires.

2éme étape:

Ayant défini P= P(5,, s, p), on considere le couple S,=3S,. (5., 5, p)
Se=S; (5w 55 P} solution des problémes variationnels:

a) S, K, et vérifie
Uk [o(S— S vax+ [ (v, 55 P) Po(S)+ €}V S, Uvdx

+ fﬂ [0, (S 5 ) VP. T vdx+ fnx [dv,] (Su» 5. p) PvdT =0,¥ve V.
(E24)

b) S,€ K* et vérifie

(Uh [ [oowh1(C(P))(S+Sy— So—S3) (v S dx

- [ Wl (C(P))du) (5, 55 )V Py (Sp)- ¥ (v — Sp)

+efo V(Se+ S, V= S)dr— [, @l (CP))[dv,) 6. 36, P)V P V(v — S, ) dx
\:—:'fn)““«? (C(P)[dv,] (54, S ) P(v—Sg)dl',Vve K+,

En effet, le probléme a) & condition de Dirichlet non homogtne sur T,
exprimée par l'introduction de K, admet une solution unique §,, d’aprés le
théoreme de G. Stampacchia [10]; puis, par la connaissance de Pet S,, on
définit par ce méme théortme, S, Vunique solution dans K* du probléme
unilatéral (E.25).
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On montre alors sans difficulté qu’il existe deux constantes R, et Rj,
indépendantes du choix du triplet (s, s,, p) telles que

Sull oy = Ra, 18]l = Rs. (1)

3eme étape

On introduit alors I'application § de
MH=H (M= VxH (1) dans lui-méme

qui au triplet (s, s,, p) fait correspondre Je triplet (5, S,, P) construit aux
¢tapes | et 2; on munit ¥ de sa topologie naturelle d’espace produit.

Il résulte de (10) et (11) que S laisse invariant
E={KN By () (0, Ry) }x {KTN By (0, Ry) }x{CTN Byio(0, R},
ensemble convexe non vide, faiblement compact de H.

Des lors qu’on établirait que S est o (M, ') —faiblement continue de
dans lui-m&me, il résulterait du théoréme de Schauder - Tychonoff que S
admet un point fixe dans @, i.e. il existe un triplet dans &, tel que (S, S, P)=
S¢S, S, P).

Observant enfin que pour un tel triplet, on a

S; =8, car §,e K*
(ce qui légitime a posteriori I'artifice utilisé)

il apparait que (S,, Sg. P) ainsi construit (du moins théoriquement...) est
solution de 1), ii) et iii).

La démonstration de la faible continuité de S s’obtient en reconduisant
pour Yessentiel la démonstration donnée dans [15], pp. 563 et en observant,
par des arguments classiques, que si

(s, 55, ") LS (5¢. 54, p) dans la topologie faible a (3, H’), si n—+ oo,

alors,

P(sy, sz, p") converge fortement dans H'(())
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vers P(s,, s, p) ce qui permet des passages 4 la limite dans les termes de
transport ou de viscosité,

deme étape. Ainsi construit, le couple (S,,, S;) appartient au triangle de
référence T. 1l suffit de reconduire les démonstrations données par les auteurs
dans [15], pp. 565-566, a I'exception de la vérification de la propriété:
S.=1 p.p. dans 0,
qui fait difficulté.

Pour cela, on observe, puisque H'(Q)NCT est un coéne de sommet
l'origine, qu’on déduit de iii) que:

Uk [, Sy (o (P)—1yvdx+ [, d VP. Uvdx+fo,nd, PvdT
2 [r, fvd+1jh Jo 55 (0 (P.)~1)vdx, Yve H'N CH
Pour le choix loisible de v=(S,,—1)*, il vient:
Jo d VPV (S~ dx+ [ Ny P(S.~1)*dT
2 Uk [, 153 (pg (Pa)—1)— (Sg pg (P)~ D] (S, —1)* dx.

Or, de ’équation 1), pour le choix de la fonction-test v=(S, —1)*, choix
loisible puisque la trace de §,, sur I', vaut 'unité, on dispose de I'inégalité:

Ith [, (Su—SH(S,—1) dx+ [, d\VP.V(S,~1)" dx
+fr Ad, P(S,—1)tdI'<0,
ce qui, comparé 4 l'estimation précédente, indique que:
[ 45 =52 +57 (0 (Po)=1) =S, (g (P)—1) } (S, —1)* dx=0;
Or, nous savons que: '
S;+82=<1 p.p. dans (), Sg p,(P,) =0 p.p. dans {1,
S, (pg (P)—1)=0 p.p. dans Q, car §,€ K+,
ce qui implique en particulier que

fn [(S.—1)*]2dx<0, d’ol le résultat.
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Deuxieme partie de la démonstration

S, S, P étant obtenus, on détermine C de maniére unique par la
résolution du probleme iv) pour tout 4 strictement positif, suffisamment petit.

En effet, I'hypothése (H4) entraine que pour h tel que, 0<h<l/w,
Popérateur (b;+1/h)+ A, satisfait & 'hypothése de coercivité:

=1
da;

ax;

(b.+1/h)-1/2i 212w >0. (12)
i=1

L'existence et l'unicité de C résultent alors de [14] (théoréme 3.1) en
observant que la fonction S,(p,w?)(C(P)) ou_§,=1—S8,— 5, est dans
H'({), donc a fortiori dans I'ensemble réticulé W(A4,).

I1.4. Stabilité numérique du schéma semi-discrétisé

On introduit la notation usuelle suivante: pour toute suite (14 Jy< < 4_p de
fonctions numériques définies sur (1, on désigne par u, la fonction en escalier,
définie sur Q par

N=1
(1, %) :EO w (X} xi (1),

X €tant la fonction caractéristique de 'intervalle de temps [kh, (k+1) A). On
suppose en outre la fonction 4 de mobilité massique globale, introduite en
(H1) indépendante de la pression.

On dispose alors des résultats partiels de stabilité du schéma, losque le pas
de temps devient arbitrairement petit, contenus dans la proposition suivante:

Proposition 2:  Lorsque le pas de temps h tend vers 01,
(Pl) (5.), demeure dans un borné fixe de 1°(0),
(P2) (S;)y, demeure dans un borné fixe de L™ (),
(P3) (P), demeure dans un borné fixe de L™ (0, T: L% ((})),
(P4) (Cl, demeure dans un borné fixe de L= (Q).
Démonstration: On distingue comme précédemment deux parties, selon

que I'on s’intéresse aux inconnues (S,,, S, P} ou au probléme hyperbolique du
premier ordre.
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.. Premiére partie

Les propriétés (P1) et (P2) résultent immédiatement du fait qu’a chaque
itération, le couple (S¥, Sg) appartient au triangle-diagramme de référence 7,
de sorte que (S}, et (S,), décrivent le prisme T x 0, TT. Pour établir (P3), on
introduit le probléme intermédiaire suivant, qui va permettre un principe de
comparaison;

A chaque itération, on considére P* la solution du probléme correspondant
4 un modele d’écoulements incompressibles, définie par:

Pre H ()
et vérifie I'équation variationnelle
iV P Gvdx+fo N d PvdT =i, frdT,¥ve H'(Q),

ou donc, conformément aux notations précédentes et 4 'hypothese nouvelle
sur l'indépendance de la fonction 4 en l'inconnue de pression, on a noté:

dy=d(Sk S (XN, k=1,2,..,N—1.
On observe aisément que:

*)y  f=0 p.p. sur ', implique PA=>0 p.p. dans (;
**) il existe une constante Ry, indépendante de &, telle que

(P5) | P*l s =R, V.

On va établir que 'on dispose de 'encadrement:

(P6) 0< P,< P+P* p.p. dans ), V&,
P étant défini en (2).

Dés lors, puisque ''on sait qu'en dimension 3, d’aprés un résultat de.
Sobolev [10], p. 162 et suivantes, par exemple,

W1.2()C LS (L)) avec injection continue,
la propriété (P3) résulte immédiatement de (PS) et (P6).

Pour établir (P6), il suffit de prendre
v= Ph—(Pt— P— Py
=min(P%, P+P*), élément de H' (()NCT
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dans I'inéguation relative a P*, ~
et v={(P*— P— P%J* dans ’%quation relative & P

Par différence, il vient:
1k [, S (pg (P)—1) (P — P— PRy dx+ [ di [V (Ps— B— Pk P dx
+J;‘s)\dk(P’<—}n’k)(P‘—}_’—f”f)+dI’S
Itk |, sg—l(pg(ﬁ—‘)—l)(f’*—f’— Pyt dx

=0.

Observant que le premier terme du membre de gauche est nul, car on
intégre sur I'ensemble des x ol

P> P+ Pk
ensemble contenu dans la région ot l'on a
Pz Pet p, (P*)=1 par construction,
et qu'en outre
(Pk— Pk) (Pk— P— PXJF=[ (P — Px— P)'P,
la propriété annoncée est établie.
On peut remarquer que 'on dispose de encadrement

(P7) 0< Pc<< Pisup P* p.p. dans Q, Vk.

e

I1 suffit pour cela de poser

M, =sup PX supposé exister,
[4
et de prendre dans I'équation relative 2 P* la fonction-test v= (Pk — M), de

trace nulle sur T,.

Deuxiéme partie de la démonstration

Pour établir la propriété (P4), il suffit d’obtenir une majoration de C* sur
(1 puisque la condition C* e ¥, entraine de fagon évidente une minoration de
C* sur (1. '



Analyse mathématique de modéles variationnels... 143

Pour cela, on démontre, en effectuant une récurrence sur k, pour  tel que
0<h<1/2w, I'inégalité:

(P8) Ch=e2wkh M,

ol w est la constante introduite dans I'hypothése (H4) et M désigne la
constante (p, w")(1).

En effet, la condition (HS) et 1’égalité (5) donnent la majoration: C° < M.
En supposant vraie l'inégalité (P8) a I’tape (k—1), on considére dans

I'inégalité du probleme iv), v = C* £ (Ck — e2«kh M)t ces choix étant loisibles.
11 vient:

o L(A+by+1R). (CF— e2nkh M)](C— o2k MY* dx
(P9) + [ [ 1R (11— ¢ 2uh) ] edakh M (C— g2k M)* dix

S1/h [, (Ch=t —e2a=0h M) (Ck— edukh M* dx
=0 par utilisation de I'hypoth&se de récurrence.

Le premier terme de (P9) est transformé & Paide de la formule de Green
(ustifiée pour les fonctions de W (A4, ) dans [14]) et par suite est minoré par:

w2 fn [(Ck— e2ukh Af)+]2 dx,

en utilisant la coercivité de l'opérateur A, +(b;+1/k) qui résulte de (H4) (voir
(12)) lorsque A<<l/w,

Le deuxitme terme de (P9) est de signe positif puisque le coefficient
by+1/h (1 — e=2wh) est supérieur A by +2w — 2w?h qui est positif grace A (H4)
lorsque A vérifie, 0 <A <1{2w.

On déduit alors de (P9) Dégalité {(Ck— 22k MYt =0,d’ott résulte la
majoration (P8).

IL.5. Cas d’'une exploitation du gisement 3 pression imposée sur les puits de
drainage

On suppose donc la seconde condition de bord de (E20) remplacée par la
condition de Dirichlet non homogéne

(P10) P=P*sur 3,

ou P¥ est une pression, supposée constante connue, strictement positive, ce
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qui, compte tenu de la translation opérée sur I'échelle des pressions, signifie
que la pression imposée sur les puits de drainage est supérieure a la pression
extéricure régnant au voisinage des puits de production.

Pour tenir compte de cette nouvelle condition aux limites, on modifie
particllement le cadre fonctionnel en introduisant

e ={ve H' (), v=P*sur T,,v=0sur [—I,},

convexe fermé non vide de H'({}).

On va réécrire I’équation en pression en cherchant la nouvelle pression P,
a la k-itme itération, dans ¥*, ce qui introduit une contrainte latérale
intéressante 4 analyser; en effet, on aura, pour tout k&N *
Pr=0,n. (Qut+po Qotpg Qi — M dy PF=0,

(P11)
Pk[n' (Qw+po Qo+ngg)k_)\dk Pk]:O sur r‘s'

ce qui montre que e débit massique global des trois constituants i travers les
puits de production est toujours sortant, lorsque sur I, la pression interne
est strictement supérieure 2 la pression extérieure. On dispose alors du
résultat d’existence suivant:

Proposition 3. Pour tout €20 et tour h>0, suffisamment petit, pour
toute donnée initiale

(S5, Sg, P, (X4)°) vérifiant les hypothéses énoncées a la proposition 1, il existe
au moins une suite (S¥, Sk, P%, CY); keN*, telle que:

SKEK,, Ske Kt, PPe M N L~ (N),
e K N W(AIN L= ()
(S5, Sp)eT.

vérifiant les relations variationnelles i), ii), iv) de la proposition 1, l'inéquation
iti) étant remplacée par:

- I/ [, [S (pg (P)—1) = S5 (o (P —1)] (v— P)dx
' + o VP T (= Pdx+[r Ny PE(y— P)AT 20, Vv e H*,

Principe de la démonstration

On utilise une idée de F. Guerfi [18], qui permet de généraliser la
démonstration de la propostion 1 & des situations nouvelles, en faisant
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I’économie de la premiere étape; pour cela, on utilise une méthode de
troncature en introduisant la fonction 8, définie par:

0six<0
B(x)={x sixel0,1]
lsix=1,
et pour décrire la premitre itération, on se donne un triplet (s, 5., p) dans

[H'(2)]% et on considere P la solution dans H* de I'inéquation variation-
nelle:

P="P(s,, s, p)eH*
et vérifie
Uk [310(s0) (g () —1) — S30g (P2)=1) 1 (v= P)dx
t [y d s sep (KEP)VP.Y = Pydx
+fr}d(sw-sg,p. (Xh)2) P(v—P)dT=0,¥ve H*,

Prenant la fonction-test v= P*, choix admissible, et puisque chacune des
fonctions 8, p, d est bornée, on obtient l'existence d’une constante R,
indépendante du choix du triplet (s,. 5., p). Rs= Rs(h), telle que:

” P(swl sgr I’)”H'(n)S RS ,V(Sw, ng p)E[Hl (Q)]J- (P 13)

1i faut observer que le choix de v= P n’est plus loisible dans 3*. Dés lors,
la démonstration de I'existence par le théortme de point fixe de Kakutani
rejoint celle décrite 4 la proposition 1, toute chose étant égale par ailleurs.

On notera la généralisation opérée en passant de 'artifice s, (proposition
1) a 8(s,) (proposition 2) et la nécessité qu'il y a & établir que la seconde
composante du triplet (S,, S, P) construit par la méthode de point fixe est
telle que:

0=5,=1 p.p. dans {1,
de sorte qu’alors 6(S,) s’identifie & S, et on obtient une solution pour
I’équation énoncée au départ. Le point délicat a vérifier, compte tenu du
changement d’'espace fonctionnel, est que I'on dispose de la propriété

S.=1 p.p. dans () ;

pour cela, on reprend les développements de la quatrieme €tape de la
démonstration de la proposition 1, en prenant v=(S,, — 1)}* dans ’¢quation i)
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v= P+(S,— 1) dans I'inéquation relative a £, en observant que ce choix est
loisible; il vient par différence:

fn{Sw—53+S§(pg(P”)——l)—ﬂ(Sg)(pg(P)'-l)}(Sw—-l)+dx£0

avec S, — So+8% (pg (P)—1)— 8 (S,) (pg (P)—1) = S, — 2= 5
. ZSw_la

d’ol la propriété.
Observons enfin que 'on a Pestimation uniforme
(P.14) PL< P p.p. dans O, VAEN*;
en effet, pour le choix de la fonction-test
y= Pt —(Px— P)y*=min (F*, P)
choix loisible, puisqu’a ’évidence, on a
P+<P, (et méme P*<< P,
il vient
[ (W (PE— Py [ Ny P (PE— Pyt dr
<1k [ (S5 (o (P —1) = S5 (0, (PH)—1}(PX— P)*dx
= Uh [, Sk (o, (P —1) (P~ P)* dx <0,
d’out le résultat.

Dés loss, de 'appartenance de P< 3 H*, pour tout k et de la propriété
(P14), on déduit l'estimation

0<trace P*< P p.p.sur [, YVkeN*

et donc | P*|eom = P, VKEN™,

De plus, il résulie de I'inéquation (P12), pour le choix de la fonction-test

v=Pyrp,
¢ prise arbitrairement dans H, ({),

que Pon dispose de I’égalité variationnelle:



- Analyse mathématique de modeéles variationnels... 147

Jade VP dx=1ih [, (S (o, (P1) —1) — S¥ (p, (P)—1) } o dx,
pour toute fonction ¢ de H) (), avec, pour tout k de IN“‘=
llh_{Sg'f"(pg(f"")—l)—Sf(pg(P"‘)—l)}EL‘”(Q),
d, e L*({}), satisfaisant I’hypothése (H1).

Le théoréme 13, 1 de O.A. Ladyzenskaja et N N, Ural'ceva [22] s’applique
et permet d’affirmer que P* est borné dans Q.

On remarquera que | P¥| L) ¢st majoré par une constante C dépendant a
priori de A.

Remarque. Une proposition analogue pourrait &tre obtenue en cherchant
a chaque itération P* dans le convexe H*N C*, toute chose étant égale par
ailleurs; dés lors, en vérifiant que toutes les démonstrations précédentes
peuvent &tre reconduites pour cette nouvelle contrainte, on auratt I'analogue
de la propriété (P.14), ¢t plus précisément

0< Pt< Pp.p. dans ), VkeN*,

de sorte que (P),, dans cette variante, reste dans un borné fixe de L*(Q),
lorsque 4 tend vers zéro, et on dispose donc des résultats de stabilité
inconditionnelle analogue & ceux énoncés & la proposition 2.

Des résultats d’unicité partiels peuvent &tre obtenus en introduisant des
approximations lipschitziennes adéquates de la fonction de Heaviside; on
pourra consulter [17] pour le détail des démonstrations.
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