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CONTROLABILITE EXACTE D’UN
PROBLEME AVEC CONDITIONS DE
VENTCEL EVOLUTIVES POUR LE
SYSTEME LINEAIRE DE L’ELASTICITE*

Amar HEMINNA

Abstract

In this work, we examine the exact controllability of the so-
lution of a linear elasticity system, with evolutive Ventcel’s con-
ditions,(see:[3]), in a bounded domain of R?. We use the Hilbert
uniqueness methode,(H.U.M), of J.L.LIONS, (see:[9]); some mul-
tipliers are defined on the boundary; the curvature tensor (see:[6]),
appears when computing some boundary integrals. This work can
be inserted in the framework of the study of the exact controllabil-
ity and stabilisation of various problems with Ventcel’s conditions
(see:[3][4]).

Résumé

On considere le probléme de la controlabilité exacte de la solu-
tion du systeme linéaire de 1’élasticité, avec des conditions de Vent-
cel évolutives, (cf.[3]), dans un domaine borné de R3. L’obtention
d’une relation, en vue de la mise en oeuvre de la méthode d’unicité
hilbertienne ,(H.U.M.), de J.L. Lions, (cf.[9]), a donné lieu a 'utilis-
ation de multiplicateurs définis sur le bord du domaine; le tenseur
de courbure de la frontiere,(cf.[6]), apparait lors du calcul de cer-
taines intégrales de bord. Ce travail entre dans le cadre de 1’étude
de la controlabilité exacte et de la stabilisation de divers problemes
de Ventcel, (cf.[3],[4]).

*Ce travail a été en partie réalisé lors d’un séjour au D.M.I. de I’Ecole Centrale de
Lyon.
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1 Introduction

Dans ce travail on étudie la controlabilité exacte de la solution du
systeme linéaire de 1’élasticité, avec des conditions de Ventcel évolutives.
Les problemes de Ventcel sont caractérisés par la présence d’opérateurs
différentiels tangentiels de méme ordre que l'opérateur principal.

Soit  un ouvert borné de R? de frontiere I' de classe C* (pour donner un
sens au tenseur de courbure c¢f.[6]). On note v la normale unitaire sor-
tante. Soit u = (uq,uz,u3) un champ vectoriel régulier défini dans £2; on
pose €;(u) = 3(u,,+u,,) et o(u) = 2ue(u)+A(div(u))Is, olt A et p sont
les coefficents de Lamé supposés constants, I3 est la matrice identité de
R3 et U, = Oyu,. Soit m € I'; on désigne par T;,,(I") le plan tangent en m
a T, m(m) la projection orthogonale sur 7}, (I'). Soit v € C*(Q,R?); on
pose: v(m) = vp(m) + v,(m).v(m) ou vp(m) = w(m)v(m) est la pro-
jection orthogonale de v(m) sur 7,,(I"). On note 9y, et J, les dérivations
tangentielle et normale, (9,,) 'opérateur de courbure sur I' et 70, vpm
la dérivée covariante du champ vp; 9,V et 0, vyrm sont deux champs
d’endomorphismes du plan tangent. On a alors sur ', (¢f. [1],[7],[12]):

€(v) = er(v) + VEB(v) + es(V)7 + &, (V)i (1.1)
avec
2ep(v) = O VT + @ + 20,0,V (1.2)
2e5(v) = Oyvr + Onvy — (Omv)vr, € (v) = 0yu,
et
o(v) =op(v)+vog(v) + os(v)v + o,(v)vo (1.3)
avec

or(v) = 20er(v) + Atr(er(v)) + & (V))Ia,  o5(v) = 2pes(v)
00(v) = 216, (v) + Altr{er(v)) + &, (v)
(1.4)

ou la barre désigne le transposé d’un vecteur, d’un endomorphisme etc...,
15 est la matrice identité du plan tangent et “tr” symbolise la trace d’une
matrice. On pose:

o (v) = 2ueX(v) + N tr(ed(v)) I
avec \* = (2A\u)(A +2u) "t et €1 (v) = ep(v)
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Soit 7 un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent a I'; la
divergence tangentielle de 77 est le champ de formes linéaires sur le plan
tangent noté divprp défini par:

/diVTTTdeF =— /(TT : mMOmurm)dl,  Yvp € D(I,T(T1))
r r

ou (7p : wOmvrm) =tr(rp.wOpvrm) et DI, T(T)) désigne l'espace des
champs tangents a I' dont les composantes dans une base {aj,as} de
T, (T") sont dans D(I"). D’apres (1.3) on a: o(u).v = og(u) + o, (u)r.
On considere le systeme:

u” —divo(u) = f dans Qr=Qx(0,7),

u} +og(u) —divped(u) =gr s Xp=Tx(0,T)

ull + o, () + 0% (u) : Oy = g, sur Yr (1.5)
u(0) =uf, u'(0)=ul dans Q

ur(0) =u3, (wr)(0)=u; sur T

ou (" = ), divo(u) est le champ vectoriel de composantes oy ;(u),7 =
1,2,3, diVTU%(u) est la divergence tangentielle du champ d’endomorphis-
mes du plan tangent o%.(u) et (63 (1) : Opv) = tr(oh(u).0mv).

Les conditions au bord dans (1.5) sont les conditions de Ventcel évolutives;
elles sont obtenues par passage a la limite dans un probleme de trans-
mission posé dans I'ouvert formé de la jonction de 'ouvert ) et d’une
coque mince 2° d’épaisseur € posée sur son bord, infiniment rigide et
infiniment dense, lorsque I’épaisseur € de la coque tend vers 0; elles
modélisent effet asymptotique du raidisseur Q° (¢f.[7] pour 'obtention
de diverses conditions de Ventcel stationnaires).

On pose: g(m) = gr(m) + g,(m)v(m) et on prend f = 0 dans (1,5); il
s’agit de trouver, pour des conditions initiales et un temps T conven-
ables , un contréle g tel que la solution u vérifie: u(7) = u'(T) = 0.
On considere les espaces:

x L2(T,T(I)), (resp. HY(T,T(T))), I'espace des champs tangents
vy dont les composantes dans une base du plan tangent sont dans
L2(T), (resp. HY(I)).

*x H =12(Q) x L3I, T(I")) x L*(T)

muni de la norme produit.
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* V={veH"Q):vyreHI,TT))}

muni de la norme:

Vit = (I ) + Ve By )

Nous verrons dans la proposition 2.4 que cette norme est équivalente
a la norme ||.|| définie par:

Vi = ([ o) s etwar+ [(ohw)s )+ \vP)dr)% .
et I'espace:

* V= {(vl,v2) vy eV, vy = V1|1"}

muni de la norme:

| (vi,v2) [[v=]v1 [lv
On considere sur ‘H 'opérateur non borné :
—divo(.) 0

A= os(.)  —divpol(.)
o) %) Oy

de domaine D(A) = {U € V : AU € H}. La norme de D(A) est définie
par:

[(ur,u2)|| pay = (HUUH%/ + [[divo(un)[[F2 )+

N|=

——0
los(ur) — leTUT(u2)||%2(F,T(F)) + [lov(ar) + U%(u2) : amVH%z(r))
On montre le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Theoreme 1.1. (i)Sif € L*(0,T;1L3()), g € L'(0,T;L%(T)), (u?,u))

€V et (ui,ud) € H alors le probleme (1.5) admet une solution (faible)
unique u telle que:

(w,uyr) € CO([0,T); V) N CH([0, T K)
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et il existe une constante positive C1 ne dépendant que de Q) telle que:
1w, wye) | e 0,7y + (0, W) 2o 0,720) < Ot (€l L2 0,712y +

gz o2y +HI(ud, ud)lly + (g, uy)lx)

(ii)Si £ € L*(0,T;V), g = fir, (u},u)) € D(A) et (uj,u3) €V alors la
solution u du probléeme (1.5) est telle que:

(u,uip) € C°([0,T]; D(A)) N CH([0,T]; V)
et il existe une constante positive Cy ne dépendant que de ) telle que:

1, wr) || e 0,704y + (W wip) [ 0,m0) < Co (€l 2 o)+
+(u, ud) I peay + ll(ug, ud)lly)

De plus on a:
(0, ur, o(u).v) € C° ([o,T];H%(Q) x H2(T, T(T)) x LQ(F)>
et il existe une constante positive C's ne dépendant que de ) telle que:

HUHLOO(O’T;Hg(Q)) + [luz |l oo 0,712 (0, m () +

lo(). )| oo 0,112 (0, m()) <
Cs (1€l 1 o,y + [1(uf, ud) | peay + [[(uf, u3)llv)

On considere maintenant le probléeme:

@] —divo(e1) = f1 dans Qr,

wop + 0s(p1) — divrod(pe) = for  sur X,

O+ au(1) + on(p2) : Oy = fo, sur S, (1.6)
©1(0) = ¢, ©1(0) = ¢t dans Q

p2(0) =8,  ¢h(0) =y sur T

et on suppose que ¢¥ = (¢9,09) € V et ¢! = (¢, pl) € H. L'énergie de
la solution ¢ = (1, p2) est définie par:

Blot) =5 [ (oton) (o) +I6A?) dot

1

(1.7)
3 [ (ohea): hlow) + 1) ar
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On pose f = (f1, f2) avec fo = for + fov; si f = 0 on dira que le
probléme (1.6) est homogene; 1’énergie est alors une constante qui sera
notée Ejy.

Soit xg € R?; on pose: q(x) = x — xg et R(xg) = Maz{|x — xo|;z €
Q} ; on désigne par Vr le gradient tangentiel et par Ar le laplatien
tangentiel; on démontre le théoreme d’unicité suivant:

Theoreme 1.2. Soient ©° = (¢9,09) € D(A) et ' = (p1,03) € V.
1l existe trois constantes positives §, v et c¢1, qui ne dépendent que de
Q telles que si Ty = 2R(x0)(V3 + /) alors Uénergie Ey de la solution
© = (p1,p2) du probléme homogéne (1.6) vérifie l’estimation:
- + -
R(x0)\/7 il 2R(x0)V/8
1 ([ (leal + 16 + 0 oa) s oa) + Vw4 lo(on)of?) a5
T
(1.8)

(T'—To)Eo + 7 <

Pour donner un sens au tenseur de courbure on suppose que la frontiere
[ de Q est de classe C3 (cf.[6]).

L’estimation (1.8) permet une mise en oeuvre de la méthode d’unicité
hilbertienne, (H.U.M.), de J.L. Lions,(cf.[9]), qui conduit au résultat de
controlabilité exacte suivant:

Theoreme 1.3. On suppose I' de classe C3; il existe un temps

To = 2R(x0) (VS +/7) ot § ety sont deux constantes qui ne dépendent
que de ), un espace de Hilbert F et un isomorphisme A : F — F' qui
vérifient:

(i) Pour tout (p*,—p°) € F' il existe un contréle g = gr + g,v tel que
la solution w du probléeme (1.5) avec f = 0, T > Ty et les conditions
initiales (u,up)(0) = p%  (w,up)’(0) = p vérifie:  u(T) =u'(T) =
0.

(i1) On pose (¢, 9") = A=1(p!,—p0) et on note ¢ = (1,2, (92 =
¢1|x,) la solution du probleme homogéne (1.6) correspondant; alors le
controle g est donné par:

{ gr = m(%) — 17 + 0P (1.9)
gy = —U%(@l) : 8mV — Y+ atgpllu + ATSOIV
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O est la dérivation au sens de la dualité, (cf. remarque 5.4.)

Dans ce travail on adopte le plan suivant: Au paragraphe 2 on donne
quelques notations et quelques résultats préliminaires de géométrie in-
trinseque pour les surfaces de R3. Le paragraphe 3 est consacré a la
démonstration du théoreme 1.1. Au pragraphe 4 on établit une identié
qui permet de montrer le théoreme 1.2. Au paragraphe 5 on démontre
le théreme 1.3.

2 Notations et résultats préliminaires

On reprend les définitions et les notations données en introduction. La
convention de 'indice répété est adoptée:

tI‘(T): 11 + 792 + ... = Ti, V.W = V;W;, O’(V) : 6(V) = O'ij(V)Eij(V).
Comme T' est de classe C?, pour tout point m de I' on peut trouver
un C2-difféomorphisme y d’un ouvert [ de R? (rapporté au systeme
orthonormé (0, &1, £2)) sur un voisinage ouvert de m dans I'. Les vecteurs
a, = Ox /0 (x~1(m)), a € {1,2} engendrent le plan T,,(T") tangent en
m a I'. On note par T(I') le fibré tangent, (cf.[1],[7],[12]). Soit G le
tenseur métrique associé a x de composantes: go3 = aq.ag, (o, ) €
{1,2}2 et (g*¥)1<ap<2 le tenseur inverse. La base duale de {an}a—1.2
est définie par: a®(m).ag(m) = 3, (symbole de Kreonecker).

A un champ tangent vy = v®a, on associe, par le produit scalaire de
R3, le champ de formes linéaires: vy = v,a® avec vy = gagvﬁ .

Tout champ vectoriel v défini sur I' s’écrit: v = vy + v,v ot vp(m) =
m(m)v(m) est la projection orthogonale de v(m) sur T,,(T") et

vy(m) = v(m)v(m). Soit vp(m) un champ régulier de vecteurs tangents
défini sur I'; on définit la dérivée O, vy de vp sur I' par: Onpvr =
(Oqvr)a®, (Oq est la dérivée par rapport a £%); c’est une application
linéaire qui applique le plan tangent dans R? et non dans lui- méme. On
définit alors les symboles de Cristoffel Fgﬁ par:

Fg\cﬁ - a/\ﬂaa,ﬁ avec Ao, = 835)(, a,f=1,2

La dérivée covariante du champ vy sur I' est 70, vpm; elle applique le
plan tangent dans lui- méme; si v = v%a,, la définition des symboles
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de Cristoffel montre que:
MO, VTT = (v% + Fg/\v)‘)agaa.

On définit 'opérateur de courbure de I' par: Op,v = (0qv)a®; c’est un
endomorphisme symétrique du plan tangent. Ses valeurs propres sont
les courbures principales de I" (¢f.[1],]7],[12]).
De vy = 0 on obtient par dérivation v(9p,vr) + v (Omr) = 0, ce qui
permet d’écrire la dérivée de v sous la forme:

OV = TOmvrm — UVT (OmV) + v(Omvy) + vy (O v)
A un champ scalaire régulier w défini sur I" on associe le champ de formes
linéaires du plan tangent défini par:
(Omw)(m) = w q(m)a®(m).

Le vecteur transposé de la forme (9,,w)(m) est le gradient tangentiel
noté (Vyw)(m).

2.1 Déformations et contraintes

Soit v : Q — R3 un champ assez régulier; on désigne par V son gradient;
on a sur I' (¢f.[1],]7],[12]):

dv = Vv = 1(0pvr) T + v, (0mr) + (O, vr) v+
v ((Omvy) = VT (9pv) + (9yv)P)

Les relations (1.1)- (1.4) sont une conséquence directe de (2.1).

Remarque 2.1. Soit v € H'(Q); des formules (1.1)-(1.4) on obtient:

e(v) re(v) = er(v) s er(v) + 2les (V) [* + |ev (V)%
o(v) 1 e(v) =2p (er(v) : er(v) + |e,(v)[?) + dples(v)[?
+A (tr(er(v)) + e (v)*.

On aura a considérer les espaces:

Ls(T,(T)) est espace des endomorphismes symétriques de T, (T).
Ls(T(T)) est espace des opérateurs symétriques de T'(T"); Un champ
7: I — T(') appartient a Lg(T'(I')) si 7(m) appartient & Lg(7,,(T))
pour tout m € I'.

(2.1)

Remarque 2.2. (0,,v)(m) est un élément de Ls(T,(I")); ses valeurs
propres sont les courbures principales de I' en m.
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2.2 Quelques espaces fonctionnels

Soit vp : I' — T(T") , vp(m) = v*(m)as(m) un champ tangent; On
munit L?(T', T(T")) de la norme:

1
2
HVTHL2(F,T(F)) = </F |VT|2dF>

qui est équivalente a la norme:

(ST

vy — (HUIH%%F) + Hvz”QLQ(F))

On munit H'(T', T(T)) de la norme:

el ray = (10 1By + 192130 w) (2:2)
Un champ 77 : I' — Lg(T(T)) appartient & L*(T', Ls(T(T))) si

(7 : TT)% : T — R* appartient & L?(I'); on pose:

1
Il 225y = Il (772 71)2 (| L2y

Remarque 2.3. Sivy € HY(T, T(T)), alors: er(vr) € L*(T', Ls(T(T))).

Proposition 2.1. L’expression ||'H11*11(F 7(ry) définie par:
el ry = ([ (vl + vr) : v ar

est une norme sur HY(I', T(T')) équivalente a la norme définie en (2.2).

Preuve. 1l suffit de prouver 'existence d'une constante C' > 0 telle
que:

| vr |z ) < CHVTH}{l(F,T(F))’ Vv € HY(T,T(T))
S'il n'en était pas ainsi, il existerait une suite {vk} < HY(T,T(I))
vérifiant:
Iv5 lmereny=1 Yke N, vi-—0 dans  L*I,7(T))
er(vh) — 0 dans  L*(T, Lg(T(I)))
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On pose: v’fp = véﬁl aj +U§~2ag; les expressions de w0, vy et du conjugué
d’un vecteur données au début de ce paragraphe montrent que:

MO VT = (vﬁ\“ + F’/\”rvl”) g)“”‘gﬂgaoéaﬂ7 d’ot: (vf“ﬁa + g’\aggﬂvff/\“) -0
dans L?(T"). En prenant o = 3, on obtient: Uﬁl +Uf“22 — 0 dans L2(I)
On a: gay (U%Oé + gAagguvf&“) = ganvfgo‘ + gguvf%“ — 0 dans L%(T).

En prenant (8,n) = (1,1), (8,1n) = (2,2) et (8,n7) = (1,2) on obtient les
limites suivantes dans L?(T): (gnvf“ll +gglvﬁ2) — 0, (gggvf?%—gglvgl) —
0, (g1lv§1+gzgvﬁ2 — 0. Posons: Wl} = Qv? = whla; +wk?ay. De V’% —
0 dans L?(T,T(T)) et des limites précédentes on déduit que les suites
(wkl), (wkz), (wﬁl), (w”‘?)7 (wi"i2 —f—wgl) tendent vers 0 dans L?(T).
L’inégalitée de Korn dans l'ouvert I’ montre alors que (wkl,ka) — 0
dans H'(I') x HY(I'). D’on (v*',v*?) — 0 dans HYT) x HYT) ce
qui contredit la définition de la suite {v£.}.

Proposition 2.2. L’application: vy — vy — diUTJ%(VT) est un 1iso-
morphisme de H*(I',T(T)) sur H¥=2(T', T(T")) pour tout réel s > 1.

Preuve. La forme bilinéaire:
B:(vp,wp) — / (vrowr + o (vr) : E%(WT)) ar
r

est continue et coercive sur HY(T,T(T")) = (H}(T,T(T))) d’apres la
proposition 2.1; alors pour tout f € H~Y(I',T(I)) il existe un unique
vy € H'(T,T(T)) tel que: B(vr,wr) = (f,wr), Ywre H'(T,T(T)).
avec:

Coll -1,y < Mvrllar@ray < Cillflla-1 @)

ce qui prouve que 'application vy < vy — divpoh(vy) est un isomor-
phisme de HY(T', T(T")) sur H~Y(T, T(T)).

L'opérateur vy < divpod(vr) étant elliptique, cette application
est aussi un isomorphisme de H?(T',T(T')) sur L*(I,T(T')). comme
HYT,T(T)) = H}(',T(T)) on déduit par interpolation que cette ap-
plication est un isomorphisme de H?>~5(T, T(T")) sur H—*(T, T(T")) pour
tout réel s compris entre 0 et 1,(¢f.[10]). On termine par interpolation
grace a lellipticité de l'opérateur vy — divTU%(vT).
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2.3 Densité et régularité
Lemme 2.1. Soit H(divo) l’espace défini par:
H(divo) = {v € L*(Q) : divo(v) € L*(Q)}

muni de la norme:

N|=

1l ¢y = (1012 + Ndivo )2y
On peut définir une application continue
H(divo) — H2(T) x H 3 (T), v — (vp, (0(v).0)r)

Preuve. Soient w € H%(F) et w € H?(Q2) (un relevement continu)
vérifiant @p = w et (o(w).v)r = 0. Pour v € H(divo) on pose:

(T1v,w) = /Q (wdivo (v) — vdive (w)) dz.

On montre que le terme de droite ne dépend pas du relevement w; il
suffit pour cela de prouver que ce terme est nul si w est un élément de
H3(9).

Ce terme est nul si @ est un élément de D(Q2,R?) et par densité il sera
nul pour tout élément de H3(£2). On a:

G, w)l < Cllwlg o 19l vy
~1v est donc un élément de Hfg(lﬂ) et on a

9103 gy < Cloldive):

~1 est donc continue de H(divo) dans H_%(F) et si v est réguliere on a
Nv = (o(v).v)r-

Soient w € H%(F) et w € H?(Q) (un relevement continu) vérifiant @y =
0 et (o(w).v)r = w. Pour v € H(divo) on pose:

(yov, w) = /Q (vdivo (W) — wdive (v)) dz.
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On vérifie, comme précédemment, que g est bien définie et on a:

(0w, w)] < Cllwlgy o 1ol divo:

Yov est donc un élément de H_%(I‘) et on a:
ovllgy gy < Coliivy

~o est donc continue de H(divo) dans H_%(P) et si v est réguliere on a
Yov = .
Remarque 2.4. Pour tout élément w € H2(Q) et tout élément v €
H(divo) on a:

(00 (W) ¥y )b

/ (vdivo (w) — wdive (v)) dx
Q

—({o(v).v,w) s

Lemme 2.2. Soit H!(dive) = {v € HY(Q): divo(v) € L2(Q)} muni de
la norme:

[SIE

ol aivey = (101 + lldino (0)]122(c )
D(Q,R?) est dense dans H'(divo)

Preuve. Soit v € H!(divo), et f = v—divo(v) € L2(Q); on considere
{fx} € D (Q,R?) telle que: fr, — f dans L2(Q) et {gx} € D (I',R3)
telle que: gy — vjr dans H%(F, R?). Soit v* la solution du probléme:

v* — dive(v¥) = fi dans Q,
v‘kr =g sur I.

On a: {v*} € D(Q,R?),v¥ — v dans HY(Q) et dive(vF) — divo(v)
dans IL2(Q) donc v¥ — v dans H'(divo).
Corollaire 2.1. L’application:
£ :D(Q,R3) — H3(T)
v—= o)y =o0g(v)+o,(v)v
se prolonge de fagon unique en une application continue:

H!(divo) — H™2(I).
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Preuve. L est définie sur D (2, R3) par:
(Lu,v) = / (dive(u).5 + o (u) : e(5)) dz
Q

oil v < ¥ est un relevement continu de H2 (T') dans H!(Q); il existe alors
une constante positive C telle que:

[ (£,0) | C (el oy + 1iver () eage) ol 3 0
On applique ensuite le lemme 2.2.

Proposition 2.3. L’expression ||| . |||v définie par:

v llv=( [ o) s cwre v Pre+ [ obew e%<v>dr>§ (23

est une norme sur V équivalente a || . ||v définie par:

N

v o= (I By + I vr ey
Preuve. On montre qu’il existe C' > 0 tel que:
[vivsCllvily, VvveV

Dans le cas contraire on aurait une suite {vF} C V qui vérifie:

IvF ) + | v e ray=1, et || v¥ [[lv—0
De l'inégalité de Korn il vient: v¥ — 0 dans H'(Q). Alors v& — 0
dans L2(I',T(T')) et v¥ — 0 dans L*(T") ce qui joint &: /a%(vk) :
r

€1(vF)dl' — 0 donne: €)(vh) — 0 dans L*(T, Lg(T(T))). La propo-

sition 2.1 montre que: v — 0 dans HY(I',T(T)) ce qui avec v* — 0

dans H'(£2) donne une contradiction.

Proposition 2.4. L’expression || . || définie par:

v ([ ot eman s [o4w): ) + vP)dr)é (2.0

est une norme sur V équivalente a || . ||v définie par:

[NIE

v lv= (1 Iy + Il ve Braeay)
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Preuve. On sait de [9] qu’il existe 6 > 0 tel que:

/QWdex < 5<Aa(v);e(v)dx+A|v12dr>, Vv € H'(Q).

Ce qui montre que ||.|| est bien une norme sur V; pour montrer qu’elle
est équivalente a ||.|lv on suppose le contraire; nous aurons une suite
{vF} C V qui vérifie:

v e @) + IVF I ooy = 1
V¥ —0

Alors v‘kF — 0 dans L2(T) et e (vh) — 0 dans L(T, Lg(T(T))). la
proposition 2.1 montre alors que: v% — 0 dans HY(I', T(T")). Comme
I'injection de H'(£2) dans L2(Q2) est compacte on obtient: v¥ — 0 dans
L2(Q) (il s’agit en fait d'une sous suite). L’inégalité de Korn montre
alors que: vF — 0 dans H!(2) ce qui joint & v& — 0 dans HY(T, (T(T")))
donne une contradiction.

Proposition 2.5. On donne ur € H%(F,T(I’)) et w, € H%(F) Il
existe v .€ H2(Q) vérifiant: vy = ur, 0,(v) = w, sur I et il existe une
constante positive C' ne dépendant que de §2 telle que:

g )

IVlz(oy < € (Ihurll,, b

()
Preuve. Soit wy la solution du probléme:

wy —dive(wy) =0 dans 2
wir =up, wy, =0 sur I

Alors wy € H?(9) et W1l 2 ors) < C||uTHH%(F7T(F)).
On a: o(w).v =o0g(w) + 0,(wW)v ; soit wa la solution du probleme:

wy — divo(wy) =0 dans
o(wa).v = (w, —o,(wy))v sur T

Alors wy € H?(Q) et
Iwallzz() < Cliw, = au (W)l 4y -

Pour n positif assez petit on pose:
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O"={M:0M =Om+z,v(m),mel,—n <z, <0}

Soit x € C*([-n,0]) telle que: x = 1 au voisinage de zéro et xy = 0 au
voisinage de —n. Si wor = w§a, on considere w§ un relevement continu
de w$ dans H?(Q2) puis on pose: war(m,z,) = x(z,)w§(m,z,)a, et
w3 = war dans Q7 et zéro ailleurs. Alors ws € H?(Q) et

Iwslla2() < Cllwallaz@) < Cllwy —ov(wi)ll ;3

Soit wy, un élément de H?(12) tel que:
wWyyr = 0; (Qpway)r = AM(2p + M)~ ltr (TOmw3rT)|r et

lwavllzrz(@) < Clltr(TOmwsr)ll 44

On pose: wy(m,z,) = x(z,)ws,(m,z,)v(m) pour —n < z, < 0 et
wy = 0 ailleurs. Alors: [|[wylg2) < Cllw, — UV(Wl)”H%(F)'

On termine la démonstration en prenant. V=W + Wy — W3 + Wy.
Proposition 2.6. Soitu € V avec divo(u) € L%(Q), ur € H%(F,T(I’))
et o,(u) € H%(F) Alors: u € H?(RY) et il existe une constante positive
C telle que:

HUIIHQ(Q)§0(||u—dm(u)\|L2 + [l THm(FT(F +||au(u)HH%(F))

Preuve. D’apres la proposition 2.5 il existe v € H2() tel que vy =
ur,o,(v) =o0,(u) et

IVlie@) < (Irlyg g, + v @y ) -
On pose: u = (u—v)+vetw=u—v;ona wr=0,0,(w)p =
0 et dive(w) € L*Q); alors: w € H2(Q), et Wk < Cllw —
dive (w)||12(q),(cf.[11]), ce qui donne:

lallaz) < [IVIm@) + [Wlkn2@) <

o = divor () 2oy + 07l g, + v @ )
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Proposition 2.7. Soit
Z={ueV:dio(u) € L*(Q),05(u)— divprod(u)
€ H%(F,T(F), oy(u) +od(u): Oy € H%(F)} ;

ona Z CH}Q), ur € Hg(FjT(F)) Yu € Z et il existe une
constante positive C ne dépendant que de 2 telle que:

[ullg2(0) + [lur| < Cllos(u) — divrog(u)]

H2(1,T(T))
Yu € Z

H3 (,7(D)

+C (Hu — divo(u)||.2(q) + llov(u) + 0. (u) : Bml/HH%(F) ,

Preuve. Soit u € Z; d’apres le corollaire 2.1 on a

os(u) € H_%(I‘,T(F)); de o%(u) = o3 (ur)+2p1, O v+ N Uy tr () I
il vient alors ) ,

divrof(up) € H 2(I,T(T)) et donc up € Hz2(I,T(T)) d’apres la
proposition 2.2; on obtient o, (u) € H%(F) et donc u € H?(Q) d’apres
la proposition 2.6 et il existe une constante positive C' ne dépendant que
de © telle que:

ullizqe) < € (Il = divo(@lz) + larll, g ) + o @ )

On montre qu’il existe une constante positive C' telle que:

[ullz(e)+ < Cllos(a) — divrog( +

Db e

C (Hu — divo (w)|lL2(0) + low(w) + 0% (w) : durl, s Vue 2

(F)) ’

Si cela n’était pas vrai il existerait une suite {u*} c Z  telle que:
0¥ g2y = 1, u¥ — divo(u*) — 0 dans L2(Q),
os(u¥) — diVTO'Sﬂ(uk) — 0 dans H%(F,T(F)),
o, (uk) + U%(uk) : Oy — 0 dans H%(F)

(2.5)

En posant: f*¥ = u* — divo(u¥), gk = og(u®) - divTaoT(uk), gk =
o, (uk) + od.(u) : 9,1 et gF = gk + gFv on obtient:

(uk’v)]L2(Q) + / o(u®) : e(v)de + / o (uF) : ) (v)dl =
Q r (2.6)

/ thvdr + / ghvdl, WYveV

Q r
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{u*} étant bornée dans H?(Q) on a: u* — u € H?(Q) dans H>5(Q)

fort, avec 0 < s < % On peut alors passer a la limite dans (2.6); on

obtient:

(0, v)r2) + /

o(u) : e(v)dx + / or(u): 1(v)dl =0, VveV
Q r

(2.7)

En prenant v = u dans (2.7) on obtient u = 0; il vient alors de (2.5)
dive(u*) — 0 dans L2(Q2). De u* — 0 dans H*(Q) et dive(u*) — 0
dans 1.2(Q) le corollaire 2.1 donne: o(u¥).v = og(u”) + o, (W*)v — 0
dans H_%(F); de (2.5) on obtient alors m%(uk) — 0 dans
H_%(F,T(F)). Comme uf“r — 0 dans H%_S(F), 0 < s < 1), et
o2 (u¥) = od(uk) + ol (ubv) = a%(u?) + 2puy Oy + N uytr(Opv)Is
on obtient dlvTU%(uT) — 0 dans H™ (F,T(F)) d’ott uf, — 0 dans
o (I, T(T)) d’apres la proposition 2.2.

De la derniére limite de (2.5) on obtient alors ¢, (u¥) — 0 dans H%(F)
La proposition 2.6 montre que u* — 0 dans H?(2) ce qui contredit la
premiere égalité de (2.5).

Soit u € Z; on a dyu € H%(F); de (1.1)-(1.4) il vient

os(u) € H2 (I, T(T')) d’ott divpol(u) € Hz (T, T(T)).

Comme:

op(u) = op(ur) + o (uyv) = op(ur) + 2u(uynv) + Nuyte(Onv) 12
alors dwTU%(uT) € H2(I',T(T")); la proposition 2.2 montre que

,_.

ur € H 2(F,T( )) et il existe une constante positive C' ne dépendant
que de Q telle que:

[ur|| < Clluy — divroy (ur)||

H3 (1,7(T) H2 (D7)
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On a:
Idivrof ()l g 1y, < Idivrof (@) = os@l g+
|divrad (u, m1/)||HZ(FT ) + [los(u )”HQ(RT(F)) =

O (IMallazqey + divrofw) = o5l 3 ) <
C (lostw) - divraf (w4 oy + I = divo (@) 2o+

low (@) + (@) Dl 3 )

Remarque 2.5. On a: V = D(.A%) et D(A%) ={UecV:AU € V}; Si
(ur,ug) € D(.A%) alors:

o Les propositions 2.2 et 2.6 montrent que uy € HQ(Q) et et il existe une
constante positive C' qui ne dépend que de ) telle que:

i) < € (I = divor(un)|2, 0+

3
2
u u
el o ol )
o La proposition 2.7 montre que u; € H2(), ugr € H%(I’,T(F)) et

et il existe une constante positive C' qui ne dépend que de Q telle que:
lasllze o) + llu2rll 5 gy <

Cllog(ur) — m<u2)HH§(F,T(F))+

C (Hul — divo () |20y + [low(ur) + 0% (us) : 3m”"H%(r)> .
Proposition 2.8. L’injection:

{ D(A2) — H2(Q) x H3 (T, T(T")) x H2(T),
(v1,v2) — (v1,v21, V2))

est continue.

Preuve. D’apres la proposition 2.7 il suffit de montrer qu’il existe une
constante positive C' telle que:

CHU” 3, Yv=(v,v2) € D(A%

2

)

lorllszo) + llo2rll 5 1y
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Dans le cas contraire on aura une suite v* = (v, v%) € D(.A%) qui vérifie:
k k
by + el gy =1 6 104143, — 0
De
—dive (vf)
Ak = og(vf) — divpod (vh) eV

o, (VF) + o9 (v8) : O

il vient
—(divo (v})r)r = o5 (vf) — divro(vf),
—vdive (vi)r = o, (vF) + 0%.(v8) : Ov
et
[0HI2 = oI A3 = b1 0 + [ivo (o] )+

D(A2)
HUIQCTH%{l(F,T(F)) + ||US(U]f) - diVTU%(”S)H%{l(F,T(F))

La proposition 2.7 donne alors une contradiction:

3 Existence et régularité des solutions

Proposition 3.1. Soient f € L2(Q) et g = gr + gV € H%(F) Le
probléeme:

u— divo(u) =f dans
os(u) — diUTJf_Op(u) =gr sur T (3.1)
o,(u) +o3(0): Opr =g, sur T

admet une solution unique u € V; de plus u € H3(Q) , ur €

Hg(I‘,T(F)) et il ewiste une constante positive C' qui ne dépend que
de Q) telle que:

1
Pl + el 5,1, < € (I8l + D))
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Preuve. Le probleme (3.1) a pour formulation variationnelle:

/ (uv + o(u) : e(v)) dz + / 0(0) : € (v)dl' =
Q

r

/fvdx+/gvdf‘, Vvev
Q r

D’apres la proposition 2.3 ce probleme admet une solution unique u dans
V; il suffit alors d’appliquer la proposition 2.7.

Proposition 3.2. Soient f € L2(Q) et g = gr + gov € L% T). Le
probleme:

u—divo(u) =f dans Q

os(u) — diwag(u) =gr sur T (3.2)
o,(u) +o%(0): Opr =g, sur T

admet une solution unique u € V; de plusu € H? (), ur € H¥(T,T(I"))
o(u).v € L) et il existe une constante positive C qui ne dépend que
de Q) telle que:

HuHHg(Q) + o).z @) + lurllg2eray < C (€l + lglzw)
Preuve. On suppose que f € V' et g € Hfé(F). Le probleme (3.2) a
pour formulation variationnelle:

/ (uv+o(u):e(v))dr + / o(u) : €(v)dl =
Q

r
(f, V)V’,V + (g, VIF)Hi%(F),H%(F) , VV & V
D’apres la proposition 2.3 le probleme (3.2) admet une solution (faible)
unique u dans V et il existe une constante positive C' qui ne dépend que
de © telle que:

lully < € (Il + g, )

D’apres le corollaire 2.1 on a o(u).v € Hfé(lj) et

o)y oy + < C (lally + dive(w)z2e)) <

C (Ellzqe + gl o)
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L’application (f,g) — (u,o(u).r) est donc continue de L2(Q) x
H~2(T") dans H(Q) x H-2(T).

D’autre part, d’apres la proposition 3.1, cette application est continue
de L2(2) x Hz (I') dans H?(2) x Hz (T"). On obtient, par interpolation,
une application continue de L?(Q2) x L2(T") dans H2 () x L2(T).

De (3.2) il vient divrod(u) € L*(T,T(T')) dou divrod(ur) =
divTJ%(u)—M (20, O + N uytr(0p,v)) € L3(T, T(T)) puisque u, €
H(T') ; la proposition 2.2 donne alors uy € H*(I', T(I')) et

HUT”HZ(F,T(F)) < Clur — diUTJ%(uT)‘|L2(F,T(F)) <
O (Ihall3 ) + los (@) = divrod ()l eqrorry + los (@l +

| divTU%(“V”)HB(F,T(F))) < C (IIfllLz) + lgllizm)
Proposition 3.3. Si (uj,us) € D(A) alors u; € H%(Q) , Ugr €
H2(T,T(T)), o(u).r € LXT) et Uapplication:
D(A) — H2(Q) x H2(T, T(T")) x L4(T)
(w1, uz) — (ur,ugr, o(ur).v)
est continue.

Preuve. On rappelle que (u;,ug) € D(A) si et seulement si (up, ug) €
V et

u; — diva(ul) S ]L2(Q),
os(uy) — divTJTO (ug) € L*(T, T(I)), (3.3)
o,(a1) + 0% (u2) : Opr € LA(T)

La norme de D(A) est définie par:

(a1, u2)|[pay = <Hu1H%, + Hdiva(m)Hiz(Q)—i—

N

——0
los(ur) — leTUT(u2)H%Q(F,T(F)) + [lov(ar) + U%(U-Z) : amVHé(p))
11 suffit alors d’appliquer la proposition 3.2.
On pose: u = ui, 11‘1" = Uy, U = (U1,UQ), g = 8r + gy,

F = (f,g), U = (u},u)) et U' = (u}l,ul) alors le probleme (1.5)
s’écrit:

U'+AU=F, U0)=U0" U(0)=U"! (3.4)
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Lemme 3.1. L’injection V — H est compacte a image dense.

Preuve. On commence par montrer la densité de V dans H; Soit
(v1,va) € H; On consideére une suite {w5} C D(I', R3) qui converge vers
vy dans L2(T") et uf la solution du probleme:

k

{ uf — Auf =0 dans Q
— wk
Uy = Wy sur r

alors u§ — uy dans L2(Q) solution du probléme:

us — Aug =0 dans Q
ugp = vy sur I'

Soit {w#} une suite de D(2, R3) qui converge vers vi — ug dans L2(Q).
On pose v = wh + ub; (v¥, v’ﬂr) est alors une suite de V qui converge
vers (vi,vs) dans H.

La compacité de l'injection ¥V — H est une conséquence immédiate de
la compacité de I'injection H'(Q2) — L2(Q2). Le théoreme (1.1) découle
du théoreme qui suit et de la proposition 3.3.

Theoreme 3.1. On donne: s > 0 un nombre réel , F € L*(0,T; D(A*)),
U0 e D(AH%) et UL € D(A®). Le probleme (3.4) admet une solution
unique:

U e CO([O,T];D(ASJF%)) N CH([0,T); D(A?%)) et il existe une constante
positive C' ne dépendant que de ) telle que:

10 e o 7:past 4y H NV @ ipany - =
C (1Pl 0zpeasy + 10°0 govp, + 10 Ipas)

Preuve. L’opérateur A est positif, auto-adjoint; d’apres le lemme (3.1)
I'injection: V — H est compacte a image dense; D(A) est alors dense
dans V et il existe dans H un systeme dénombrable de vecteurs propres
de A complet dans H et dans D(A) . Si AUy, = A\ Uy, k = 1,2, ... alors:

UeDA) < > A\ (U Up) < +o0,

k>1
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ot ((.,.)n est le produit scalaire de H). Il suffit alors d’écrire explicite-
ment la formule de résolution:

U(t) = ZZO:O Cos(t\/E)(UO, U)mUrk + > peq sin(t\/ﬁ)(Ul, Uk)H\/UTk—k-i-

o /0 sin((t = $)v/A) (F(5), Ui %d&

Remarque 3.1. Le probleme (3.4) admet la formulation variationnelle:

{ (U", V) +a(U, V)= (F,V), VV = (v1,va) € V, (3.5)

U =0° U'(0)=U"!

avec:

a(U, V):/Qa(ul):e(vl)dx—i—/FJ?p(uQ):egp(VQ)dF

Remarque 3.2. On suppose: F € L'(0,T;H), U’ € V et U' € H;
Uénergie de la solution U du probléme (3.5) s’écrit:

EU,t) = 5 (aU,U) + U"|I3)

1
2
4 Théoréme d’unicité
4.1 Une identité

Proposition 4.1. Soient q € WH(Q), (¢°,¢1) € D(A) x V et f =
(f1, f2) € LY0,T;V); la solution ¢ = (p1,p2) du probléme (1.6) corre-
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spondant vérifie l'identité:

(1, (@V)e1)ald + (Phps (TOme1rT + @10 (Omy))ar)r|d +
(s (T Oz £+ /Q o(p1) : VaViprdedts =
T
wq

(41 = o(er) s elgn))dade — [ % (uid,urf?+
X7
(u+ S s+ [ % Cuehten) + M) o)+
T

— divrq
101 — (Omv) 17| — W1|2) ax +/2 > L (|90/2T|2—

T

O
!

op1)  (n) dE /2 (09:(02) : O PTF (O ) Ay A5+

/ o3 (p2) t (FOm@2r™ + 200V )T Oy ) dS+
X7
Ompa (07 (02) (Omv)ar) dX — /Z 0,(01) (Omepry)ar+

J T
fz (R : op(p1)) : (901T®qT)dZ = / f1(aV)ey)dz+

T Qr

f27T(7ram901T7r + (Pluamy)quZ - f21/ (WamV)QTdZ
X X7

(4.1)

ou R est le tenseur de courbure de I', (¢f.[6]); c’est un tenseur une fois
contravariant et trois fois covariant de composantes:
é 6
Ra[ﬂ:rv Fﬂav+r‘ﬁr Yo 5l Gas L S @, 3,7,0 < 2
Les I'j, sont les symboles de Cristoffel, (¢f.[1],[7],[12]).
Preuve. Les calculs qui suivent sont justifiés par le point (ii) du
théoreme 1.1. On multiplie:

La premiere équation de (1.6) par (qV)p1) et on intégre sur Qp; on
obtient:

div
(et (a¥)enalt + [ ST (A~ olon) - clp) o
T

/ (o(¢1) : VaVipy) dS + / W (1) : elpr) — |} |?) A5~

up 2
(0 1)) (qV )prdadt / F1(aV)e)da
X7 QT
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La deuxiéme équation de (1.6) par (70,177 + ©1,0mV)qr et on inteégre
sur X7; on obtient:
(s (TOmP1TT + P1,0mv)ar)r (g —
Por (TOmPIrT + ¢1,0mr) dpdS+

X

(p2) : TOm (MOmp17™ + ©10(OmV))ar) dX+

oy
/ 05(¢1) (MOme17T + ©1,0mV) Qpd> =
D)

T

L,

E(Wam Y177+ Soluaml/)quE
X

La troisieme équation de (1.6) par (—@170mV)qy et on integre sur Xr;
on obtient:

(90/21/7 (_WamV)QT)F’g + / S0,21/ (anamV> quE_

Xt
/ (02(¢2) : Ouutr) (PTTOmr) ArdS—
X
/ 00(01) (FTTOmV) qrdS = — | fou(@TT0my)qrdS
ET ET

La somme des trois égalités précédentes donne:

(@1, (@V)e)ald + (Phy, (TOmerrT + ©100my)ar) |t +

_ divq
(¢4, (—2170mv)ar)rlf + 5 (I¢11? = 1) : (1)) dmdt+
T
(1) : VqViprdadt + : %” (o(p1) : e(ipr) — | [?) d=—
T T

(o(01))(aV)prdE — / Gy (1O + Dot d S

T

>
goéy(—jﬂwamv)quZ + / o5(¢1)(TOmp17T + P1,0mV)qrd X+
Er

T

v (1) (—P110mr)ardS + / (07 (2) : Omv) (—P170mv)ardS+

T 3

U%(SOZ) : MO (MOmp1TT + 01, (Omv))ar) d¥ =

T

J1(aV)er1)dz+

T

T

f27T<778m901T7r + SoluamV)QTdE + fQV(_WamV)quE
S

T
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On calcule ensuite les différents termes.

/ Oy (TOmPhyrm)ardS =

X

diVTq
L[ onlidaParas = - [ Ty pas
X7 X7

Sachant que (qV)p; = Voi.q, on obtient de (2.1):

(o(1).v)(@V)e1 = os(1)(TOme1TT™ + ©1,0mV)dr+
UV(SDl)(amSplu - WamV)QT + QZ/(O-(SDI)'V)aVQDl

Enfin, un calcul trop long pour étre donné ici, montre que:

o7 (02) : O (TOmpr17T + 010(Omv))ar) ™ =
o (p2) : (T Ompar) T + P20 (Ov)) (TOmarm)+ (4.2)

(Onspn) (03(22) (Omv)air) + 50m(0(2) : H(02))ar—

(0%3(¢2) : Onmv) (Omprv)ar + (R : o (e1) : (11 ) ar)
En remplacant les termes précédents par leurs valeurs on obtient:

(@1, (@V)en)ald + (@hr, (TOme1TT + 010 (Omv))ar)r|d —
(¢, (FTOm)ag)rlL + / o(¢1) : VaViprdadt+

Qr

divq
(11 — o (1) : €(pr))dzdt+

- 2
(Omp20) (0 (2) (Omv)ar)dE+

T

L o(p1) : clior) = 200 (1)) uipr) — 4 )

(0%(22) : Ot PTT (D) S — / 00 (1) (Omeor,)ardS+

T X

divrq
ST (ot 2 — 0$(1) - eplipr))d+

S

(U%(gpg) D (TOmpar™ + 92,.0m V) (TOmarT))dE+

(R: o3 (p1)) : (17 Q) ar)dS = /Q f1(aV)prdz+

~

T

T

27 (TOm 17T + 1,0mV)qrdE —/ Jou (P170mv)qrdX
T X

(4.3)
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Les relations (1.1)-(1.4) et la remarque 2.1 donnent:

a(p1) s €(p1) — 2(a(p1)V)(Ovpr) = or(p1) = er(p1)+
205(p1)es(p1) — 205(p1)Oviprr — ou(p1)en(p1) =
(2uer (1) + Mr(er(p1))I2) = er(p1) + Aew(p1)tr(er(p1))+
205(¢p1) (es(ip1) — Ouiprr) — au(p1)en(p1) =
(2ued (1) + Atr(eh(o1))I2) = €(p1)+
w (|amS01V - (8mV)901T|2 - |8V<P1T|2) —(2u + )\)|01,g01,,|2

D’ow:
/2 (0(p1) (1) = 2(a(p1)v)(Ovepr)) dX =

g ((2pet (1) + Atr(ep(p1))iz) = ex(p1)+

1 Omp1y — (Omv)err|* — pldverr|® — 21+ N[0y e1n|?)dS
On obtient (4.1) a partir de (4.3) et (4.4).

(4.4)

Lemme 4.1. Pour tout champ scalaire n défini sur I' et tout champ
tangent v supposés réquliers on a:

(Omn)vr = tr(vpOmn) et divpvy = tr(mOpyvrm)

Preuve. Si vy = v%a, alors tr(vro,n) = a®(vromn)as = v*9an.
D’autre part (Op,n)vr = (Jsn)a’(v¥a,) = (Jan)v®, ce qui montre la
premiere relation.

Soit ¢ € D(I') un champ scalaire; par définition on a, (d’apres la
premiere relation du lemme) :

/¢divTdeF = —/(amw)deF = —/tr(vT(amw))dF
r r r
Or 70y (Yvyr)m = vpopy + Yr(Opvr)m 5 dou:
/ bdivpvrdl = — / 11 (7B (v 7)) dT + / Dt (r(Bvy)m)dl
r r r

Si 7 est un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent a I et
v un champ tangent régulier on a par définition:

/diUTTTVTdF: —/tT(TTTI'(amVT)TF)dF
r r
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d’ou:
/wdiVTVTdF_/¢(diVTIQ)VTdF+/’l/)tr(Tr(amVT>7T)dF
I I I

On a pour tout wr € D(I',T(T"))

/(di'UTIQ)WTdF =— / tr(mw(Opwr)m)dl = — / divpwpdl =0,
r r r

par définition de divpwyp, d’ou divyplys = 0, ce qui termine la
démonstration.

Lemme 4.2. Pourq=x—Xo=dqp+ qV on a

TOmarm™  +  @Onv = I
Vrg, = (Omv)ar (4.5)
divrqr = 2 —  qtr(Ony)

Preuve. On a, (¢f[1],[7],[12]):

TOmATT + @OmV, Omqy — (OmV)Qr >

Vq = _[3 et VQ|F = < quT 8qu

Ce qui donne: 70, qrm+q,0mv = Iz et 0,,q, — (Ov)qr = 0; la premiere
relation de (4.5) est obtenue par transposition, sachant que l'opérateur
de courbure 0,,v est symétrique; la troisieme relation découle du lemme
4.1 et de la premiere relation de (4.5).

Proposition 4.2. Soient q = x — xq, ¢° = (¢, ¢9) € D(A) et p! =
(o1, 03) € V. La solution ¢ = (p1,p2) du probléme homogéne (1.6)
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vérifie lidentité:
TEo + (¢}, (aV)e1 + e1)ald + (#hy, (mOmprrm
+010(Omv))ar + @21)rl§ + (¢4, (=217 (Omy))ar + ¢2.)1|

! /E (Iebrl? + 8loh |2 + 02(02) : (22))dS
T

T _
0=

/ET %”(\90’2\2 + 1(10vrr? = 10mer — (Omv)errl?) — (uer(p1)+
Atr(eq(p1))ia) : €p(p1))dS+
L 5l o) - tir(nn)+
2(0% (1) : (TOmp17T + ©10mV) O + (211 + N) |0y 01, [*)dE+
L (b BT on)ardS [ dnprelohen 0nv)ards s

/. o) Onpr)ards - /. (R Ahen): (o @ ar)as
(4.6)

~—

no |19

Preuve. Il suffit de montrer 'identité (4.6) pour (¢, p!) € D(A%) X
D(A) et de généraliser par un argument de densité. On commence par
exprimer la conservation de I’énergie:

Fo= 5 [ (o(e): elen) + 1t P)a +
3 (@) e + I Par (47)

D’apres la remarque 3.1 ¢ vérifie: (¢”,v) + a(p,v) = 0,Yo € V; en
prenant v = ¢ on obtient: (¢, p)x — [|¢']|3, + ale, ) = 0, dou
la relation d’équipartition de 1’énergie:

T
ol = / (KB — ale.y)d. (48)
0

On obtient (4.6) a partir de (4.1) en tenant compte de (4.5), (4.7) et
(4.8).

Soit xg € R3; on pose: q(x) = x —Xg et R(x9) = Maz{|x — xo|;z €
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Proposition 4.3. Soient ¢° = (¢9,¢9) € D(A) et ' = (pi,p3) €
V. 1l existe trois constantes positives 0, v et co, qui ne dépendent
que de Q telles que si Ty = 2R(x0)(VS + /) et M = Maz{(1 +
’}/R(XD))%, 2(R(x0)V0)™1) alors énergie Ey de la solution o = (1, ©2)
du probleme homogeéne (1.6) vérifie 'identité:

1 012 1 012
(T = To) Eo + moym121la + gpmoyvsleilt <
b [ sl + 3l Pz

X
2
@
o (et N0y > — (2u0(@1) + Atr(ep (1)) I2) : €7(01)) dE+

qu _—
/E Y (152 + u(lBvprrl? — Brprs — (Om)prrl?) dS+
T

X7

Mes /E (12 + 104 2)ds + /E 0 (1) O ) s+
T

/; %V ((|6hr]* — o7 (2) * €1(02))tr(Omy)+
T
209.(¢1) : (TOmP17T + P100m)Omv) dS+
/ (07(02) : Omv) @17 (Omy)ardE—
X7

/E Omp1 (0%(01) (Om1) ) S — / (R 0% (1) : (orr R ar)ds
! ’ (4.9)

Preuve. On majore les termes intégrés de la relation (4.6) par la
méthode de V. KOMORNIK (c¢f.[5],[9]). On pose:

f(t) = (90/1 (t)a (qv)()ol(t) + (Pl(ﬂ)g - (‘Pll (t)7 (Qkak()ol(t) + 901(75))9

( Ok désigne la dérivée par rapport a la variable d’espace xy).
On a:

| (&1, (@V)e1 +@1)q lo | < 1€(0)] + [€(T)]
On écrit:

« 1
()] < §|‘p,1(t)’?2 + 5o lakOker () + e1(t)[3
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ol « est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:

() + 01(D)12 = lardrer (O[3 + [or (O + /Q 0o (0))dz =
lgkdkor (O[3 — 201 (D)3 + / Gl (1) 2T <

R(x0)2Vor ()3 — 201 (8)[3 + R(xo) /F o1 (1) 2.

Sachant, (cf.[9]p.231), qu’il existe v > 0 tel que:

/Q\vv\2dx <7 </ﬂ o(v) : e(v)dx+/ryv|2dr> , Vv e HY(Q).

on obtient:
k1 (1) + 1 ()3 < VR(x))? /Q o(1) : elior)d — 2lpr (1) +
(Rix) +7R(x0)?) [ for(o)Par:
I
d’ou:
X, 2
€01 = 3l + T [ o) oo
1

Ler 0l + 50 (Boxo) + vRE0)) [ lpa(Par
« « T

Le choix oo = R(xg),/7 donne:

")/ —
Q
R(Xl)\fwl( \1F(1+7R X0) /|(p1 )J2dT <
R(x0)v/7Eo R(xo \f/ (01(8)) : €% (g1 (1))d0—
W\@l( )\ 2\7(1+7R(x0 )/F |<p1(t)y2dp

@ est un élément de H'Y0,T;1L3(T")) qui s’'injecte continument dans
CY(]0, T];IL3(T")); il existe alors une constante positive ¢; telle que:

HSOIH%OC(O,T;IL?(F)) <a <H<P1”2L2(0,T;L2(r)) + H‘pll"%?(O,T;LQ(F)))

261 REVISTA MATEMATICA COMPLUTENSE
(2001) vol. XIV, num. 1, 231-270



HEMINNA CONTROLABILITE EXACTE D’UN PROBLEME DE VENTCEL ...

On obtient:
(0] < Roxa) 7B~ TPV [ o0« )
R(szrm(m% + 50 (L 3Rx) /. (e ®F + O r
et
(15 (@V)e1 + e1)alg < 2R(x0)y/7Eo — R(X;WM%JF o
(1 RGo) =  (r(OF + 14 ()i |

Pour majorer 'intégrale sur I'" on pose: YV = Yr + )V, v avec:
Vr = (mOme1rm + 01,0mv)dr et Y, = —917(0mv)ar-
Soit n(t) = (¢4, Y + @2)r(t). On écrit:
G 1
In(t)| < 5\90’2(75)\% + %D’ + o (1) [
ou (3 est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:
|V + e2()[f = [(7Omerr7 + o1.0mv)ar| + [@17(Omy)ar|f+
|pal P + 2 / Pir(mOmp17T + ©1,0mv)qrdl — 2/ 020 (P17Omr)qrdl
r
(RO + P 0m0) gl + (FTOm)ar B+ ool
am(|301T|2)QTdF = [(mOmeprrT + 301V8mV)CIT|12“ + ’(WamV)CIT‘lQ“_
r
ealt + [ aulorr Per(@nm)dr + 2l
r
Alors:

38 1 1
)] < Z|es ()R + = |(TOmerrT + ©1.0my)ar|E + = |a|i+

2 20 B
1 1 1
351PTOnarlt = geleolt + 55 [ aderr Pr@)r
D’apres la proposition (2.4), il existe 6 > 0 tel que:
(7017 + 1u0mv)ar |t + [P (Omv)ar[f + / alerr|*tr(Opv)dr
r

< 6R(x0)? ( [ otonsetots+ [(ohen o + |<P1|2)dF>

r
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Alors:

X, 2
0] < Glesolf + o ([ o) : o

([ehto: o) +leaPar) = ola® + Slentol?
Le choix 3 = R(x0)V/§ et la compacité de I'injection
HY(0,T; LA(T)) — C((0,T); LA(T))
donnent:
In()] < R(xOMEo—WWWW [ ez e
et

(¢, YV + 2)r|d < 2R(x0)VIE — Y7+

1
2R (x0) Vo
%, L (4.11)
i, Gl 1 Pas

Les estimations (4.10) et (4.11) montrent que les termes intégrés sont
majorés par:

1 1
2RO0) (V7 + Vo) B = el = o sl
Mes / (12 + 104 2) a5
Er

Ce qui permet d’obtenir l'estimation (4.9).

démonstration du théoréme 1.2

Preuve. On utilise 'estimation (4.9). On a 0pp1, = Vrer,. De
(1.1)- (1.4) on obtient:

dvorr = 1l os(e1) + (Omv)eir — Vrew

et
o1y = 2u+ N) "o (1) — Atr(e7(01)).
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La proposition 2.1 donne alors:

/ piPds < C [ (IVrenl?+
ET Z:T

[o1]? + 02 (p1) : €3(p1) + lo(p1).v?) dS
ou C' est une constante positive qui ne dépend que de €.

De 0.(1) = 2uen(p1)+A*tr(e%(¢1)) 2 on obtient, grace & la proposition
2.1

‘ . 3mw1u(09(<ﬁ1)(3mV)qT)dZ! <C <HVT<P1VH?ﬂ(o,T;L?(F,T(F))"‘
T

2 2
lewllz20,rc2(ry) + H‘PlTHL2(0,T;H1(F,T(F))) <

c /E (IVrewl? + o1 + o2(e1) : (n) d=
T

Les autres termes de (4.9) sont estimés de fagon analogue en appliquant
la proposition 2.1.

5 Controlabilité

5.1 Reégularité des solutions faibles

Proposition 5.1. Soit f = 0,9, g € L'(0,T; D(A)); alors le probléme:
0"+ A0 =f, 0(0)=6(0)=0

admet une solution unique: 6 € C°([0,T]; D(A)). 0'(T) est défini comme
élément de V et il existe une constante C' > 0 telle que:

101l o< (0,7:pay) + 16" (T) Iy < CligllLro,75004))

Preuve. On prend g € D(0,T; D(.A)) puis on généralise par densité.
Soient « et § définies par:

"+ Aa=g, a(0)=a(0)=0 et

8"+ AB = Ag, B(0)=p(0)=0.
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Alors o € CO([0,T]; D(A2)) N CL([0,T]; D(A)) et 8 € €°(0,T);V) N
CL([0,T];H) et on a:

Ha||Loo(07T;D(Ag)) + Ha/”LOO(O,T;D(.A)) < C||9||L1(0,T;D(A))

181l oo 0,7:0) + 18| oo 0,7:10) < CllAgIl L1 0.750) < CllgllLr 0.0
or § =o' dou: 0 € CO([O,T];D(.A)) et HGHLD"(O,T;D(A))
Cllgllr0,7;p(ay); d'autre part: ¢ = o = —Aa +g
0'(T) = —B(T) € V et

16(T)[ly < Cllgllzro0,1;p(4))

IIA

—B 4+ g d’'ol:

5.2 Le probléme adjoint

On donne: T' > Ty, ¢ = (¢, ¢3) € D(A), o' = (p1,93) € V; soit
© = (¥1, p2) la solution du probléme homogene (1.6); on pose:

I 5= [ ohon dhion+lal+let+ o
T .
Vo1 |® +|o(er).v)?)ds

Proposition 5.2. ||.||# est une norme sur D(A) x V; le complété F de
D(A) x V pour cette norme est contenu dans V X H.

Preuve. D’aprés (1.8) on a: ||(0°, N |[yxn < Ol (%, oY) |7 dou le
résultat.

Remarque 5.1. Soit (¢°, ') € F, ¢ la solution du probléme homogéne
(1.6) correspondant; alors on a ¢, € L*(X7;R3), 0,01 € L2(Zr;R3) et
P € L2(07T; Hl(r))'

Remarque 5.2. On a:
DA XVCFCVxH et VxHCF CDA xV.

Proposition 5.3. Soient f € L'(0,T;V) et {6°,0'} € F. Si 0 est la
solution du probléme:

0" + A0 = f, 6(0)=6° 0(0)=0"
alors il existe une constante positive C' ne dépendant que de ) telle que:
[ (0h01) < 00 + 00+ 11+ V200, )

T

(5.2)
|0(61).1*) dZ < C (I £l 0,0y + 1{6°, 0" }]| %)
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Preuve. On pose § = p + ¢ ou p est la solution du probleme avec
f =0 et ¢ la solution avec les conditions initiales nulles. Par définition
de F on a:

/Q (2(p1) : (o) + Ip1? + [B412 + |Virpns >+
T
o (p1)?) dS = [ {6°, 6"} |3

D’apres le point (ii) du théoreme 1.1 on a:
(a1, qur, o (1) v) € C° ([0, T HE(Q) x HA(T, T(T)) x LA(T))
et il existe une constante positive C' ne dépendant que de €2 telle que:

g @) + llarrll Lo (0,752 (0 (0))) +

Loo(0,T;H
HU(Q1)-VHLOO(0,T;L2(F)) < CHf”Ll(O,T;V)

o) e + P + 4P + [Fra P+
T
lo(q)-v*) dS < C|| fll 110,
On donne (g, p1) € F et on apelle ¢ la solution du probléme ho-

mogene (1.6) correspondant. Soit (f,{0",0'}) € L'(0,T;V) x F; on
considere la forme linéaire L définie sur F par:

MﬁWﬂwﬂz—A:w%wwéwo+w&+¢%+

V11, V1o, — (o(e1)v)(o(b1)r)) dE

(5.3)

ou 6 est la solution du probleme:
0" + A0 =f, 6(0)=6° 6(0)=0"

Proposition 5.4. Il existe 1 € L>®(0,T;V') et (p', —p°) € F' uniques
tels que:

T
L(f.6°.0") = /O (@), fO)vrv) dt — (p1,6%) + (0°,6%)  (5.4)
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pour tout (f,{6°,0'}) € LY(0,T;V)xF et il existe une constante positive
C ne dépendant que de ) telle que:

1]l os 0.0y + 11(0" =)l < ClH{®, o'} (5-5)

Preuve. d’apres la proposition 5.3 on a:

L(£,40°,0" 1] < C (IH°, 0"}z + 1l omy) I, @'Yl

d’ott Iexistence et I'unicité de (1, {p*, —p"}) € L>(0,T; V") x F' vérifiant
(5.5).

Remarque 5.3. ¢ est solution formelle du probléme:

! — divo(y1) =0 dans Q
Yap +os(th1) — divral. (o) =
divpad (1) — o110 + 0oy sur Ep
by + v (V1) + o (¥2) : Oy =
—0(p1) : OV + Oup, — p1v + A1, sur Sr
V1 — e =0o(p1)v sur Xp
»(0)=p% Y(0)=p'; ; YT =4 (T)=0 dans

Afin de montrer que I'on peut donner un sens aux valeurs de v et
¢’ aux bornes de I'intervalle (0,7") on va utiliser le résultat de régularité
des solutions faibles obtenu a la proposition 5.1.

Proposition 5.5. La fonction 1 définie a la proposition 5.4 est telle
que:

P € WEHe(0,T; D(A)), de plus 1(0) et ¥'(0) sont définis et on a:
P(0) = p°, ¢'(0) = p'; (T) = ¢(T) = 0.

Preuve. On prend f = 0;g dans (5.4) avec g € L'(0,T; D(A)) et
{6°,6'} = 0; L(f,0,0) a encore un sens d’aprés les propositions 5.1 et
3.3 et on a:

IL(£,0,0)| < Crll(¢°, ") #llgll 10,720

ce qui montre que ¢ € WH*(0,T; D(A)') et donne un sens & ¥(0) et
¥ (T) comme éléments de D(A)". Afin de donner un sens a ¢'(0) et ¢'(T)
on procede comme dans [9]. On introduit les fonctions propres de A:

Am = A m, m € D(A).
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Si f(t) = g(t)m, g € D(0,T), ° = a®m, 0' = a'm, (a°,a') € R?, alors
la solution du probleme:

0" + A0 = f, 6(0)=6° 6'(0)=¢"
s’écrit: § = hm avec:

' +Ah =g, h(0)=a", K(0)=cal

en posant:
&(t) = —/cp’lmldf, et
r

&@w:—/w%w>m%mn+¢mn+vavﬂm»@—
I

/(U(gpl).u)(a(ml).y)dZ
Iy

on obtient:
T T
/<wme+Amw+amﬂmwwmﬁmw=/<@w+&mw
0 0

Comme h,aqp et a; sont arbitraires, (1, m) vérifie:

(¢7 m)// + )‘(d]v m) =& — 81550
avec: &,&1 € L2(0,T); cela donne un sens a (1, m)'(0) et (¢, m) (T)
(cf.]9]), et on a:
(o, m)(T)W (T) = (¢, m) (T)A(T) + (¢, m)"(0)h(0)—
(¥, m)(0)1'(0) = h(0)(p", m) — W' (0)(p°,m)
comme h est arbitraire, on obtient les valeurs annoncées.

Remarque 5.4. Précisons le sens des conditions vérifiées par 1.
o divpod(ip2) est un élément de L*(0,T : H-Y(T',T(T)) défini par:

(divraly(p2),vr) = _/z o (p2) : T(Omvr)TdS

pour tout élément vy € L2(0,T : HY(T,T(T)).
o Oy est un élément de (H'(0,T; L*(T,T(T)))) défini par:

(i, vr) = —/ va'TdE, Yop € Hl(O,T; L2(I‘,T(F))).

Xt
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oAy, yr est un élément de L2(0,T; H-Y(I")) défini par:

(Arg1,,v) = — [ Ve, VrudS, Yo € L2(0,T; HY(T)),
X

(Hy(T) = HY(I))

5.3 Le controle

Fin de la démonstration du théoréme 1.3.
Soit: A : F— F, (¢ ') — ('(0),—1(0)) ol ¢ est définie par
(5.4). L’opérateur A est un isomorphisme de F —— F’; en effet:

(M, o'} e o e 7 = (¥/(0),¢%)—
(1(0), ') = =L(0,¢% ') = l{¢", ' }I%

On conclut grace a la symétrie de A.

Soit {p', —p°} € F' et (¢°, ') = A~Hp', —p"}; soit ¢ la solution du
probléme homogene (1.6) avec les conditions initiales (¢°, p1). 11 suffit
de prendre u = 1) ou ¢ est définie par (5.4); le controle g est donné par
la remarque 5.3.
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