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RESUMEN

El propósitode estetrabajo ha sido analizarlas característicaseducativasde una
estrategiadidácticaqueincorporael usodelsistemadecálculoalgebraicoDERIVEen
la enselianzay aprendizajedel álgebralineal. La estrategiadidáctica empleadase ha
basadoen la introduccióndel sistemade cálculoalgebraicoen el aulautilizando una
metodologíaexperimentaly por descubrimiento,conel fin deque losalumnosadquie-
ran un aprendizajesignificativo y relacionalcon ayudade las capacidadesque brinda
el SCA (sistemade cálculoalgebraico)y las posibilidadesqueofreceel entornocom-
putacionalparael aprendizajecolaborativo.En estaestrategiasehaincorporadolareso-
lución de problemascon la finalidad de profundizaren los contenidosmatemáticos
introducidospreviamente.Tambiénsehanutilizado laspáginasweb y el correoelec-
trónicocomoherramientasadicionales.Paraanalizarel comportamientodeestaestra-
tegiaen la prácticaeducativaseharealizadoun análisiscualitativoy cuantitativosobre
un grupodealumnosdeprimercursodeuniversidada lo largode un cuatrimestreaca-
démico.Esteanálisisnoshapermitidoestudiarlas característicaseducativasqueofre-
ceDERIVEen el contextodenuestraestrategiadidáctica:i) ofreceun sistemadenota-
ción intermediopara la enseñanza-aprendizajedel álgebra lineal, u) favorece la
interactividadentrealumnosy entrealumnosy profesor,iii) potenciael protagonis-
model alumno,iv) permitequeel alumnoreconozcalos contenidosesencialesdel álge-
bra lineal y,además,y) facilita la simplificación denumerososcálculosrutinarios.Estas
característicasfavoreceny proporcionansituacionesdeenseiianzaqueconducena un
aprendizajesignificativo por descubrimientoy activo, estimulandoel usode varias
estrategiasderesolucióndeproblemasasícomoun aprendizajecolaborativoquefavo-
recela atencióna la diversidad.
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AB5TRACT

Thepurposeof this work is to analyzetheeducationalfeaturesof a didacticalstra-
tegy to introducetheuseof the computeralgebrasystemDEitIVE into thc learningand
Éeachingof linearalgebra.Ihe didacticalstrategyappliedis basedon theintroduction
of DERIVEin theclassroomby meansof a handson discoverymethodology.Thegoal
is thatthestudentsacquirea significativelearningrelation throughan experimentaland
discoverymethodologyand that they perceivethe powerof this tool and the possibili-
ties that it opensfor a collaborativelearningprocess.Theuseof webpagesande-mail
communicationwerealsointroducedasadditionaltools.Thedidacticalstrategyhasbeen
exploredby meansofathroughqualitativeandquantitativeanalysisof theperformance
of severalgroupsof studentsin their first yearat the universityduring a periodof four
months.Throughthis analysiswe havebeenableto assessmany of thedidacticalpos-
sibilities of DERIVE. The studyshowsamongother results that: i) DERIVE offcrs a
usefuland interestingintermediatenotationsystcmfor theteachingandlearningof line-
aralgebra;u) it fostersthe interactivity betweenstudentsandalso with their teachers;
iii) ~tenhancestheroleof thestudentas promoterof his/herown learning;iv) it favours
the familiarity of the studentswith the most importantcontentsof linearalgebra;and
y) it allowsthe studentsto perform with easymany routinarycomputations.Thesefea-
turesfacilitatea setof teachingsituationsthat opentheway towardsan activeandsig-
nificative learningthroughdiscovery.They also foster theuseof differentproblemsol-
ving strategiesof collaborativelearning favouringdic attentionto diversity.

RÉSUMÉ

L’object de ce travail, a étéd’analyserles caractéristiqueséducativesd’une straté-
gie didactiquequi introduit [‘utilisation du systémede calcul algébriqueDERIVE dans
l’enseignementet l’apprentissagede ¡‘algébre lindaire. La siratégiedidactiqueemplo-
yéesebasesur lincorporationdu systémedecalculalgébrique(SCA) dansla classeen
utilisant uneméthodologieexpérimentaleet pour la découverte,dausle bur que lesél~-
vesacquierentun apprentissagesignificatifeten relalionavecl’aide descapacitésquof
frent le SCA et les possibilitésqu’apportentle contextedes ordinateurspour l’apprcn-
tissagecollaboratif. Danscettestratégie,était introduit la résolutionde probl~mesdans
le butdapprofondirles contenusmathématiquesintroduitsprécédemment.Elle était aus-
si utilisdecommeoutil additionneldans[‘utilisation despagesWEB etdu courrierélec-
tronique.L’analysecomportementalde cettesiratégieétait r¿aliséegráceA une analyse
qualitativeet quantitativesur un groupedélévesde premiéreanaded’universitépen-
dantunepériodedequatremoisacadémiques.Avec cetteanalysenousavonsprouvéque
DERIVEcomportede nombreusescaractéristiqueséducatives:otírir un systémede nota-
tion intermédiairepourl’enseignement/apprentissagede 1’ algébrelindaire,permeltreque
l’éléve reconnaissele contenuessentielde [‘algébrelin¿aireet permeltrede réaliserde
nombreusescalculs routiniers.Ces caractéristiquesfavorisentet fournissentdessitua-
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tionsd’enseignementqui conduisenta un apprentissagesignif¡catifpour la découverte,
qui stimulent l’utilisations de nombreusesstratégiesde résolutionde problémeset un
apprentissagecollaboratifqui favorise1’attentioná la diversité.

Palabras clave: sistemasde cálculoalgebraico,aprendizajesignificativo,apren-
dizajecolaborativo,metodologíaexperimental,aprendizajepor descubrimiento,reso-
lución deproblemas.

1. Introducción

La.apariciónde los ordenadoresen la segundamitad del siglo XX hapro-
vocadounaauténticarevolucióntecnológicaen numerososaspectosde nues-
tra cultura. La enseñanzade las Matemáticasno ha quedadoajena a esta
influencia, pruebade ello son los numerososprogramasinformáticosque se
hanvenido utilizando paramejorar tanto los procesosde enseñanzay apren-
dizajecomo la investigaciónen esteáreade conocimiento.Desdelos prime-
ros paquetesinformáticosutilizadosen los grandesordenadores,pasandopor
lostutoriales,losjuegosdeordenadory los lenguajesde programación[Kaput,
¡992], el uso de estasnuevastecnologíashatenido como objetivo educativo
fundamentalaprovecharlas ventajasqueofreceel medio computacionalpara
facilitar la exploración,el cálculo, la experimentación,la resoluciónde pro-

blemasy la modelizaciónmatemática.Aunquealgunosmatemáticoshancon-
sideradoqueel usode losordenadoresen la enseñanzade las Matemáticases
claramentenocivo [Truesdelí, 1984],sin embargo,paraotrosla utilización de
estosrecursosinformáticospuedesermuy beneficiosapara-laenseñanzasi se
tienenen cuentalos peligrosy las ventajasque se derivande la utilización de
estasherramientastecnológicas[Guzmán, 1992], [Halmos, 1991], [García,
¡999], [Roanes, 1991],opinión que compartimosplenamente,como se pone
de manifiestoa lo largo deestetrabajo.

Los programasmás utilizadosen la actualidadpara la enseñanzade las
Matemáticasseencuadrandentrode losdenominadossistemasdecálculoalge-
braico(SCA). Las posibilidadessimbólicas,numéricasy gráficasqueofrecen
estetipo de programasestánprovocandonumerososcambiosen la enseñanza
y aprendizajede estadisciplina [Leinbach, 1991], [Llorens, 1993], [Landay,
1999], [Salter-Gilligan, 1991], [Kutzler, 1999], [García y otros, 1994], [Guz-
mán,2001], [Hodgson-Muller, 1992], [Roanes, 1991], [Ortega-Sanz-Vázquez,
1998].Estoscambiosgiran entorno adosaspectosbásicosde la enseñanzade
las Matemáticas:¿quédestrezasbásicassedeberíanenseñaren el aula?y ¿cuál
seríala formamásadecuadadeenseñarlas?Paraincorporarun SCAen el aula
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de Matemáticasesnecesariodiseñarun planteamientometodológicoqueevi-
te los peligrosasociadosal usode estetipo de sistemas,talescomo la pérdida
del sentidocritico y la confusión entremanipulaciónmatemáticay conoci-
miento matemático[García, 1999], [Guzmán, 1992], [Halmos, 1991], y faci-
lite un aprendizajeexperimentalqueayudeal alumnoa progresaren niveles
superioresdel pensamientoformal, evitandode estaformanumerososcálcu-
los rutinarios inútiles [Guzmán, 1992].

El objetivodenuestrainvestigaciónha consistidoen analizarla influenciaque
ejercenlosSCAen la enseñanzadel álgebralineal. Paraello definimosunaestra-
tegiadidácticaqueincorporabael usodel SCADERIVE enel aulade álgebraline-
al, analizandolas característicasque ofrecíadichaestrategiaen la prácticaedu-
cativa.Porestemotivo enel segundoapanadodeestetrabajomostramosel diseño
formal deestaestrategiadidáctica,describiendolosprincipios metodológicosque
la fundamentan.En el tercerapartadopresentamosel diseñode la investigación
educativaque utilizamosparaanalizarla prácticaeducativaquenosha propor-
cionadodichaestrategia.En el cuartoapanadodescribimos,de lormageneral,el
desarrollode laexperienciaeducativaquerealizamos.En el quinto apartadoana-
lizamos los datosobtenidosen estainvcstigacióneducativay, finalmente,en el
apanadosextomostramoslas conclusionesde la investigación.

2. Una estrategiadidácticapara la enseñanzadel álgebra lineal

Paradiseñarunaestrategiadidácticaque incorporeun sistemade cálculo
algebraicoenel auladeálgebralineal esnecesariodescribirpreviamentealgu-
nasdelas ventajaseducativasquenosproporcionanestossistemas.Algunasdc
dichasventajasson las siguientes:

— Los SCAfacilitan la manipulaciónde múltiples sistemasde represen-
tación,característicaquepuedepermitir quelos alumnosadquieranuna
visión de los objetos matemáticoscomo INVARIANTES de susmúl-
tiples representaciones[Kaput, 1992]. Estavisión del conceptomate-
mático les puedeproporcionaruna visión más global y completadcl

objeto algebraicoqueestánmanipulandoy que,por otro lado, puede
reducir la denominada«barreradel formalismo»,dificultad muy liga-
da a las manipulacionessimbólicasdel álgebralineal [Sierspinska-

Dreyfus-Hillel, 1999].
— El usode los SCAen el aulapermiteprescindirdel esfuerzorutinario

de cálculo [Guzmán, 1992].
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—. Los SCApuedenfavorecerla adquisicióndeconceptosy relacionespor
mediode la experimentación.

— Estossistemaspuedenfavorecerelprotagonismodel alumno,ya que
el usode un SCAreduceloscálculosy permitequeel alumnooriente
su esfuerzohacia la exploración y experimentaciónde los hechosy
principios que se van introduciendo.

— El manejode un SCAofreceunanuevadialécticadecolaboraciónentre
los alumnosy entrealumnosy profesor,favoreciendola apariciónde
contextosqueconducenhaciael denominadoaprendizajecolaborati-
yo [Crook, 1999].

Estascaracterísticaspropiasde los sistemasde cálculoalgebraiconos han
servido de base‘para definir los cinco principios metodológicosque perfilan
nuestraestrategia:

1) El primerprincipio sobreel quesebasanuestraestrategiaesel quedefi-
neel tipo de metodologíaempleada:la construccióndel conocimiento
matemáticopor medio de la exploracióny la experimentación.Este
principio subyacenteenel quehacermatemáticonoshaservidode fun-
damentoparaperfilar el tipo de metodologíaquehemosempleado:una
metodologíabasadaen la adquisiciónde aprendizajespor medio dela
experimentación,la exploracióny la observacióndel alumno en base
a unosconocimientosprevios,es el denominadoaprendizajesignifica-
tivo [Ausubel-Novak-Hanessian, 1987] o relacional [Skemp, 1989].Los

SCA puedenfacilitar el desarrollode unametodologíade estascarac-
terísticas,yaqueestossistemaspermitenmanipularmúltiples sistemas
de representacióny ademásposeenuna granrapidezde cálculo, cir-
cunstanciasquepuedenpropiciar un aprendizajesignificativo a partir
de la exploracióny la experimentación.

2) Si bien en un primer estadioeducativocl primer principio metodoló-
gico esel quesirve de soporteinicial parala adquisicióndel conoci-
miento,en un segundoestadioresultanecesarioasentare interrelacio-
nar los contenidos adquiridos de una manera global. Para ello
introducimosla resoluciónde problemascomonúcleo deprofundizo-
ción de los conceptosmatemáticosque se iban introduciendo.De esta
formalos contenidosadquiridosinicialmente~Jeformaexperimentalse

podríanasimilary transferiren la resoluciónde situacionesproblemá-
ticasglobales[Bautista, 1987]utilizando paraello diversasestrategias
de resoluciónde problemas[Guzmán, 2001].
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3) Deestaformael SCAseconvertíaen un elementoprimordial tantopara
el usode unametodologíaexperimentalcomoparala resolucióndepro-

blemas.El protagonismoqueadquiríade estamanerael SCA nosobli-
gó a determinarla formade utilizar e incorporarel sistemade cálculo
algebraicodentrodel aula.ActualmentelosSCAse hanincorporadoen
el auladeMatemáticasde diferentesformas:como mediodepresenta-
ción deconceptos,mediantelaboratoriosdeMatemáticas[Auer-Mu[ler,
1990], [García y otros, 1994], [Benítez y otros, 1996], [Llorens, 1993],
[Watkins, 1992], [Child-Leinbach, 1990],como calculadorasimbólica
o comoherramientaincorporadaaun sistemadeenseñanzaasistidapor
ordenador.De todasestasformasdeuso,consideramosque¡aquemás
seadaptabaanuestrosprincipios metodológicosera la introduccióndel
SCAcomo unacalculadorasimbólicaa la queteníanaccesotodos los
alumnosdentrodel aula.Deestaformala incorporaciónplenadel SCA
en el aulacomocalculadorasimbólica seconfiguracomoel tercerprin-
cipio metodológicointerrelacionadocon los restantes.

4) Teniendoen cuentaquelos ordenadoresfavorecenla apariciónde con-
textosde aprendizajecolaborativo [Crook, 1999], consideramosque
estetipo de aprendizajepodríafavorecer los procesosde enseñanza-
aprendizajedel álgebralineal, yaqueel usodeun SCA incorporabaun
nuevoelementodecomunicaciónquepodríareforzaresafacetasocial

del aprendizaje.Estecanal de comunicaciónentreordenadores,alum-
nosy profesorpodríapotenciarlas colaboracionesentrelos alumnos,
suscitandola necesidadde construirun conocimientocompartidocon
la ayuday estímulode la nuevaherramientatecnológica.Portodoello
consideramosqueel aprendizajecolaborativoconstituíael cuartoprin-
cipio paranuestraestrategia.

5) Porúltimo, el quinto aspectoqueincluimos en nuestraestrategiafue
el uso de páginasweb y del correo electrónicoparafacilitar a los
alumnosla informaciónrelacionadacon los contenidosy actividades
del cursoa desarrollar.Aunqueexistencursosinteractivosde álgebra
lineal por Internet que integranel manejode programasde cálculo
simbólico,consideramosque laspáginasweb no eranel elementocen-
tral de nuestraestrategia,tan sólo unaherramientaauxiliar que faci-
litaría probablementela enseñanza-aprendizajede los contenidosde
álgebralineal, proporcionandoa los alumnosla documentaciónne-
cesariaparacomplementarel estudiode la asignatura.El usodel co-
rreo electrónico facilitaría unaresoluciónfluida de las dudasde los
alumnos.
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Paraconcretarestosprincipios metodológicostuvimosqueelegiren primer
lugar el SCA que emplearíamosy en segundolugar diseñar,sobreel sistema
escogido,el conjuntodetareasdeenseñanzao actividadesqueconcretasennues-
tra estrategiadidáctica.Parala eleccióndel sistemade cálculoalgebraicouti-
lizamos tres criterios básicos:la sencillezde manejo,la facilidadde aprendi-
zaje y la potenciade cálculodel sistema.Estoscriteriosmotivaronla elección
del SCA DERIVE [DERIVE, 1990] ya que,a nuestrojuicio, erael SCA que
mejor seajustabaa los mismos.

lina vezelegidoel programa,teniendoen cuentáel carácterexperimentaly
constructivistadenuestrametodología,y conel fin deconcretarlas tareasdeense-
ñanzaquedefiníannuestraestrategia,nosvimosobligadosadeterminarloscono-
cimientosprevioso «no esenciales»sobrelos que podríamosusarel programa
DERIVE sin ningunarestricción.Estacircunstancianosobligó a clasificarpre-
viamenteloscontenidosmatemáticosqueiríamos introduciendoa lo largo de las
unidadesdidácticasendos tiposde contenidos:CONTENIDOSESENCIALES
y CONTENIDOS NO ESENCIALES [Muralcami-Hata, 1997].Los contenidos
esenciales,seríanaquellosqueno podríanmanipularsepor medio del SCAen el
momentode serintroducidos,yaqueeranesencialese irreemplazablesporun pro-
cesodecálculoautomático.Porotro ladoloscontenidosno esencialesseríanaque-
líos contenidosde caráctermanipulativosupuestamenteconocidospreviamente
por el alumnoy queno eranesencialesparacomprenderloscontenidosbásicos
o esenciales.A partir deestaclasificaciónpreviadeloscontenidos,y teniendoen
cuentalos principios metodológicosde nuestraestrategia,elaboramosunapro-
gramacióndidácticadecadaunade las unidadestemáticasdel curso, de tal for-
maque,ademásde definir los objetivosdecadaunidady clasificaren cadauni~
dad los contenidosen esencialesy no esenciales,concretamosla metodología
propuestapor nuestraestrategiautilizandocuatrotipo de tareasde enseñanza:

1. Actividadesde introducciónteórico-prócticas:Si nuestroobjetivo era
introducir un contenido«A», se proponíanactividadesen las que se
podríamanipularDERIVE, detal formaquelosprocesosdecálculoque
manejásemosconstituíanloscontenidos«E» no esencialesparala com-
prensióndel contenido«A», quepermitiríanal alumnoexplorare inda-
garsobrelos elementoscentralesqueperfilabanesecontenido.

2. Ejerciciosdemanipulación:Actividadesdestinadasa proporcionara los
alumnosla habilidad necesariaparamanejaren DERIVE los conteni-
dos NO ESENCIALES quese estabanmanipulando,favoreciendola
consolidaciónde los procesosy de las estrategiasqueseconsideraban
básicas.La realizaciónde estetipo de ejerciciosse podríaefectuaren
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grupo,proporcionandoasíun «aprendizajeentreiguales»y propician-
do situacionesdecolaboración.

3. Problemasfin de capítulo:Colecciónde problemasplanteadosal final
de cadaunidaddidácticacon el fin de quelos alumnosfuesencapaces
deasimilary transferirsobresituacionesproblemáticasdecaráctergene-
ral y de contenidoeconómico,loscontenidosesenciales.

4. Cuestionesteóricasfin de capítulo: Conjuntode cuestionesteóricasde
tipo test y de respuestamúltiple propuestaspara quelos alumnosfue-
sen capacesde interrelacionarlos contenidosy procesosdel álgebra
lineal enlosque,el usodel programaDERIVE, no erafundamentalpara
su resolución.Este tipo de cuestionespretendíanprofundizarmásque
en la operativa,en los razonamientosteóricosnecesariosparadar res-
puestaa cadacuestión.Con estascuestionessepretendíaqueel alum-
no fuesecapazdedeterminarla verdado falsedadde un razonamiento
apartir deunaspremisasiniciales.

Unavezperfiladoslosprincipios metodológicosy el tipo deactividadesque
concretabanestosprincipios se hacianecesarioanalizarel comportamientode
estaestrategiadidácticaen la prácticaeducativa,es decir, obtenerlas caracte-
rísticaseducativasde unaestrategiadidácticaque incorporabael usodel SCA
DERIVE en el aula.Lainvestigaciónsebasóenla asignatura«MatemáticasII»,
asignaturatroncal de la LicenciaturaenAdministracióny Direcciónde Empre-
sasde la UniversidadAutónomade Madrid. Los contenidosde estaasignatura
proporcionana los alumnosde primer cursode universidadun conocimiento
básicodeálgebralineal: espaciosvectoriales,matricesy aplicacioneslineales,
determinantes,sistemasdeecuacioneslineales,autovaloresy autovectores,dia-
gonalizaciónde matrices,formascuadráticas,funcionescóncavasy convexas
y programaciónlineal. La descripciónacercade la forma de utilizar DERIVE
en el aulase realizó de forma detalladaen la programacióndidácticade cada
unade la unidadesquecomponíanel curso.Ademáselaboramosunosficheros
de DERIVE queconstituíanlo quedenominamosGUIONES-TEÓRICOS,en
los quese proponíanactividadesde introduccióny algunosejerciciosde mani-
pulaciónquelos alumnosrealizabanen otrosficherosdenominadosHOJAS DE
TRABAJO. Deformaadicionalseelaboróunapáginaweb paralosalumnosdel
curso:http://www.uam.es/pedro.ortega.En estapáginalos alumnosteníanacce-
so a dos bloquesde información: un primer bloqueque conteníael desarrollo
de las exposicionesdidácticasrealizadasen clasedistribuidasen capítulosy
apartados,y un segundobloquequeconteníalosejerciciosde manipulaciónpro-
puestos,los problemaspropuestosy las cuestionesteóricasresueltas.
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3. Diseño de la investigacióneducativa

Paraanalizarel comportamientode nuestraestrategiadidácticaen la prác-
ticaeducativaeranecesariodiseñarun modelode investigación.Estediseñoños
permitiríaobtenerlosdetallesquedefiníanlascaracterísticaseducativasdedicha
estrategia.El primer aspectoquetuvimosquedefinir en nuestrodiseñofue la
finalidad de nuestrainvestigacióneducativa,queconsistióen:

Analizar la influencia queejercenlos programasdé cálculo simbólicoen
elaprendizajedelálgebralineal, medianteelestudiodetalladodenuestraestra-
tegia didáctica que incorpora totalmenteel usodel programa DERIVE en la
enseñanzay aprendizajede estadisciplina.

Estafinalidadgeneralseconcretóentorno avariascuestionesquenos per-
mitirían analizarel comportamientodela estrategiadidácticaenla prácticaedu-
cativa.Lascuestionesqueplanteamosen la investigaciónfueron las siguientes:

1) Determinarsi el SCA DERIVE permite construir un SISTEMA DE
NOTACIÓN INTERMEDIO entrelos sistemasde notaciónformales
del álgebralineal y sistemasde notaciónmás familiarese intuitivos
parael alumno.

2) Analizar el gradode INTERACTIVIDAD quesuscitaestaestrategia
entrelos alumnosy el profesorentrelos propiosalumnosy entrelos
alumnosy el programainformático.

3) Estudiarsi la estrategiadidácticafavoreceel PROTAGONISMOy la
CREATIVIDAD del alumnofrenteal mediotecnológico,evitandoasí
queel alumnoseaun merousuariodel sistema,esdecir,analizarsi la
estrategiafavorecela iniciativa y la creatividaddel alumnoparatnves-
tigar y resolverproblemas.

4) Determinarsi las pautasde uso queestablecenuestraestrategtaevi-
tan queel ordenadorse utilice como unameraherramientade cálcu-
lo, evitandoun tratamientoautomáticode los contenidosqueconsi-
deramosESENCIALES y facilitando de estaformauna utilización
correctadel programa,yaquetan sólo sepropiciaun usoautomático
del programa en aquellasrutinas algebraicasque constituyen los
CONTENIDOS NO ESENCIALES del temario.

5) Analizar si cl programaDERIVE permiteprescindirdel ESFUERZO
RUTINARIO quese utiliza habitualmenteparadesarrollaroperacio-
nesalgebraicas.
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6) Estudiarsi las formasdeusoqueseproponenennuestraestrategiapara
utilizar DERIVE convierten el sistemaen una auténticaHERRA-
MIENTA DE EXPERIMENTACIÓN.

7) Comprobarsi nuestraestrategiadidácticahafacilitado a los alumnos

la adquisicióndeun APRENDIZAJESIGNIHCATIVO delos conte-
nidosdel álgebralineal queíbamosintroduciendo.

8) Determinarsi el tipo demanipulaciónque desarrollamoscon DERI-
VE favoreceel usode diferentesESTRATEGIASDE RESOLUCIÓN
DE PROBLEMAS.

9) Analizarsi el manejodeesteprogramahageneradoBARRERASADI-
CIONALES decaráctermanipulativo.parael aprendizajede loscon-
ceptosdel álgebralineal.

lO) Estudiarsi estetipo deestrategiahageneradoAUTONOMÍA COGNI-
TIVA en los alumnos,permitiéndolese incitándolesa indagardeforma
autónomaciertassituaciones,anulandode estaforma lasdependencias
que suelenexistir entrelos alumnosy el profesoru otrosexpertos.

11) Comprobarsi la estrategiadidáctica ha favorecido la RELACIÓN
DIALÉCTICA entrelosalumnosy entrealumnosy profesor.

12) Determinarsi nuestraestrategiadidácticafavoreceun APRENDIZA-
JE COLABORATIVO entrelos alumnos.

1 3) Estudiarsi la estrategiadidácticaha permitidounaadecuadaATEN-
CIÓN A LA DIVERSIDAD, ofreciendola posibilidadde diseñaracti-
vidadescon diferentesnivelesy ritmosde aprendizaje.

14) Analizar el gradode MOTIVACIÓN quesuscitaestaestrategiaentre
los alumnosfrente a los contenidosdel álgebralineal.

La naturalezade la finalidad objeto de nuestroestudioasí comp las cues-
tionesque hemosformuladonos hanobligadoa realizarunarecogiday elabo-
racióndedatosde caráctermixto cualitativo y cuantitativo.La dimensióncua-
litativa de esta investigación ha pretendidodar respuestaa las cuestiones
inicialesqueerande naturalezainternaa los sujetosy querequeríanunainter-
pretaciónadecuadade los mismos.Los datosrecogidosparaesteanálisis cua-
litativo nos han permitido ir generandode forma inductiva una seriede cate-
gorías que posteriormentehan perfilado las conclusiones de nuestra
investigaciónde una manerainductiva. Se ha tratadopor tanto de un proceso
deinvestigacióncualitativo decarácterconstructivo[Goetz-LeCompte, 1988].
La dimensióncuantitativanosha servidoparadarrespuestaa los aspectosms-
tructivos de los procesosde enseñanzadesencadenados,permitiendoconfron-
tar cuantitativamentelos resultadosdc rendimientoacadémicoobtenidos.
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Estainvestigacióneducativafuerealizadasobreun grnpode 153 alumnos
quecursaronla asignatura«MatemáticasII» en el primercursode laLicencia-
tura de Administracióny Dirección de Empresasde la UniversidadAutónoma
de Madrid duranteel curso 1999-2000.Con el objeto de analizarlas bondades
de nuestraestrategiadidácticay obtenerademásunacomparativaentredicha
estrategiay unaestrategiadidácticaconvencionalde carácterexpositivo, divi-
dimosestegrupode alumnosen dossubgrupos:

— Un primersubgrupoque denominamos«subgrupoA», en el queutili-
zamosuna metodologíabasadaen nuestraestrategiadidáctica,incor-
porandoel programadecálculosimbólico DERIVE y dirigida por los
principios metodológicosquehemosexpuestoen el apartadoanterior.

— Un segundosubgrupoque denominamos«subgrupoE», en el que
empleamosun metodologíaclásicade carácterexpositiva,sin el uso
del SCADERIVE.

Estadivisión del grupoprincipal en dossubgruposse realizó el primer día
de clasea travésde unaencuesta,en la quelos alumnosmostraronsuelección
y su preferenciapor unau otra metodología.Aunque inicialmenteplanteamos
varios requisitospreviosparapoderformarpartedel «subgrupoA» decarácter
experimental,sin embargola clasificaciónde los alumnosse redujoa doscrt-
terios: la voluntariedaddel alumnoparadesarrollartoda la asignaturasiguien-
do la metodologíay evaluaciónpropuestosparaestesubgrupoy la obligatorie-
daddeasistenciaa lasclasesdel «subgrupoA». Esteprimersubgrupoqueutilizó
la estrategiadidácticacon DERIVE se formó con 16 alumnosy el «subgrupo
B» con 137 alumnos.Paraeliminar posiblessesgosen la variableprofesorado,
el profesorqueimpartió ambossubgruposfue el mismo,coincidiendoademás
con la figuradel investigadorque,por consiguiente,asumióun rol de observa-
dor participante.

A partir deestedesdoblamientodel grupoprincipal,pudimosobtenerdatos
de carácterCUANTITATIVO que nos permitieroncontrastarlos resultados
obtenidosen ambossubgrnpossobredosaspectos:un primer aspectocentra-
do en unacomparativade las característicasgeneralesde ambasestrategiasy
un segundoaspectoa travésde la comparacióncuantitativade las calificacio-
nesfinalesobtenidaspor losalumnosenambossubgrupos.La dimensiónCUA-
LITATIVA de la investigaciónsebasóen un ESTUDIO DE CASOS MÚLTI-
PLES[Gil-Rodríguez, 1993]centradoenel «subgrupoA» con el fin deobtener
datosquenospermitierananalizarel comportamientodela estrategiadidácti-
caen estesubgrupo.
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Las herramientasy estrategiasde recogidade datosque utilizamos en la
investigaciónpodemosclasificarlasen dosbloques:

a) Un grupodepruebasdelas queseobtuvierondatosrelacionadosexclu-
sivamentecon los contenidosde álgebralineal. Dentrode estebloque
seencuadrael conjuntode pruebasobjetivasquesepropusierona los
alumnosparaanalizarsu gradodecomprensióny evoluciónen losdife-
rentescontenidosdel curso.Laspruebasqueserealizarondentrodeeste

conjuntode datos fueron: hojasde problemaspropuestos,cuestiones
propuestasy examenfinal.

b) El segundobloque de recogidade datos teníaun caráctergeneraly
estababasadoen algunosindicadoresde carácterexternotalescomo
la motivación del alumnado,el interéssuscitadopor la estrategia,el
tipo de relacionesdialécticas...Las herramientasde recogidade da-

tos quese propusieronen estesegundogrupode datos fueron las si-
guientes:
— Unaencuestainicial queserealizóal principio decursoparaselec-

cionarlos subgruposy obtenerdatosgeneralesdelos alumnos.
— Unaentrevistainicial, realizadasobrelos alumnosdel «subgrupo

A» paraobtenerdatosrelacionadoscon las actitudespersonalesde
los alumnosfrenteal álgebralineal, a los ordenadores,al trabajo
en grupo,sobresusconocimientosiniciales en Matemáticasy las
expectativasdel curso.

— Un diario de campo,realizadopor el investigador,en el que se
anotarondiariamentelas incidenciasy observacionesrealizadas
sobrelos alumnosdel «subgrupoA» quepudieranaportaralgu-
na información respectoa las diferentescuestionesde la inves-
tigación.

— Unaentrevistaintermedia,realizadaacadauno de los alumnosde
«subgrupoA» a mitad de curso, paraobtenernuevamenteinfor-
mación referentea las opinionesde los alumnosy otros aspectos
quepudierancontestara cadaunade las cuestiones.

— Una entrevistafinal realizadanuevamentesobrecadauno de los
alumnosdel «subgrupoA>~, efectuadadespuésdel examenfinal con
el fin de verificar los datosquese habíanido obteniendo.

— Unaentrevistarealizadaa la observadoracualificada(observado-
raexterna)quepresenciótodaslassesionesdel «subgrupoA», para
contrastarlos datosquese fueron obteniendorelacionadoscon las
cuestionesde la investigación.
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Todosestosdatosse fueron analizandoamedidaqueiba avanzandoel cur-
so, construyendosobrecadaunade las cuestionesunaseriede categoríasque
sirvieronde baseparaelaborarlas conclusionesde la investigación.

4. Descripción generaldel desarrollo de la experienciaeducativa

La primeratoma de contactoconlos alumnostuvo lugar el primer día de
clase,momentoen el queseexpusieronlas dosestrategiasdidácticasparaque
los alumnoseligiesenuna de ellas. Los datosse recogierona travésde una
encuestainicial cuyo resumenpuedeconcretarseen la siguientetabla:

ENCUESTA INICIAL
(porcentajes realizados sobre los alumnos que
realizaron la encuesta en ambos subgrupos)

Subgrupo A Subgrupo R

Alumnos MATRICULADOS (% del total) 16(10,45%) 137(89,55%)

Tamaño total ALUMNOS QUE ASISTEN
a la primera clase y realizan la encuesta
(% de los que asisten)

Alumnos que cursan por primera vez
la asignatura! Repiten

Alumnos 1 Alumnas

(% sobre cada subgrupo de los que asisten)

Calificación media acceso a la Universidad

Calificación media en Matemáticas
durante los cursos anteriores

Actitud positiva ante las Matemáticas

Conocimientos en Informática

16(20,5%) 62(79,5%)

14 1 2 56 1 2

12 (75%)! 4 (25%) 32 (52%) 1 30 (40%)

6,73 6,93

6,96 6,69

13(81%) 56(90%)

16(100%) 40(64%)

Las dosprimerassesionesdel «subgrupoA» seemplearonparaintroducir
a los alumnosen el programaDERIVE y en el manejode la páginawebdise-
ñadaespecialmenteparael curso. A las dos semanasde cursorealizamosuna
entrevistainicial a cadauno de los alumnosdel «subgrupoA», obteniendode
ella datosmuy positivosrelacionadosconel cursotales como la motivación y
el interésde los alumnos,aunqueexistíanciertos temorespor el uso del pro-
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gramay el tipo deevaluación.A mitaddecursose realizónuevamenteotraentre-
vistaacadaunode losparticipantesdeeste«subgrupoA», y conlosdatosobte-
nidos se fueron perfilandodiferentesaspectosde las cuestionesiniciales de la
investigación.A medidaque se iba terminandocadaunidadproponíamosa los
alumnosunahojadeproblemasy unacolecciónde cuestionesteóricas.Con los
datosobtenidosen estaspruebasseobservóuna participaciónmuy activapor

partede los alumnosy algunadeficienciaen la resoluciónde situacionespro-
blemáticasocasionadasfundamentalmentepor la falta de prácticadel alumna-
do en la resolucióndeestetipo de problemas.Sin embargo,estasdeficiencias
fueron disminuyendoa lo largodel cursoa medidaqueel alumnose fue fami-
liarizandocon la metodologíay conel programa.Deformasimultáneael inves-
tigador fue anotandoobservacionessobrediferentesaspectosde la experiencia

relacionadoscon la asistenciade los alumnos,el tipo de dudasqueseplantea-
ban, las actitudesqueteníael alumnadoy la motivación.

Al finalizar el cursose realizó un examenfinal, que constóde dospartes:
unaprimerapartede cuestionesteóricassimilaresa la realizadasenclase(igual
en ambossubgrupos),y unaparteprácticacompuestapor variosproblemas.En
la parteprácticadel examenel «subgrupoA» tuvo problemasmáscomplejos
queel «subgrupoE», ya que se permitió el uso del programaDERIVE en el
examen.Unavez terminadala evaluaciónde todoslosalumnos,realizamosuna
última entrevistacon cadauno de los alumnosdel «subgrupoA» y con una
observadoracualificadacon el fin de verificar y contrastarfinalmentelas con-
clusionesa lasquehabíamosido llegandode forma inductiva a lo largo de toda
la investigación.

5. Análisis de los datosobtenidosen la experienciaeducativa

El procesodeanálisisde datosquerealizamossobreel «subgrupoA» cons-
tó de dos tipos: un análisis vertical y un análisishorizontalo longitudinal.

El análisis vertical se realizó considerandosobrecadauno de los casosde
la investigación(alumnos)lascuestionesplanteadasinicialmente,mientrasque
en el análisis horizontalel estudiose centróen analizarcadaunade las cues-
tionesde la investigaciónsobrecadacaso,tal y como seobservade formaesque-
máticaen el siguientecuadro:
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Estudiode cadauno de los casos(alumnos)

ci cí c3 c4 es cñ c7 cs c~ cm ctt C12 cn cí~ cts

Cuestión1 1

újEtS’
Lizt

z—t
t

Cuestión2

Cuestión3

Cuestión4 ---1--- -
Cuestión5Cuestión6

Cuestión7

Cuestión8

Cuestión9

Cuestión 10

Cuestión11

Cuestión12

Cuestión13 ¡ 1~~~

Cuestión14

Otras cuestiones y--y---y- -,---y--i

ANÉLR§ES HOREZON¶AL

El procesode análisisvertical sebasóen un análisis secuencialde datos.
Esteanálisissecuencialconsistióen un procesode análisiscualitativo,realiza-
do sobreun conjuntode datéstextuales.Estosdatostextualesseobtuvieronde
la trascripciónde las entrevistasrealizadasa los alumnosy de lasobservacio-
nes realizadaspor el investigadorsobrelas pruebasobjetivas,tal y como se
muestraen el siguientecuadro: .
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PROCESO

En el análisissecuencialsesepararonaquellosdatostextualesque consi-
deramospodríanser significativos respectode las cuestionesplanteadasini-
cialmente,constituyendolo quedenominamoselementoso unidadessignifi-
cativas.De esta forma, mediantelos procesosde categorización,síntesisy
agrupamientode las unidadesde significado,pudimosobteneren cadacaso
unosaspectoscaracterísticoso atributosquefacilitabanla elaboraciónde una

síntesisde datos.En el siguientecuadrose muestrade forma esquemáticael
procesode análisissecuencial:
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ANÁLISIS SECUENCIAL DE DATOS

Datoscualitativos

3. SíntesIsy agmpamientóde:anidadesdesignificado

5. AnáLisii~li4idú~II~adodecuestiones

~DAÍ~SINT

Una vezrealizadoel análisisde cadauno de los casosatravésde las dife-
rentesherramientasde recogidade datos diseñadas,efectuamosun análisis

minuciosodecadaunadelas cuestionesde la investigación.Pararealizareste
segundoproceso,quedenominamosanálisistransversal,consideramoscomo
datosbásicoslos obtenidosen las conclusionesfinales de cadacaso,quefue-
ron complementadospor los datosdeducidosde:

— el análisiscuantitativodelas calificacionesobtenidaspor los alumnos
en ambossubgrupos,

— las observacionesdelas notasde camporealizadaspor el investigador
— y el análisisde los datosaportadospor la observadoracualificada.

Unidadessignificativas:
CÓDIGO-TRIBUTO

Gruposdeunidades
significativas

BLOQUESSIGNIFICATIVOS

Atributos significativos
decadaCUESTIÓN
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Estosdatosnos permitieronverificar y triangularlas conclusionesfinales.
Este procesode análisistransversallo realizamosencuatroetapas:

1) La primeraetapase basóen lasconclusionesfinalesobtenidasparacada
casoen el procesode análisisvertical. A partir de estasconclusionesy
medianteun análisiscomparativoelaboramoslas conclusionesparcia-
les decadacuestión.Pararealizaresteanálisiscomparativofijamos ini-
cialmenteunaseriedeatributoso caracteresquepodríandefinir de for-
maconcretacadacuestión.En el procesodeobservacióny comparación
determinamosunaseriede aspectoscaracterísticosquecontestabancada
uno de losatributos quenos habíamosplanteadoinicialmente.Con este
procesode análisis pudimosdeterminarcuáleseran los aspectoscarac-
terísticosqueteníanunamayor incidenciay significadosobreloscasos
objeto deestudio. Estaincidenciaglobal la resumimosen unatabla de
datosparticularizadasobrecadacuestióny mástardeapartirdeesatabla
elaboramosun diagramade barrasdel quepudimosdeducircon mayor
facilidad las conclusionesparcialesde cadacuestión.

2) A partir de las notasdecampoelaboradaspor el investigadormedian-
te un procesoderesumengeneralde losdatosy observacionesobteni-
das, obtuvimosunasíntesisde notas de campo.Las principalescon-
clusionesa las que llegamoscon estasíntesisfueron las siguientes:
a) Hubo un elevadogradodeasistenciaa las clases,informaciónque

resulta significativa respectode la motivación y el protagonismo
queteníael alumnado.

b) Los alumnosparticiparonbastanteen el desarrollode las clases,
existió muchacolaboraciónentrelas diferentesparejasde trabajo
y ademásseobservóun elevadoíndicede motivaciónpor partedel
alumnadoa la horade resolverejerciciosy problemas.

c) La estrategiapataintroducir los conceptosy el usodeguionesteó-
ricos con DERIVE facilitó la atencióna la diversidadde ritmos de
aprendizajey niveleseducativosexistentesen el aula. Estaestra-
tegia facilitó la estructuraciónde los contenidosesencialesy no
esencialesdel programa.

d) Las dudasqueseplantearona lo largodel cursosecentraronfun-
damentalmenteen contenidospropios de álgebralineal, no hubo
apenasdudassobreel manejodel programa.

e) Seobservarontresniveleseducativosen el «subgrupoA», un nivel
de2alumnosavanzados,un nivel intermedioformadopor II alum-
nosy un nivel inferior Formadopor 3 alumnos.
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3) La comparativadelascalificacionesobtenidasporambossubgruposen
elexamenfinal nospermitióobtenervariasconclusiones:
1. El porcentajede alumnospresentadosenel «subgrupoA» (93,75%)

fue muy superioral de alumnospresentadosen el «subgrupoB»
(59,12%),elementoqueresultésignificativo respectoa la motiva-
cién y el protagonismode los alumnos.

2. El porcentajede alumnosaprobadosdel «subgrupoA» (81,25%)
fue tambiénmuy superioral porcentajede aprobadosen el «sub-
grupoB» (4 1.6%),inclusosi efectuamoslacomparativadelospor-,
centajesrespectode los alumnospresentadostantoen el «subgru-
po A» (86,66%)comoenel «subgrupoB» (69,62%).

3. Las puntuacionesmediasfinalesfueron muy similaresen ambos
subgrupos.

4) Finalmente,a partirde la entrevistaque se realizócon la observadora
cualificadaefectuandoun procesodeanálisissecuencialsimilaral lle-
vadoacaboen el análisisvertical,seobtuvieronconclusionesparacada
unade lascuestiones.

Con estosbloquesdeanálisis(síntesisde notasde campo,cuadroresumen
de calificaciones,conclusionesde la entrevistaconlaobservadoracualificada
y conclusionesparciales)y medianteun procesocomparativodetriangulación
o contrastede losdatos,obtuvimoslas conclusionesde la investigación.En el
siguientecuadrosemuestradeformaesquemáticaelprocesorealizadoenelaná-
lisis horizontal:

a
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PROCESO

Cóñctusion~s~ NAEESÁIer¿aaatcaso it lisis
Comparativo

6. Conclusionesde la investigación

El procesodeanálisisquehemoscomentadoen el apartadoanteriornospro-
porcionóunaseriedeconclusionesquecaracterizarondeforma muy exhausti-
va laestrategiadidácticadiseñada.

Las primerasconclusionesquecontestarona las diferentescuestionespro-
puestasinicialmenteen la investigaciónfueron las siguientes:

1) DERIVE proporciona un sistemade nutación intermedio entre los
sistemasdenotaciónformalesdel álgebralineal y los sistemasdenotaciónmás
familiaresal alumnado,por variosmotivos:

• Esun sistemadenotaciónmáscercanoal alumnoy máscómododeuti-
lizar queel lápiz y papel.

• Laformade introducir los datosdel álgebralineal conDERIVE haper-
mitido quelos alumnosasimilenlosprocesosrutinariosy manipulativos,
ya queestasmanipulacionesles obligabana conocerla formade intro-
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ducir los datosy a reflexionarsobreelconceptoque estabanmanejan-
do o iban a manejar.

• Es un sistemade notacióncomplementarioal del lápizy papel.

2) La interactividadquehaprovocadonuestraestrategiadidácticahasido
positivaen lostresentornosde comunicaciónentrelos alumnos,entreálumnos
y profesory entrelos alumnosy el programaDERIVE:

a) La interacrividad entre los alumnosha sido muy positiva por varios
motivos: por el usodel ordenador,porqueel grupoera reducido,por-

quese tratabade un grupodondelosalumnospodíansentirsediferen-
tes y porquela estrategiadidácticafacilitaba la experimentación.Esta
interactividadha suscitadoun trabajoen grupo que se ha basadofun-
damentalmenteen parejasde trabajoo en gruposquesecorrespondían
con la ubicaciónfísica de los alumnosen el aula.

b) La interactividad entrealumnosy profesortambiénha sidomuy posi-
tiva, yaqueel profesorharespondidorápidamentelaspreguntasy dudas
quese ibanplanteando,hasido unacomunicaciónconcretacentradaen
los contenidosde la asignatura.Los factoresquehan influido en este
gradode interactividadhansido el númeroreducidode alumnosy la
propia estrategiadidácticaquefavorecíala interacciónentrealumno§
y profesor.

c) La inreractividadqueha ofrecidoDERIVEa losalumnoshasido tam-
bién muy alta por su rapidezde respuesta~‘ porque los mensajesque
ofrecíael programaseentendíangeneralmentebien.

3) La estrategiadidácticahafavorecidoel protagonismode los alumnos

frente al medio tecnológico,como muestranpor un lado el elevadoindice de
asistencia,el elevadoporcentajede alumnospresentadosal examenfinal, lá
valoraciónde la observadoracualificaday el estudiode casosquehemosrea-
lizado. Este protagonismose ha caracterizadopor la elevadaparticipaciónde
los alumnosen las actividadesde descubrimiento,por la actitudde búsqueda
quesuscitabael programay porqueDERIVE obligabaapensaral alumnoen el
planteamientode los problemasy ejercicios.

Sin embargo,la creatividaddel alumno,aunqueseha intentadoestimular
con actividadesdeexploracióny de investigación,sólosehaconstatadoen algu-
nos alumnos.

4) La estrategiadidácticahacentrado¡aatencióndel alumnosobreloscon7
tenidosesencialesdel programacon ayudadel guión de trabajo,quehasidoun
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medio fundamental para que los alumnoshayan sabidodistinguir claramente
entre los contenidosesencialesy los no esencialesdel programa; aunque ha
habidounatendenciageneralde los alumnosparaautomatizaralgunosde los
procesosque formabanpartede los contenidosesenciales.Estoha provocado
quelos alumnoshayanperdido,en cierta medida,algunashabilidadesmanua-
les decálculo.Estascircunstanciasmuestranla posibilidaddequealgunospro-
cesosrelacionadoscon los contenidosesencialesse hayanautomatizadosin
haberseasimiladopreviamente.

5) El programaDERIVE ha permitido que los alumnosrealicen con
menosesfuerzolos cálculosrepetitivosy rutinariosnecesariospararesolver
losproblemasy ejerciciosdeálgebralineal,permitiendoquelosalumnossecon-
centrenen los conceptosy procesosbásicosnecesariosparaentenderel álge-
bra lineal. Estehechoha proporcionadoa los alumnosla posibilidadde dedi-
car mástiempoa la experimentacióny a la investigación,aunquehaprovocado
cierta disminuciónen las habilidadesy destrezasmanualesde cálculo.

6) Aunque la experimentaciónno era el estilo de trabajohabitualutili-
zadopor los alumnos,cl tipo de usoquehemoshechodel programaDERI-
VE ha propiciadounaactitud de búsquedade solucionesenlos problemas
y cuestionesque seplanteaban,y podemosdecir quehaaumentadoel grado
deexperimentacióndelos alumnos.Porotro lado,DERIVE hadejadoal alum-
no espaciosparapensar,puessedejaqueel ordenadorrealice¡os cálculosruti-
nariospermitiendode estaformaqueel alumnosecentreen procesosdeorden
superiory deinvestigación.Se haconstatadoqueen algunosalumnosestegra-
do de experimentaciónha ido aumentandoa lo largo del curso y se ha perfi-
lado como uno de loselementosmásimportantesdel trabajorealizadopor los
alumnos.

7) Estaestrategiadidácticaha potenciadoun estilo de aprendizajepor
DESCUBRIMIENTO y ACTIVO, aunquequizásel hechode ser un grupo
pcqueñoy diferentepuedehaberfavorecidoestetipo deaprendizaje.Peroade-
másde estehecho,la estrategiadidácticaempleaday el usodel SCA hansido
dosfactoresdecisivosen el estilode aprendizaje.Sin embargo,aunqueel gra-
do de motivacióndel alumnoha sido muy elevadoy el protagonismode los
alumnostambiénha sido notable,no podemosgarantizarqueel tipo de apren-
dizaje hayasidototalmentesignificativo. Podemosafirmar que los contenidos
quehanadquiridolos alumnosprobablementehayanquedadoafianzadosdefor-
masignificativa en virtud del procesode aprendizajeque seha realizado.
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8) La estrategiadidácticaempleadacon el usodeDERIVE ha facilita-
do a los alumnos la posibilidad de utilizar varias estrategiasde resolución
deproblemas.Laestrategiateníatodoslos ingredientesnecesariosparaquelos
alumnosutilizaranvariasestrategiasenla resolucióndeproblemas,muchasmás
quecuandose lesdejabaresolvercon lápiz y papel.Sin embargo,el alumnoha
utilizado unasola estrategiacuandocon éstaseobteníala sorucióndel proMe-
ma.Porel contrario, los alumnosensayaronotros métodoso caminoscuando
la’ primeraestrategianosles proporcionabata respuestadeseada.Las estrate-
gias qpehanofrecidomayoresproblemasalos alumnosfueronla inducción,la
modetizaciónmatricial de problemasrealesy la resoluciónde problemascon
experimentación;por el contrario,sí hansabidoresolverproblemasrelaciona-
&Js eoal~modelizaciónvectorialyen losque interveníacomo modeloun sis-
temade ecuacioneslineales.

9) DERIVE hasido un programaqueno ha generadobarrerasadicio-
naleaparaelaprendIzajede Los principalescontenidosde álgebralineal yaque
se tratadeun programadefácil manejoy aprendizaje,aunqueenocasioneslos
alumnoshantenidociertasdificultadesrelacionadasconla programacióndefun-
cionesy el sol~pamientode variables.En generalpodemosdecirqueDERIVE
ha facilitado la comprensiónde contenidosy la resoluciónde! pi~oblemas.

10) El grado de autonomíaquehan adquirido losalumnos,aunqueno
ha sido muyelevado,sin embargopodemosdecirque la forma de uso de DERI-
VE les ha permitido encontrar en numerosasocasionesy de forma autónoma
las solucionesde lás tareaspropuestas.

11) La estrategiadidácticahafavorecidolasrelacionesdialécticasentre
alumnosy entrealumnosy profesor.De hecho, lasrelacionesde comunica-
ción entrelos alumnoshan sido bastantebuenas,motivadasen cierta medida
por el ambientedecomunicaciónquehapotenciadola estrategiadidáctica,por-
queeranpocosalumnosy quizásporquese tratabade un grupo diferente.En
cuantoa las relacionesdialécticasentreprofesory alumnos,hansido también
muy positivas,el profesorha resultadomáscercanoy accesiblea losalumnos
queen lasclaseshabituales.En estascircunstancias,la concepciónabiertadel
profesorrespectoal alumnado,la propia metodologíaquepropiciabasituacio-
nesdecomunicacióny el reducidonúmerodealumnoshan.sido tresde losfac-
tores que máshan influido en las relacionesdialécticas.Porúltimo, debemos
señalarqueel ambientedecolaboracióny trabajoquehaprovocadola estrate-
gia didácticaha favorecidoestetipo de relacionesdialécticasentrealumnosy
entrealumnosy profesor. —
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12) La estrategiadidácticaquesehaempleadoy las formasdeusodelpro-
grama DERIVE-han generadoun ambiente de colaboraciónen el aula. Este
ambientede colaboraciónha servido para que los alumnosvieranestimulado
su interéspor la exploración,comprobacióny experimentaciónde los proble-
mas en gruposde trabajo. Aunque las colaboracionesentrealumnospueden
transmitirerroresy malos hábitosen algunasocasiones,sin embargola exis-
tenciadeun elementomediadorcomoesel ordenadorleshapermitidocontrastar
resultados,eliminandode estaformaesosposibleserroresdetransferencia.Estas
circunstanciasnossitúanen un contextode ambientesen los queseha favore-
cido la apariciónde aprendizajescolaborativos,dondeel factor social ha sido
un elementomuy beneficiosoparael aprendizaje.

13) La cstrategiadidácticahafavorecidounaadecuadaATENCIÓN A
LA DIVERSIDAD, como lo muestranalgunosindicadores:

— El ritmo delas clasesepuedecalificar deun ritmo ACTIVO Y DINÁ-
MICO.

— Los alumnosno se hanaburridoen lasclases,ni siquieralos másaven-
tajados,y ademásningúnalumnose haencontradoperdidoen las cla-

ses,ya quehaencontradorápidosolucióna susdudas.
— Los tres nivelesde aprendizajeque existíanen el aulahan sido trata-

dos adecuadamentecon problemasdediferentesnivelesde dificultad,
en el examenfinal y en las cuestionespropuestas.En las clases,las
dudasque surgían se atendíande forma adecuadapor el profesorado
con ayudade losguionesde trabajode cadasesión.

— El programaDERIVE hapermitidoresolverlas dudasqueiban apare-

ciendode unamaneraautomática.
— Los alumnosteníanconfianzaen susposibilidades,situaciónobserva-

ble de formaclaraen el alto porcentajedepresentadosen el «subgru-
po A», muy superioral del «subgrupoB».

Ademásdebcmosañadirqueel númeroreducidode alumnosqueintegraban
este«subgrupoA» hainfluido notablementeenestaatencióna la diversidad.

14) La estrategiadidácticaquesehaempleadoen estecursoexperimen-
tal haprovocadounosíndicesbastanteelevadosde MOTIVACIÓN entrelos
alumnos,situaciónquehaquedadoconstatadapor varios indicadores:

— Los alumnosse encontrabanbastanteentretenidosen clase,las clases
resultabandivertidas y nadaaburridasy ademásse les pasabanrápi-
damente.
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— Los alumnoshan dedicadobastanteshorasa la asignaturafuera del
horariodeclase,sepuededecirqueusabanunamediade 5 horassema-
nales,indicadorquemuestraun elevadointeréspor la asignatura.

— La valoraciónmediadelos alumnosa estecursohasido bastantealta:
7,9 sobre10.

— Los alumnos~se hanencontradomuy satisfechoscon la metodología,
dehechotodosexpresarondeformaunánimequevolveríanaelegireste
subgrupoexperimental.

— El programa.DERIVE ha sidé’ un- elementomuy motivador para el
aprendizajeporqueles hafacilitad@el cálculo, reshapermitidollegar
alfinalewlb resoluciéndemuchosproblémas.eraun programadiver-

• tidé y ademásen~algunoscasosles hamotivadoparaaprobarla asig-
naturaMatemáticas1 enseptiembre.

— El índicede asistenciaaclaseha sido bastanteelevado:másdel 75%
de losalumnosha asistidoa másdel 75% de lasclases.

— Haaumentadoel interésde losalumnosporlasMatemáticasy en par-
ticularpocelálgebralineal, sobretodopor la resolucióndeproblemas.

— EUporcentajed& alumnosquesehanpresentadoal examenfinal hasido
muy elevado:

— El porcentajede alumnosaprobadostambiénha sido superioren este
gruporespectodel«subgrupo8».

Ademásde las cuestionesqueplanteamosinicialmenteen la investigación
y graciasa los datosrecogidosen el transcursode la misma,hemosobtenido
algunasotrascaracterísticaseducativasquepasamosa describir:

15) El ambienteque sehageneradoen el cursoha sidomuy participati-
yo, invitabaal trabajoindividual y colectivo,propiciadopor la estrategiadidác-
tica empleaday por el uso del programaDERIVE. Porotro lado, la dinámica
de las clasesha sido muy activay experimental,diferentea la realizadaen
las claseshabitualesaunqueen ocasionesha tenido un ritmo un pocorápido,
perohasidounadinámicapositivaporqueno eranecesarioestartomandoapun-
tes como enclasestradicionales,ya quese disponíade unapáginawebdonde
sepodíanconsultartodos los contenidos.Ademásha sido unadinámicaentre-
tenidaqueno inducíaal aburrimiento,todo lo contrario.,

16) Los alumnoshanvisto realizadaslas expectativasqueteníandepo-
sitadasen el curso,aunquealgunosesperabanobtenerunascalificacionesmás
altas,pero se puedeafirmar queglobalmentelos alumnosmuestranuna gran
satisfacciónpor el curso.Porotro lado, la evoluciónde los alumnospodemos
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decir que ha sidouna evoluciónclaramenteprogresiva, sobretodo en la par-
te relacionadacon los problemas.

17) El grupoexperimentalestabaformadoensumayorpartepor alumnos
de nuevoingresoen la Universidad(II de 15) quehabíanrealizadola trayec-
toria educativa EGB-BUP-COU, obtuvieron unas calificacionesmedias en
Matemáticasde 7,2 y unacalificaciónmediaenSelectividadde 7. La mayoría
de ellos suspendieronla asignaturaMatemáticas1 del primer cuatrimestre.

18) Las característicasdel profesoradopuedeninfluir enormementeen la
puestaenprácticadeestaestrategia,aumentandoo disminuyendotodassuscua-
lidades,ya queunaactitud comprometidadel profesor le permiteobteneruna
relación de comunicaciónmuy estrechacon el alumnadoaunquele obliga a
invertir un esfuerzoadicionalen la preparaciónde las clases,sin embargouna
actitud pasivapuedepermitir al profesorenmascararsu trabajoofreciendoa los
alumnosactividadesmanipulativasqueno provoquenel aprendizajey manten-
ga a los alumnosocupadosenactividadesmeramentemecánicasde manejodel
programa.Porotro lado,en estaestrategiadidácticase ensalzanlas virtudeso
defectosdel profesor,en el sentidode que la formadeconcebirla educacióny
la docencia,así como la propia forma de serdel profesorado,influyen enor-
mementeen el desarrollodela estrategiadidáctica.

Estasconclusionesnospermitenafirmarqueel programaDERIVE tiene las
siguientescaracterísticaseducativas:

1) Ofreceun SISTEMA DE NOTACIÓN INTERMEDIO parael álgebra
lineal, ya que se tratade un sistemade notaciónmáscercanoal.alum-
no, máscómododeutilizar y ademáspermitequeel alumnocentresu
atenciónen los conceptosy objetospropiosdel álgebralineal cuando
introduceo manipulalos objetosy contenidospor medio del progra-
ma, conviniéndoseen unacomplementodel lápiz y papel.

2) Es un programaquefavorecela INTERACTIVIDAD, no sólo entreel
alumnoy el programa,sinoqueademásfavorecela interactividadentre
losalumnosy entrealumnosy profesor.

3) Potenciael PROTAGONISMOdel alumnoen su procesode aprendiza-

je.
4) Permite que el alumno sepa RECONOCERLOS CONTENIDOS

ESENCIALESdel álgebralineal,aunqueen ocasionessecorreel peli-
gro de automatizaralgunoscálculosen detrimentode algunashabili-
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dadesde cálculo. . ,

5) Permiterealizarcon menosesfuerzonumerososCÁLCULOS REPE-
TITIVOS Y RUTINARIOS, quesuelenocupardemasiadotiempoalos
alumnos.

Estascaracterísticasdel programaDERIVE hanfavorecidoy proporciona-
do unassituacionesde enseñanzaqueconducenhaciaun aprendizajequetie-
ne las siguientescaracterísticas:

a) Se tratade un aprendizajepor descubrimientoy activo,quea partir de
los conocimientospreviosdel alumno,facilita la adquisicióndeapren-
dizajessignificativossobrelos contenidosbásicosdel álgebralineal.

b) Un aprendizajeque proporcionaal alumno la posibilidad de utilizar
variasestrategiasde resoluciónde problemas,aunqueen generalel
alumnotiendaautilizar unade ellas.

c) Un aprendizajecolaborativo,basadoen las colaboracionesque propi-
cia el trabajoen grupo suscitadopor el programaDERIVE.

d) Un aprendizajeadaptadoa las necesidadesde cadaalumno,ofrecien-
do la posibilidadde utilizar variosnivelesdeaprendizajemotivadofun-
damentalmente:por la ayudaque prestael programa,por el ambiente
colaborativoque se fomentaentrelos alumnosy por el materialdidác-
tico disponibleenlos guionesdetrabajo,esdecir,permiteunaadecuada
atencióna la diversidad.

Estasconclusionesvienenavaladaspor las diversascaracterísticasqueha
ofrecido el programade cálculo simbólico DERIVE, entre las que podemos
señalarlas siguientes:

— Se ha propiciadounaactitud de búsquedade soluciones,actitud que
permite la posibilidad de utilizar el programacomo una auténtica

herramientade experimentación.PorqueDERIVE ha ofrecido a los
alumnosmás tiempoparapensar,dejandolo rutinario parael orde-
nador.

— El usodel programaDERIVE no hageneradobarrerasadicionalespara
el aprendizajede loscontenidosdeálgebralineal, yaquesetratadeun
programafácil deaprendery de manejar. .

— Aunquelosalumnosno hanadquiridoun gradodeautonomíasignifi-
cativa;sin embargoles ha ofrecido la posibilidaddeintentarcon cíer-
ta autonomíala resolucióndemuchosproblemasquemohubieransido
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capaces-deintentarni- siiiuieracoir lápiz’. y-papel.
— El gradode MOILVACIÓN del?alumnadoha sid& bastante-elévado’,

como-muestranelé-vadásporcentajesde’ asistencia;de presentados-aU
exameny~ tambiéhidéaprd5ados-~.

— El ambientedell cursohasid~muy partieipativo-~y la dinámica;dé las.
clasesmuyacti&ay:experunentak

— Los alumnos<han.--vist&realizadassusexpectatilta.sy han;mostradosu’
satisfacciónpor el curso, notándoseunaevoltición progresiVaen su’
aprendizajé.

Ideasparafuturasinvestigaciones;

A lo- largo dé esta ¡nvestigaciónhemos-observadéalgunosfactoreso ele-
mentosqpepodríanhabermejoradolos:resultados~en-cuantoa l~u generalirtación
dé msbondadés-dé-nuestrrnestraregia-didáctiéa.AcontinuacidnmostramosalguL
nosde dichoslhctoresqueproporciénaríanpautas.pavafua¡rasinvestigaciones:

19’ El reducido;número’déalumnosdel) «subgrup@A»- ha’ proporcionado-
unascaracterísticaseducativas:concretasen tomo’ a’ nuestraestrategia
didáctica,perounacuestiónobjeto deestudiopodríaser ci ampliar lá
investigaci6n;sobm-grupos;con~mayonnúmero-dt alumnos,

2) Otroelementove pudeserobjétodét~turasinvestigaciones-esetpapel’
o influenciaq¡se-puedée%rcerelprofesoradoen:estaestrategiadidác-
tica, en particulúrla~ influenciaque puedeejercerlá actituddel profe-
soradoen unaestrategia-didáctica-quefundamentasu razóirdé-seren~
la incorporacióndé un- siÉtrmadé cálculoalgebraico.

3) Si bien la resolucióndeproblemasconstituíaunodelosprincipios meto-
dológicosdenuestra-estrategia;sin embargono seha hecho’déniasiado-
hincapiéen lasestrategiasderesolucióndeproblemas,por léque-unac¡r-
cunstanciaquepodtíaserobjeto-deestudiosposteriores~eseJ<analizarel
comportamientode lbsalumnosusandoun SCAy unaestrategia:-como
la anteriorpero-incorporandotécnicasde resoluciónde problérnas.

4) Profundizaren> el: estudiodel tipo de aprendizajeque ad4uierenlos
alumnoscon estetipo de estrategia,esdecir, determinarcon estudios
más prolongadosenel tiemposi el tipo de aprendizajepermaneceen
la memoriaa largoplazoy seconviertepor tantoen un aprendizajesig-
nificativo o si por el contrarioel hechodeutilizar un SCNfavoreceun
aprendizajequesealmacenaenla memoriaacortoplazoy quepor tan-
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to no permanecesignificativamenteen el conocimientodel individuo.
5) Otro elementoque puedecentrarseen el análisisdel tipo de uso que

haceel alumnodel programade cálculosimbólico, si lo utiliza real-
mentecomo herramientadecálculoy de experimentacióno si encier-
ta medidalos utiliza paraautomatizarcontenidosesencialesatrofian-
do en cierta medidaprocesosbásicos.

6) ¿Quéocurriría si los alumnosestuviesenmás habituadosal sistema
DERIVE o sistemasdecálculoalgebraicosimilaresen cursosanterio-
res?,esdecir, ¿quéocurriríasi el sistemadecálculo algebraicofuese
unaherramientamásfamiliar al alumnó,tan familiar cómoloesel lápiz
y papel?En esascircunstancias,¿el SCA siguesiendoun sistemadé
notaciónintermedio? - -

7) Respectoal curriculumde álgebralineal,- seríanecesarioindagarsi no
sería-mejor adaptarloscontenidosdétcurrículumde estadisciplinaa la
nuevaherramientatecnológica;suprimiendo’deimismocontenidosque
sowmuymanipulativosyañadiendb’otrosdecaráítermásprofundo.

8) Ita &tima’cuestión’ tienequevercon el uso-deiprograma,en particti-
lar enilo’quese-refiere-alas-funciones-bá~icasdel programa.Los pro-
gramas;de cálculo.simbólice~contienen’numerosasfuncionesbásicas
queautomatizan’procesosy cálculosque.enun contextoeducativose
pnedenÁconsidéran;come’CON-TENIDOSESENCIALES,circunstan-
ciaque-obligaa¡ennascarartasfunciones,lo-cualnosplanteaunapre-
gunta:¿noseriaposibledesarrollársistemas-decálculoalgebraicoque
permitan>queel profesordeterminecuálesson las funcionesbásicas
del programa?,es decir, se trataríade intentarfacilitar al profesor la
opción mediantela cual sólo se dejenaccesiblesa los alumnosaque-
llas opcionesque se consideranCONTENIDOS NO ESENCIALES.
Una posible solución consistiríaen construir ficheros de utilidades,
librerías,o facilitar la opción de eliminar funcionesdentrodeLentor-
no del programa.

Todasestascuestionespuedenformarpartede futurasinvestigacionescon lás
quepodremosincorporarde unamaneraadecuadalos sistemasdecálculoalge-
braicode formaplenaenlos procesosde enseñanzay aprendizajedel álgebrali-
neal,parasalvaguardarunadisciplinabella,creativay útil paranuestrasociedad.

Estetrabajorecogepartedela investigacióndesarrolladaen la tesisdocto-
ral titulada «Laenseñanzadel álgebralineal mediantesistemáscomputaciona-
les decálculoalgebraico»,realizadapor PedroOrtegay defendidael 14 de mar-
zo de 2002 en la Facultadde Educaciónde la UniversidadComplutensede
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