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1. Redes de relaciones
simples

1.1. Los grafos y sus imagenes

D efinicion 1. Un grafo es un par
ordenado G = {P. R) donde P es un

conjunto finito de puntos (pun-
tos, objetos, actores) y R es una relacién (un
tipo de vinculo) definida sobre P, esto es, un
subconjunto de pares ordenados de puntos
perteneciente a PP x P.

Definicién 2. Una funcién f: P — P’es una
aplicacién de cada elemento a perteneciente al
conjunto P en un elemento imagen fla) perte-
neciente al conjunto P’, Una funcién suprayec-
tiva es una aplicacién en la que todos los ele-
mentos de P”son imdgenes de elementos de P.

Definicion 3. Una equivalencia = definida
sobre P es una relacién tal que para cuales-
quiera a, b y ¢ pertenecientes a P, se cumple
que

a=a
sia=bentonces h=a
sia=byb=centoncesa=c

Estas son las propiedades reflexiva, simétri-
ca y transitiva.

Lema 1. Toda funcién f; P — P’produce una
relacion de equivalencia = sobre P, esto es,
que para cualesquieraa, b € P,

a *—_“fb si y solo si fla) = f(b).

Definicién 4. Sea G = (P, R) un grafo y
f P —> P’ una aplicacién suprayectiva. Sea
R’ una relacién definida en P’ tal que
R’ = {{fa), fib)): a, b € R} Decimos que R’es
la relacion de P’ producida por R y f.

1.2. Homomorfismos de grafos
e imagenes de modelos
de bloques («blockmodels»)

Los homomorfismos son aplicaciones que
preservan la estructura. El homomorfismo
minimo de un grafo es una funcidén que trans-
forma los puntos de un grafo en puntos en una
imagen del grafo y preserva las aristas o cone-
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Xiones como aristas o conexiones imagen.
Expresadoe en forma de diagrama:

Grafo: Imagen:
Todas las aristas f— Arista
(Homomortismo)

Hay diferentes tipos de homomorfismos que
preservan rasgos adicionales de la estructura
de un grafo. La estructura que se preserva
puede definirse de acuerdo con las propieda-
des de f en términos de su aplicacién inversa
J! desde 1a imagen a la preimagen a través de
diferentes tipos de homomorfismos.

Mads abajo sc ofrecen las definiciones for-
males de los tipos de homomorfismos que
resultan mas dtiles en el andlisis reticular de
las estructuras de roles. Comenzaremos con el
homomorfismo completo en el que cada aris-
ta de la imagen estd producida por alguna aris-
ta en la preimagen. Dado que no hay en la
imagen aristas que vengan de fuera, este v
todos los homomorfismos que vienen a conti-
nuacion generan el modelo estructural de una
red.

Los homomorfismos regulares y estructura-
les son modelos de especial importancia en el
estudio de los sistemas de toles. En el caso de
un homomorfismo regular, los puntos que tie-
nen la misma imagen necesariamente ocupan
la misma posicién abstracta o «rol» en la red
total o grafo. Dos puntos tienen la misma ima-
gen (rol) en un homomorfismo regular si y
solo si, cuando uno tiene una relacién con un
segundo conjuntoe imagen (o rol), el otro tiene
una relacién idéntica con un homélogo en ese
conjunto. Este es el principio de los paralelos
de rol. Dos puntos tienen la misma imagen en
un homomorfismo estructural si y solo si estdn
relacionado de manera idéntica a todos los
demas puntos.

Definicion 5. Sean G ={F, RyyG' = (P, R"
dos grafos, f G — G’ es un homormorfismo del
grafo completo siy solo si ff P — P’ es una
aplicacién suprayectiva tal que para cuales-
quiera a, b € Py x, y € P’, aRb implica que
Aa) R"Ab), y xR’y implica que existenc,d € P
tales que ¢cRd, ficy=x, y Ad) =y.

A la imagen homomédrfica completa de un
grato, Boorman, Arabie y Leavitt (1978: 31-
32) la han denominado blockmodel.

Proposicién A. Sean G = (£, R) un grafo y
f: P —> P’ una aplicacién suprayectiva en un
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conjunto P’ Si R”es la relacién definida sobre
P’que ha sido inducida por fy R,y G'= (P’ R",
entonces la aplicaciéon f G — G’ es un
homormorfismo completo del grafo.

Los homomorfismos completos resultan
itiles en las comparaciones estructurales de
redes o grafos. Un ejemple de las etapas de
este proceso arranca del trabajo de Laumann
y Pappi (1976) sobre las relaciones entre los
miembros de la elite de dos ciudades, «Alt-
neustadt» en Alemania y «Towertown» en los
Estados Unidos (ambos nombre son seudoéni-
mos). Breiger y Pattison (1978) modelaron
bloques de actores estructuralmente equiva-
lentes {ver Definiciones 10 y 25) para obtener
grafos resumen de las estructuras de roles en
ambas comunidades sobre tres tipos de rela-
ciones: negocios (B), discusiones sobre asun-
tos comunitarios (C) y contactos sociales (S),
tal como se muestra en la Figura 1. Bonacich
(1981) comparé estos dos conjuntos de grafos
usando el homomorfismo completo de los
grafos de cada ciudad en grafos de «estructu-
ras comunes», que también aparecen en la
Figura 1. Estos grafos muestran los aspectos
comunes de la estructura de liderazgo en las
ciudades. El ejemplo es una prueba de cémo
pueden usarse homomorfismos mas fuertes
en una primera etapa del andlisis para poner
de manifiesto las caracteristicas concretas de
las redes sociales, mientras que los
homomorfismos mds débiles se emplean en
una etapa posterior para revelar caracteris-
ticas més generales. La ventaja de tener una
familia de herramientas para modelar
homomorfismos, de los mas fuertes a los mas
débiles, es obvia desde ¢l punto de vista de
los diferentes niveles de generalidad en el
analisis.

El homomorfismo completo es 1til para el
analisis de estructuras comunes (Bonacich,
1981), pero es demasiado general para iden-
tificar posiciones de rol mds concretas. Por
ejemplo, dos grafos no vacios cualesquiera
tienen la misma imagen homomérfica com-
pleta de un dnico punto conectado a través
de su imagen consigo mismo. Tanto los pun-
tos no conectados como los conectados de
todo grafo se corresponden con el mismo
punto en la imagen. Sin embargo, esta claro
que esto no equivale a que los puntos se
correspondan con las mismas posiciones o
roles en la red.
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Altneustadt

S
;

Q s

Grafos de las estructuras comunes

Figura 1. Grafos ilustrativos extraidos del trabajo de Breiger v Pattison (1978). Fuente: Bonacich (1981},

El homomorfismo regular, por el contrario,
puede considerarse como una aplicacién de los
puntos de un grafo en distintos roles o posicio-
nes, con la particularidad de que si dos roles
estan conectados a través de su imagen, enton-
ces uno de los roles tiene necesariamente que
estar conectado a algin otro que esté en
correspondencia con el otro rol. Esto puede
formalizarse como sigue.

Definicién 6. El homomorfismo completo
de un grafo £ G — G’ es regular siy solo si
para todo a, b € P, la)Rfb) implica que exis-
ten c, d € P tales que cRb, aRd, fic) = fla),
fld) = fb).

No todo homomorfismo completo de un
grafo es un homomorfismo regular como
puede verse en el siguiente ejemplo. Aqui
{a, b, ¢, d} son puntos del grafo origen que
establecen una correspondencia a través de la
funcién f con el conjunto {x, y} transfiriendo
cualquiera de las conexiones entre puntos al
grafo imagen.

- R
a b x  f@)=fb)=x
f
< R > -/ | r
c d Y fo)=f(d)=y
- J
Ejemplo 1.

Nétese que AL)RA) pero que bRx no es
clerto para x.

Los homomorfismos regulares tienen como
requisito que los ocupantes de un rol estén
conectados de idéntica manera a algunos de
los ocupantes de un rol «homélogo». En los
sistemas de roles, no es de esperar que todos
los ocupantes de un rol estén idénticamente
conectados a los ocupantes de un rol «homolo-
go». Este requisito més restrictivo es la base
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del andlisis de sistemas de roles de Harrison
White y sus discipulos. Hay algunas circunstan-
cias o algunos tipos de roles para los cuales es de
esperar que todos los ocupantes de un rol estén
conectados de idéntica manera a los ocupantes
de los roles homdlogos. Esto puede definirse
formalmente como se muestra a continuacién de
acuerdo con la nocidn de homomorfismo estruc-
tural que resulta tan familiar para la teoria de
grafos (Hedetniemi, 1966; Lorrain, 1974; Ara-
bie, Boorman y Leavitt, 1978).

Definicion 7. Un homomorfismo completo
de un grafo f: G — G”es estructural si y solo
si para todo a y b de P, dado que a # b,

Ra)RA(by implica que aRb.
No todo homomorfismo regular de un grafo

¢s un homomorfismo estructural, tal como se
muestra en la Ejemplo 2,

- N

R
o

x fa)=f(b)=x

f
S —— e

0
(=)

Y fe)=f(d)=y
" J

Ejempilo 2.

Noétese que fib)Rf(d), pero que aRb no se
cumple.

En el caso de los homomorfismos estructu-
rales, el hecho de que la imagen de un punto
esté conectada mediante su imagen a si misma
no implica que su preimagen esté conectada a
si misma también. El mds fuerte de los
homomorfismos de un grafo sirve para genera-
lizar el concepto de equivalencia estructural
hasta el punto de incluir la reflexividad. Si la
conexién de un punto consigo mismo es signi-
ficativa, la conexién de un punto mediante su
imagen implica que ese punto esti conectado
consigo mismo en la preimagen. Esto puede
formalizarse como sigue.

Definicion 8. El homomorfismo completo
de un grafo f: G — G’ serd fuerte si y solo si
para todo a y b de P, fla)Rf(b) implica que
aRb.
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No todo homomorfismo estructural de un
grafo es fuerte, tal como queda ilustrado en el
Ejemplo 3.

- ~N

(x)  f)=fib)=x
< > - | r

c d y
. S

f(c)=f(d)=y
Ejemplo 3.

Nétese que fiAbYRRb), pero que bRb es falso.

Los homomorfismos fuertes son la base de
ciertos modelos de espacios multidimensio-
nales para grafos o redes. Guttman {1977)
demuestra como los grafos simétricos pueden
representarse en un espacio multidimensional
en el que dos puntos se corresponden con la
misma tmagen en el espacio si y solo si
ambos puntos tienen idénticas conexiones
con los otros puntos, entre ellos y consigo
mismos (la distancia desde un punto hasta el
mismo, en este espacio, es igual a cero). Gutt-
man también pone de manifiesto c6mo estas
representaciones espaciales pueden generali-
zarse a los grafos asimétricos. Estas ideas
estan desarrolladas con mas detalle en Free-
man (1983).

Los cuatro homomorfismos de un grafo de
las Definiciones 5 a 8 tienen una fuerza cre-
ciente en el sentido de que el mas fuerte inclu-
ye al mas débil, tal como se establece en el
siguiente teorema.

Teorema 1. Sif. G — G’, entonces

(i) el que fsea un homorfismo fuerte de un
grafo implica que f sea un homomorfis-
mo estructural.

(i1) el que fsea un homomorfismo estructural
implica que f'es un homomorfismo regular.

Gritzer (1979:81) define los homomor-
fismos completos y fuertes mediante algebras
parciales. Los homomorfismos regulares y
estructurales, tal como se han definido aqui, se
usan para el andlisis de aspectos especificos de
la estructura de roles.
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1.3.

Recordemos que todo homomorfismo de un
grafo produce una relacién de equivalencia en
¢l conjunto origen (de acuerdo con el Lema 1).
Los siguientes teoremas demuestran como
para cada tipo de homomorfismo se produce
una particular relacién de equivalencia y, a la
inversa, que cada tipo particular de equivalen-
cia deriva de un tipo particular de homorfismo.

Definicion 9. 8t G = (P, R) y = es una rela-
cién de equivalencia definida sobre P, =es una
equivalencia fuerte si 'y solo si paratodoa, by
c € P, a=bimplica que

Equivalencias

(i) aRb siy solo si bRa
(it) aRc siysolosi bRe, y
(iti) cRa si y solo si cRb.

Los puntos fuertemente equivalentes estin
relacionados de manera idéntica consigo mis-
mos, entre ellos, y con los demas.

Definicién 10. Si G = {P, Ry y = es una rela-
cion de equivalencia definida sobre P, =es una
equivalencia estructural si y solo si para todo
a,byce P, talesque a # c # b, a= b implica
que

(i) aRb siy solo si bRa
(ii} aRc siy solo si bRe
(iii) cRa si y solo sicRb, y
(iv) aRa implica que aRb.

Los puntos estructuralmente equivalentes
estdn relacionados de manera idéntica entre
ellos y con todos los demas.

Definicién 11. Si G = (P, R) y = es una rela-
cién de equivalencia definida sobre P,=es una
equivalencia regular si y solo si para todo q, b
yc € P, a=bimplica que

(i) aRc implica que existe d € P tal que

bRdyvds=sc,y
(ii) cRa implica que existe d € P tal que
dRbyd=c.

Los puntos regularmente equivalentes estin
conectados de 1a misma manera a sus homdélo-
gos correspondientes.

Teorema 2A. La equivalencia inducida por
un homomorfismo fuerte es una equivalencia
fuerte v, al contrario, toda equivalencia fuerte
estd inducida por un homoemorfismo fuerte.

Teorema 2B. La equivalencia inducida por
el homomorfismo estructural de un grafo serd
una relacién de equivalencia estructural y, a la
inversa, toda equivalencia estructural estd
inducida por algiin homomorfismo estructural.

Teorema 2C. La equivalencia inducida por
el homomorfismo regular de un grafo es una
relacion de equivalencia regular y, a la inversa,
toda equivalencia regular estd inducida por
algin homomorfismo regular.

Puede pensarse en las relaciones de equiva-
lencia de un conjunto P como subconjuntos de
P x P. Como tales, estas relaciones estdn par-
cialmente ordenadas mediante su inclusién en
el conjunto. Un conjunto de equivalencias
tiene un elemento maximo si existe una rela-
¢ién de equivalencia dentro de esa coleccidén
que abarca a todo el resto.

Teorema 3A. El conjunto de todas las rela-
ciones de equivalencia fuertes definidas sobre
un grafo tiene un elemento Miximo.

Teorema 3B. El conjunto de todas las rela-
ciones estructurales definidas sobre un grafo
tiene un elemento maximo.

Teorema 3C. El conjunto de todas las rela-
ciones regulares definidas sobre un grafo tiene
un elemento maximo.

1.4. El semigrupo
de relaciones compuestas

Sea R una relacién y la notacién con la que
se define la composicién de relaciones, es
decir, si aRb y bRc entonces a(R 0 R)c, de modo
que

RO R = {{a, ¢) de modo que existe b € P tal
que {a, b) y (b, c) € R}

La operacidn cumple la propiedad asociati-
va para el conjunto S de todas las relaciones
definidas sobre P que pueda generar R. En
otras palabras (S, 0) es un semigrupo. Nétese
que los elementos R" y R™ de § son iguales si
contienen el mismo conjunto de pares ordena-
dos de P x P.

Sea f: G — G’ el homomorfismo completo
de un grafo de (P, R) en (P, R"), y sea, para
todo Q € §, Q’la relacién de correspondencia
definida sobre P’ e inducida por fy Q. Sea
tenemos, $'= {Q" Q€ S}, yf: S -> S’tales
que f(Q) = Q"
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Teorema 4. Si f: G — G’ es el homomorfis-
mo regular, estructural o fuerte de un grafo
(con respecto a R), f serd regular, estructural o
fuerte respectivamente para toda relacién defi-
nida en S. Esto es, f: (. R) — (P’ R’ serad
regular, estructural o fuerte respectivamente
para todo Q € S.

Teorema 5. Si f: G — G’ es un homomorfis-
mo regular de un grafo, entonces f: § —>S es
el homomorfismo de un semigrupo. Es decir,

£@,00)=FQ)of(Q)=0]00]

Teorema 6. Si f: G —» G’ es un homomortis-
mo fuerte de un grafo, entonces f: S —5"es el
isomorfismo de un semigrupo.

El teorema anterior no se cumpliria si f fuera
solamente un homomorfismo estructural. Esta
afirmacién puede verificarse en el Ejemplo 3
(supra). Nétese que para puntos r # s, Ar)R f(s)
implica que rRs. Sin embargo, f{b)R f(b) pero
no implica que bRb, de manera que f es es-
tructural, pero no fuerte. Nétese también que
(b, b) ¢ R, pero que (b, b) € R?, de modo que
R # R2. Sin embargo, R”= (R")?, de manera que
f: § —S"no es un isomorfismo.

Definicion 12. Un grafo G es aciclico si y
solo si se cumple que {a, a) ¢ R" para todo
ae Pytodone Z.

Teorema 7. Si f: G — G’ es un homomorfis-
mo estructural de un grafo y G es un grafo aci-
clico, entonces f: § — S”es el isomorfismo de
un semigrupo.

Los homomorfismos fuertes preservan la
estructura exacta del semigrupo de relaciones
generado por la relacion definida en el grafo.
Los homomorfismos estructurales preservan
esta estructura solo cuando todas las relaciones
son irreflexivas. Sin embargo, los homomor-
fismos regulares no preservan necesariamente
la estructura exacta del semigrupo como puede
verse en el siguiente ejemplo.

a b
y
f ®
X
_—
———
€ d
Ejemplo 4.
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Tabla de Composicién del Semigrupo:

0 R RR RRR 1

R |RR RRR I R
RR|RRR I R RR L ©
RRR| I R RR RRR

I | R RR RRR I

2. Redes con atributos
y relaciones muiltiples

P ara generalizar completamente el
uso de estas definiciones, necesita-

mos definir las redes como multigra-
fos (con miultiples relaciones), en los que los
nodos de la red tienen también atributos. A
partir de aqui, podemos definir un 4lgebra de
redes sobre la cual operen nuestros homomor-
fismos y equivalencias.

2.1. Los atributos de los nodos:
equivalencias e identidades
de clase

Definicién 13. Una equivalencia de atribu-
tos definida sobre un grafo G es la relacion
= A inducida por un subconjunio A de P que
tenga un atributo determinado, donde

=A={(jrijeAije A}

Lema 2. Si G = (P, = A) es el grafo de una
relacion de equivalencia de atributos = A, =A
es también equivalencia inducida por el mayor
de los homomorfismos regulares (estructurales
o fuertes) del grafo.

Definicién 14. Una identidad de clase defi-
nida sobre G es un subconjunto I, de la rela-
ci6én de identidad I = {{i, i): i € P} para un
conjunto A de nodos de P que tengan un atri-
buto de clase determinado, de modo que

I ={(iiie ACP}

Lema 3. 8i G = (B, 1) es el grafo de la iden-
tidad de clase I, definida por el atributo de
clase A, entonces la equivalencia de atributo
= A es también la equivalencia inducida por el
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mas grande de los homomorfismos regulares
del grafo.

2.2. Redes y relaciones
niltiples

Definicion 15. Una red es un par ordenado
N = (P, R) en el que P es un conjunto de pun-
tos y R un conjunto de relaciones definidas
sobre P.

A veces a la red se la denomina multigrafo
(orientado) e incluye relaciones definidas sobre
P que pueden ser equivalencias de atributos o
identidades de clase. También pueden definirse
homomorfismos sobre las redes, como en el
caso de los grafos definidos por una sola rela-
cién. El homomorfismo de una red implica la
existencia de dos funciones. El nimero de
variaciones posibles para definir la funcién
mds fuerte se incrementa notablemente.

Definicion 16a. Sean N={P, R) y N'=(P R’
dos redes, un homomorfismo completo débil de
una red f: N — N’es un par ordenado de funcio-
nes f={f, f,) tales que f,: P > P’y f; R > R’
estan definidas de manera que, paracadaa, be P
y R € R, aRb implica f,(a)f,(R)f (b), y para
todo x, y € P’y R € R’ implica que existen
c,de Py Re Rtales que f(c) =x, fi(d) =Y
f(R)y=R"y cRd.

Definicion 16b. Sean N=(P, R)y N'={P | R)
dos redes, el homomorfismo completo de una
red f: N — N’es un par ordenado de funciones
f={f,fytalesquef: P> Pyf: R— R’estdn
definidas de manera que, paracadaa,be Py
R € R, aRb implica f,(a)f,(R)f,(b), y para todo
x,y€ P’y Re R, xf,(R) implica que existen
c, d € P tales que f,(c) = x, f{d) =, cRd.

Nétese que para cada relacién R € R, el
homomorfismo completo de la red f1 N — N’
induce un homomorfismo completo de un
grafo definido de (P, R) en (P’ f(R)). A conti-
nuacién se ofrecen ejemplos de dos formas de
homomorfismos regulares.

Definicién 17a. Un homomorfismo comple-
to débil f: N —» N’ es un homomorfismo com-
pleto débil regular si para todo R” e R’
f(@RF(b) implica que existen ¢, d € Py
R, Q€ R tales que f(a@) = £(c), () = f,(d),
FQ) = f,(R), £,(R) = R, cRb y aQd para todo
abe P.

Definicién 17b. Un homomorfismo comple-
to de red f: N — N’es un homomorfismo com-

pleto regular si para todo R € R, f(a)f,(R)f (D)
implica que existen ¢, d € P tales que f(a) =f,(c).
fi(b) =f(d), cRb y aRd para todoa, be P.

Estos dos pares de definiciones tratan de
diferente modo el caso en el que f, no es uno
por uno. Si dos o miés relaciones tienen la
misma imagen, la primera de cada uno de los
pares de definiciones tiene como requisito que
el homomorfismo sea completo o regular para
su uni6n. La segunda definicién tiene como
requisito que el homomorfismo sea completo o
regular para cada una de las relaciones de R.
Se pueden hacer variaciones similares a pro-
pésito de los homomorfismos de redes corres-
pondientes a homorfismos estructurales y
homomorfismos fuertes de grafos. Si centra-
mos nuestra atencién solo en la version fuerte
de cada una de estas definiciones, pueden defi-
nirse simplemente a través del requisito de que
los homomorfismos de grafos inducidos cum-
plan la propiedad de ser estructurales o fuertes.
l.os teoremas tanto para homomorfismos
como para equivalencias definidas en grafos se
generalizardn también a sus correspondientes
teoremas referidos a redes, incluyendo los que
afectan a la composicién de relaciones y sus
semigrupos.

2.3.

Definicion 18. Podemos decir que el
homomorfismo completo de una red preservard
la conectividad si y solo si para cualquier
secuencia de puntos x,, ..., x,,, € Py de rela-
ciones R, ..., R tale§ que ﬁ(xl)fz(Rl)fl(xQ...,
Fx (R )f (x,, ), existen puntos y,, ..., ¥,
tale que'f,0x,S'= £,0), <-os fi06y,0) = Fi0) Y
xRy,R,...Ry, . ytambitn existen puntos z,, ...,
z, tales que f(x) = fi(z), ..., fix,) = fz)y
ZIRIZZRT * 'Zanfo-l'

Una secuencia de puntos relacionados es un
camino. La definicién anterior establece que
un camino en el grafo imagen se corresponde
con caminos concretos en la preimagen dado
que a cada punto del origen le corresponde un
punto en el camino imagen.

Teorema 8. Si f es el homomorfismo regular de
una red, entonces f preservard la conectividad.

Definicion 19. Podemos decir que el
homomorfismo completo de una red preserva-
rd fuertemente la conectividad siy solo si para
cada secuencia de puntos x, ..., X, , {donde

Conectividad
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x. 81 i # j) y de relaciones R, ... R,

e, )fJ(R Vi) ARG, ) implica

que x, x2R2
Teorema 9. Sl f es el homomorfismo estruc-

tural de una red, entonces f preservara fuerte-
mente la conectividad.

2.4. Grafos multiples
y equivalencia
de LOS «haces» !

En una red, un par ordenado de puntos puede
formar parte de mas de una relacién. Llamare-
mos al conjunto de todas las relaciones que
contengan el par de puntos (g, b) el haz de rela-
ciones de ese par, es decir, B, = {R € R: aRb}.
Un segundo par ordenado’ de puntos {c, d)
podria compartir ¢l mismo haz de relaciones,
de modo que B, = B o Puede ocurrir también
que ¢l par (g, b) no esté relacionado por ningu-
no de los miembros de R, de manera que B
(J. Llamaremos B* al conjunto de todos fos
haces no vacios. Estamos ahora en condiciones
de definir nuevas relaciones en P considerando
los pares de puntos que comparten haces de
relaciones. Estas relaciones muiltiples son de
gran interés para la teoria social.

Definicién 20. Sea B € B’, diremos que la
relacién M, = {(a, b): B, = B} es una relacién
miiltiple inducida por lared N = (P, ‘R).

Para cada par ordenado (g, b) hay un dnico
haz asociado a ¢]. Este haz puede estar, bien
vacio, bien pertenecer a B”, lo que implica que
{a, b), 0 no es miembro de M o tiene solamen-
te una de esas relaciones muiltiples. El conjun-
to M de todas esas relaciones inducidas sobre
una red dada definen un tipo especial de grafo.

Definicion 21. Un grafo miltiple es una red
C = (P.#) tal que para cada par de relaciones
M,M,e #, M N"M,=(.

El grafo formado por los puntos de una red
determinada y las relaciones muiltiples induci-
das en esa red es un grafo muiltiple. El proce-
dimiento para ir de una red a los grafos muilti-
ples inducidos por ella da siempre un tnico
resultado. Sin embargo, como se muestra en el
siguiente ejemplo, las propiedades de los
homomorfismos de la red no se trasladan a los
homomorfismos definidos sobre una red miil-
tiple. En el Ejemplo 5 tenemos N = (P R),
donde P={a b, ¢, d}yR={R,S},yN'=(P,R),
donde P'= {x, y} y R"={R’}. Nétese que fes
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regular como homomorfismo de N en N, El
grafo multiple es C = (F,.#), donde .# = {M,,

»M } La aplicacién f;: P — P, junto con el
requ131to de que fsea al menos el homomorfis-
mo completo de una red , dan como resultado
un conjunto inducido de relaciones definidas
sobre P, es decir,.# = {M’}. Para remarcar
que la aphcac10n de Cen C = {P',.#") es un
homomorfismo de red diferente lo hemos
denominado f,.. Incluso aunque f sea regular,
J,;, 1o lo es. Sin embargo, la regularidad si que
se preserva en el sentido contrario.

N

Ejemplo 5.

Teorema 10. SiN=(F, R)esunared, C=(L.#)
es el grafo multiple que se deriva de ella y
fr C — C"={(B .#) el homomorfismo comple-
to de la red, entonces f define un homomorfis-
mo completo sobre Ny

(i) si fes regular el homomorfismo defini-
do serd regular

(it) si fes fuerte el homomorfismo definido
serd fuerte.

La imagen de un grafo multiple a través del
homomorfismo regular de la red no es necesa-
riamente un grafo muiltiple tal como se mues-
tra en el Ejemplo 6, donde un par de puntos
imagen estin conectados por méas de una rela-
cion imagen, y las relaciones R”y §” son dis-
tintas en los pares ordenados de P x P’

Los grafos miiltiples ofrecen una represen-
tacién tinica de los haces de relaciones y de los
atributos compartidos entre individuos que se
usan para definir los roles. Mandel y Winship
(1979} sugieren que la ocupacién del mismo

PESUIE



Homomorfismos de grafos y semigrupos sobre redes de relacion 157

- ~ N
s b c fa)  fb=fe)
S S
f
<R R R> — K| R 3
T : ) f(s)=iCt)
3)=
q y
Ejemplo 6.

rol puede captarse parcialmente a través de la
equivalencia de los puntos de una red en tér-
minos de este tipo de haces. Usando nuestra
definicién de grafo miltiple podemos retomar
su definicién de equivalencia local de roles de
la manera siguiente:

Definicion 22. Si C = (P,.#) es un grafo mul-
tiple vy = una equivalencia definida sobre P,
entonces = s¢ra una equivalencia de los haces
siysolosiparatodoa, b,ce Py M e .#,
implica que

(i) aMc siy solo si existe un d tal que bMd,
(i) cMa siy solo si existe un d tal que dMb.

El homomorfismo de un haz es el homomor-
fismo completo de una red que identifica los
puntos de las clases de equivalencia definidas
por el haz de equivalencias y en el que la apli-
cacion de las relaciones es la identidad. Este
tipo de reduccién de grafos a partir de la equi-
valencia de los haces no da como resultado
necesariamente un homomorfismo regular, tal
como se muestra mds abajo. Aqui, f es el
homomorfismo de un haz pero no es regular.
Los homomorfismos regulares, estructurales y
fuertes de una red no son necesariamente
homomorfismos de un haz porque los prime-
ros permiten subsumir relaciones, mientras
que el segundo no. Sin embargo, un homomor-
fismo fuerte de una red o el grafo multiple en
el que las relaciones no se subsumen unas en
otras, es el homomorfismo de un haz.

Mientras que la estructura local de los roles
sociales puede captarse a través del homomor-
fismo de una red agrupando puntos que sigan
las mismas pautas en cuanto a las flechas que
llegan y salen de ellos, la estructura global o
relacional no puede captarse asi. En la imagen
del grafo de mas arriba, en el Ejemplo 7, Ab)
esta conectado a flg) mediante S. No obstante,

a b [+ y=f(c)

R s

f
$ — S
R S R S
w X Z
d ¢ g =f£ag O 5 =f(g)
=f(e
Ejemplo 7.

en la preimagen podemos comprobar que & no
estd conectado mediante § a ninglin punto
equivalente a g.

Para captar la estructura global de los roles
en las relaciones sociales miltiples se requiere
un homomorfismo mds fuerte, uno que retina
las propiedades de los homomorfismos de un
haz y de los homomorfismos regulares. El
homomorfismo fuerte de una red cumple
ambas propiedades, pero es demasiado restric-
tivo. Mis abajo se define un homomorfismo
mds débil que también las cumple.

Definicion 23. Sea f: N — N’ el homomor-
fismo regular de una red, f serd un homomor-
fismo de union? de la red si y solo si para todo

a.b,c,dde P, f(@) =£,(c) y £,(b) f (d) impli-
caque B, =B_, =D B,

Nétese que esto 1mpllca tambien que B
B, =B =B, , 0 que algunos estin vacios.
Esta condicién de cardcter restrictivo garantiza
que para esta forma especial de homomorfis-
mo regular existe, si es que existe, una gnica
relacion miiltiple entre cada par.

Teorema [la. Todo homomorfismo fuerte de
una red es un homomorfismo de unién de la red.

Teorema 11b. Sea f = (fl f,) un homomor-
fismo de unidn, entonces f* = (fl, £, donde f,
es la relacién de identidad, es el homomorfis-
mo de un haz.

Mais abajo, en el Ejemplo 8, se muestran dos
homomorfismos de unién que no son fuertes. El
Ejemplo 7 muestra el homomorfismo de un haz
que no es de unién aunque la correspondencia
entre relaciones sea la identidad. Para una red
en la que el conjunto de relaciones consiste en
una sola relacion, todo homomorfismo regular
es obviamente un homomorfismo de unién. Por
otra parte, el homomorfismo f: N — N’ del
Ejemplo 6 es regular, pero no de unién.

La préxima serie de teoremas demuestran
que los homomorfismos de unién tienen valio-
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sas propiedades referidas a la preservacion de
la multiplicidad y del subgrupo de relaciones
sin las restricciones de los homomorfismos
fuertes.

Teorema 12. Sea f: N — N’ el homomorfis-
mo de unién de una red, donde N = (P, R},
N ={(P', R") y f={f, f,), si 0 es una relacién
de composicién y (R, o) un semigrupo, enton-
ces f,: (R, 0) = (R’ 0) es un isomorfismo.

Los homorfismos de unién son algo inter-
medio, por tanto, entre los homomorfismos
regulares y los fuertes. Preservan las propie-
dades que son necesarias para la descripcion
de los roles: la multiplicidad y la composicién.
En los homomorfismos de unién, al contrario
que en los homomorfismos regulares y fuertes,
no se maximiza la equivalencia entre los
miembros, tal como se muestra en el siguiente
ejemplo.

En el Ejemplo 8 se muestra que no ¢xiste
una simple y unica representacién de la
estructura de roles. Las tres redes son grafos
muiltiples y tanto f como g son homomor-
fismos de unién, pero no fuertes. Ninguna de
las redes imagen puede seguir reduciéndose y
preservar al mismo tiempo la distincién entre
relaciones.

F(x J=1(x4)=F(ns)

f R g

f(yl}=F(y,):f(y,)-< > y )=ty )=ty

§ R

N

f(x=f(x )=flx,)

Glx5}=alxg) R § qlxg)=q(xy)

Ejemplo 8.

Las implicaciones de los homomorfismos
de unién para el andlisis de la estructura de
roles ponen de manifiesto un dilema funda-
mental. Si requerimos que las relaciones entre
roles no tengan un contenido ambiguo, enton-
ces las reducciones mds simples no estan
determinadas necesariamente de un Unico
modo. Esta afirmacién es consistente con Ja
aproximacién que Heil y White (1976) hicie-
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ron al estudio de la estructura de roles median-
te homomorfismos, y también con la logica
maés tedrica de Nadel en su estudio de ]a mul-
tiplicidad de la estructura social.

Las equivalencias de una unién pueden defi-
nirse como sigue:

Definicién 24. Sea = la equivalencia regular
de una red, = serd una equivalencia de union
de una red si para todo a, b, ¢, d € N,

=cyc=dimplicaque B_=B,,B, =0, 0
B, =©.

Podemos definir ahora un orden parcial de
los homomorfismos y sus equivalencias res-
pecto a las redes.

fuerte

de unién 5 estructural

regular

de haz :
completo

La Tabla 1 hace un resumen de estos
homomorfismos y de sus propiedades. Tres de
esos homomorfismos (el homomorfismo fuer-
te, el estructural y el regular) maximizan la
equivalencia entre sus miembros. Los
homomorfismos de unién, aunque carecen de
esta propiedad, poseen importantes propieda-
des referentes a la preservacion de las estruc-
turas de semigrupo y la multiplicidad.

2.5. Modelos de bloque en redes
y roles superpuestos ’

Las aproximaciones previas a los métodos
empiricos de modelado de bloques estén basa-
das en diversas generalizaciones hechas a par-
tir del homomorfismo completo utilizando el
criterio de 1a densidad (Arabie, Boorman y
Leavitt, 1978: 32) o aproximdndose al
homomorfismo estructural.

La densidad de un homomorfismo puede
definirse de la siguiente manera. Sea N la red
(P R) y f;: P — P’una aplicaci6n suprayectiva.
Sea, paralospuntosa, be P’ f @)= {x,, ..., x, }
yf'(»)y={v,. ..., y, ) Entonces, para cada par
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Cinco homomorfismo de grafo y sus propiedades

Homomorfismo Equivalencia Preserva la
Homomorfismo Imagen de Semigrupo quiva e
; Miaxima Conectividad
Inducido
Fuerte Model? de blogues Isomorfismo Si Fuerte
uerte
Estructural Modelo de bloques Isomo_rﬁco para Si Fuerte
estructural grafo irreflexivo

Deunign ~ Modelo de blogues 1o norismo No Débil
e union

Regular Modelo de bloques Homomorfismo Si Débil
regular

Completo  Modelo de bloques No necesariamente Si No
un homomorfismo

{a, b) e P x P'y Re R podemos definir el
mimero

ni"i[x Ry,]
R
n

Xn,

Isi{x,y)eR
0si{x,y)eR

rab

donde [xiRyf}:{

Definicién 25. Sea N = (P, R) una red y
f,: P — P’una aplicacién suprayectiva. Sea R
para todo R € R, una relacién tal que para todo
a, b de P’, ak’p (es decir, que a no esta rela-
cionado con b mediante R si 2 <o, y aR’b si
® >p.

"La aplicacion f = (f,, f,) es un homomorfis-
mo de densidad con un parametro de impureza
o 2 ( para el «bloque de ceros» y un pardme-
tro de impureza § < 1 para el «bloque de
unos», si y solo si no existen ningin a, b € P’
tales que ot < X < 3. Usamos la notacién § — 1
para indicar que P estd lo suficientemente cerca
del valor I como para cumplir con los requisi-
tos de un perfecto bloque de unos.

Si o = P entonces, cualquier particién de
puntos puede transformarse mediante el
homomeorfismo densidad en una imagen. En el
caso de los homomorfismos completos de
redes que estamos manejando o = f§ = 0. Brei-
ger, Boorman y Arabie (1965) se refieren al
caso en el que o = B = 0 como «ajuste estre-
cho». En la medida en la que los valores de o

y P se alejan entre si, pasando a considerar
densidades de cardcter intermedio, habra
menos particiones que satisfagan las condicio-
nes de densidad del homomorfismo. En el caso
de que o =0y B — | existe solo una particién
maxima que satisfaga las condiciones del
homomorfismo, y se corresponde con le que
hemos definido como homomorfismo fuerte
de una red. La modificacién del parametro de
densidad r¥ para excluir las relaciones reflexi-
vas se corresponde con el caso de nuestro
hemomorfismo estructural de una red, donde,
de nuevo, . =0y B - 1. Breiger, Boorman y
Arabie se refieren al casoenelquea=0y b =
0 como «ajuste amplio». Nétese que no hay
modo de definir homomorfismos regulares por
medio de estos pardmetros.

Resumiendo las deficiencias de trabajos
anteriores sobre modelado de bloques pode-
mos decir que:

1. La equivalencia estructural arroja agru-
paciones de puntos que estidn relacionados
entre c¢llos y con todos los deméds de manera
idéntica. El modelado de bloques en una red de
acuerdo con este tipo de equivalencia preserva
la estructura de semigrupo de relaciones de la
red, pero es demasiado restrictivo para captar
las bases mds abstractas de las corresponden-
cias entre roles. Esta restriccién aumenta en el
caso de la equivalencia fuerte, donde los pun-
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tos considerados equivalentes estdn relaciona-
dos entre ellos, consigo mismos y con todos
los demds de manera idéntica. Las restriccio-
nes que impone la equivalencia estructural se
relajan hasta cierto punto cuando se usan apro-
ximaciones que buscan un «ajuste amplio»
(Breiger, Boorman y Arabie, 1975), que siguen
no obstante sin poder captar la idea de corres-
pondencia de roles, o estar relacionado de
igual manera a homélogos equivalentes.

2. La equivalencia completa, incluso si se
generaliza en términos de un «ajuste estrecho»
de las excepciones permitidas en los bloques
de ceros, es aun un tipo de equivalencia dema-
siado burdo como para captar la corresponden-
cia entre roles. Si la densidad establecida estd
por debajo de la densidad del grafo entero, el
maximo modelo de bloque completo se reduce
a un unico punto conectado consigo mismo.
Las regularidades estructuradas de los roles en
los patrones que siguen las conexiones en la
red original deben captarse mediante el uso de
criterios distintos.

3. Laequivalencia de haces (Mandel y Win-
ship, 1979) supone un avance, pero esti aun
lejos de poder captar la equivalencia de roles o
de posiciones.

Los dos criterios que introducimos aqui para
el modelado de bloques estidn basados en defi-
niciones de los patrones abstractos que sigue la
relacion entre roles:

4. La equivalencia regular arroja agrupa-
mientos de puntos en los cuales, para cada par
de personas en posiciones equivalentes, si una
de ellas estd relacionada con una persona en
una segunda posicion, la ofra tiene una rela-
cion idéntica con su homdlogo en ea posicion.
Este tipo de equivalencia conlleva dos proble-
mas relacionados. Uno es que en las redes con
relaciones muiltiples puede haber mas de una
relacién miiltiple caracteristica entre posicio-
nes. Por ello el homomorfismo regular no pre-
serva necesariamente la estructura del semigr-
po de relaciones definido sobre un multigrafo.

5. La equivalencia de unién es un tipo de
equivalencia regular en la cual (a) no hay mais
de un grupo de relaciones caracteristicas entre
posiciones y (b) el semigrupo de relaciones
definidas sobre el multigrafo es preservado
isomorficamente en el modelo de bloques que
es su imagen.
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Las limitaciones de la equivalencia de unién
estdn en que no es necesariamente una equiva-
lencia mixima para una red dada. En conse-
cuencia, si bien es verdad que la equivalencia
de uni6n es la que més se aproxima al concep-
to abstracto de rol, podemos encontrarnos con
que, para una red determinada, existe una mul-
tiplicidad de estructuras méximas de roles
(modelos de bloques) que no son reducibles a
un solo sistema de roles.

Esta limitacion es simplemente el reconoci-
miento del hecho, obvio por otra parte, de que
los roles pueden solaparse unos con otros de
maneras tan complejas que es imposible asig-
nar a cada actor una tinica posicién de rol para
después caracterizar las relaciones entre posi-
ciones.

Este estudio de los homomorfismos nos
impulsa, por tanto, hacia una solucién formal
de cémo delimitar en una red multiple las dis-
tintas estructuras producidas por la superposi-
cién de los roles, aunque no examinaremos
aqui esta cuestion.

White y Reitz (1982) ofrecen un algoritmo
para encontrar la medida de hasta qué punto
los nodos de una red son regularmente equiva-
lentes. Se analizan diversos conjuntos de datos
usando este algoritmo y se ofrece una estruc-
tura de roles reducida para cada uno de ellos.

3. Homomorfismos
de semigrupos

. orrain y White (1971), Pattison (1980)
y Bonacich (1982) han explorado las
relaciones existentes entre homomor-

fismos de grafos y homomorfismos de semigru-
pos. Hemos demostrado cémo, en condiciones
de regularidad, los homomorfismos de redes
inducen homomorfismos de semigrupos sobre
el semigrupo de relaciones descrito en el grafo.
En este epigrafe, indagaremos en la idea opues-
ta. No puede decirse que los homomorfismos de
semigrupos induzcan aplicaciones sobre el
grafo original de la misma manera que los
homomorfismos de grafos inducen aplicaciones
sobre las relaciones. Sin embargo podemos
decir que los homomorfismos de semigrupos
son «compatibles» con los homomorfismos de
grafos en el sentido de que los homomorfismos
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de grupos pueden servir como la aplicacién
relacional en el par ordenado de aplicaciones
que forman el homomorfismo de una red.
Demostraremaos c6mo, en efecto, ciertos tipos
de homomorfismos de semigrupos tienen esta
propiedad.

Sea {P. S} una red en la que P es el conjunto
de puntos y S el conjunto de relaciones defini-
das sobre P. Es mds, supongamos que S es un
semigrupo en el que estd definida la operacién
de composicién. Sea f = (f,, f,) un homomor-
fismo completo débil de la red. Entonces,
[RIf, = {Q: £,(Q) = £,(R)} es la clase de equi-
valencia de todas las relaciones identificadas
en R por f,. U [R]f, es la relacién de aquellos
pares que estén presentes en cualquiera de la
relaciones de [R]f,.

Un homomorfismo de una red en el que se
subsumen s6lo relaciones y no puntos es una
unidén de esas relaciones:

Teorema 14. SiN = (P, S) y N'= (P, §) son
redes, f;: P — P es laidentidad y f,: S — $”una
aplicaci6n, entonces f = (f,, f,) es €l homomor-
fismo completo débil de la red si y solo si
f(R) =V [R]f,.

El Teorema 14 ofrece las condiciones nece-
sarias y suficientes bajo las cuales podemos
considerar una aplicacién f, como el homomor-
fismo de una red. También nos ofrece un pro-
cedimiento para construir un homomorfismo
de una red en el que solo se subsuman las rela-
ciones. Esto es, las relaciones se reducen sim-
plemente formando su unién. Sin embargo, la
aplicacién as{ construida no conserva necesa-
riamente la composicidn de relaciones.

Supongamos que S es un semigrupo de rela-
ciones en una red. Bonacich (1982) pone sobre
la mesa el problema de como considerar los
homomorfismos de los semigrupos definidos
sobre una red en términos de las uniones de
relaciones que preserven la operacién de com-
posicién. El problema puede plantearse como
sigue. Dada una red (P, §) y un homomorfismo
de un semigrupo f: (S, o) — (§7 o0}, {bajo qué
condiciones puede representarse f como la
aplicacién que relaciona la red (£ S) a la red
(P, §%? Adviértase que cualquier solucién al
problema que plantea Bonacich debe primero
probar bajo qué condiciones un semigrupo
imagen cualquiera de un semigrupo de relacio-
nes binarias puede representarse como oOtro
semigrupo de relaciones binarias. Idealmente,
algunas de esas condiciones pueden especifi-

carse sin hacer mas que una pequefa referen-
cia a la red que sirve de base.

Dado f = {f, f,): (B §) = (B S un
homomorfismo de una red, trataremos de desa-
rrollar condiciones necesarias y suficientes para
£,y S de modo que f,: (S, 0) — (S o) sea el
homomorfismo de un semigrupo. Luego, si
tenemos el semigrupo ¢S, 0) y un homomorfis-
mo del semigrupo £,: (S, 0) = (57 ), en el que
(S *) es cualquiera de los semigrupos imagen de
(S, 0y, las condiciones necesarias que tendrin
que cumplir Sy f, serdn que (§7 ) sea iso-
morfico del semigrupo de relaciones binarias
(S, o) definido sobre un conjunto Py que i, £,
sea el homomorfismo de una red en el que i
sea la relacién de identidad.

El siguiente ejemplo sirve para ilustrar el
problema. Dada la red N = (P, S) tal como apa-
rece abajo, podemos derivar la tabla de com-
posicién de (S, o) como sigue.

o|@ Q R T U
12 BN R Vs B o B o B 5
QY B T @ I T
RIOC O O @ O ¢ v
T O @ J & D R
U\ © @ @ 8 O

Ejemplo 9.

Nétese que puede formarse una imagen
homomorfica de (S, o) identificando Ty U.
Este nuevo semigrupo (S, %) tiene la siguiente
tabla de composicion:

El Teorema 14 nos dice que si Ty U tienen
que identificarse como parte del homomorfis-
mo completo débil de una red, la imagen 77 de
Ty U debe ser launién de Ty de U que da la
siguiente imagen de N:

Nétese que, sin embargo, en este caso QoR’
no es igual a 77 sino solo un subconjunto de 7™,
Dicho de otro modo, [Q]f, o [R]f,c U [Qo R]fz.
Para que f, sea el homomorfismo de un semu-
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grupo la igualdad debe mantenerse. De aqui se
sigue ¢l siguiente teorema sobre las condicio-
nes necesarias y suficientes bajo las cuales una
aplicacién en un homomorfismo de una red es
el homomorfismo de un semigrupo.

Teorema 15. Sea f={f,, f): {P. §) = (P $%
el homomorfismo completo débil de una red
tal que f, es la relacién de identidad, entonces
f, preservard la operacién de compesicion si y
solo si U [R]f, + U [R,]f, = W [R, o R [f}.

Supongamos que § es un semigrupo de rela-
ciones binarias en el que se ha definido la ope-
racién de composicién. Bajo las condiciones
establecidas en el Teorema 15, f, es el
homomorfismo del semigrupo. Por la teoria de
semigrupos sabemos que la composicién de
homomorfismos de semigrupos da como resul-
tado el homomorfismo de un semigrupo.

El Teorema 15 refleja el problema general
planteado por Bonacich. Simplemente estable-
ce que cada aplicacion relacional inmersa
incluida en ¢l homomorfismo de una red,
incluso si resulta ser un homomorfismo de un
semigrupo de la tabla de composicién del
semigrupo, debe revisarse para asegurar que
preserva la composicion en la red de relacio-
nes. Dado que los homomorfismos comple-
tos débiles de una red crean imdgenes de las
relaciones en términos de la unién de rela-
ciones equivalentes, las condiciones necesa-
rias y suficientes para asegurar que la com-
posicion se preserva pasan por comprobar la
composicion de esas uniones para asegurar,
para todo R, R, del conjunto de relaciones S,
que f,(R)) 0 f,(R) =f,(R, o R)).

El problema mas especifico planteado por
Bonacich es si existen caracteristicas de Sy f,
que, independientemente de la red de base,
asegure que una aplicacién en el homomorfis-
mo de una red preservard la composicion,

Nosotros estamos particularmente interesa-
dos en los homomorfismos de semigrupos que
sean interpretables. Una de las razones para
subsumir unas relaciones en otras en los semi-
grupos, por ejemplo, es que tengan los mismos
productos, de manera andloga al modo en el
que en el caso de la equivalencia estructural
unos puntos del grafo se subsumen en otros
cuando tienen idénticos vinculos. En el con-
texto de las relaciones, tener u mismo produc-
to significa que dos relaciones generan cami-
nos idénticos de longitud dos o mds en la red.
Empecemos, por tanto, definiendo una aplica-
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cidn relacional fuerte y el tipo de equivalencia
de produce.

Definicién 26. Sea f: § — 5 una aplicacién
de relaciones y (S, o) un semigrupo de relacio-
nes en el que ha definido la operacién de com-
posicion, f serd fuerte si paratodo T, R, R, € §,
fR)=AR)siysolosiR oT=R, 0Ty
ToR =ToR,

Definicién 27. Sean R y R, elementos de S,
R, y R, serén fuertemente equivalentes (y lo
denotaremos como R, = R,) si para todo T de
S,RoT=R,0TyToR =ToR,

Esta claro a partir de esta definicién que la
equivalencia fuerte es una relacién de equiva-
lencia. En la medida en la que satisface una
condicién mds exigente que la simple con-
gruencia del semigrupo (S, 0}, esto es que el que
R =R,y Q =Q,implicaque R o Q.1 =R,00,
el semigrupo § / = no es necesariamente un
semigrupo de relaciones binarias, como se vio
en el Ejemplo 9.

La prueba del siguiente teorema se sigue
directamente de estas definiciones.

Teorema 16. La equivalencia definida sobre
S producida por una aplicacién fuerte es una
equivalencia fuerte y, al revés, toda equivalen-
cia fuerte estd producida por alguna aplicacién
fuerte,

Pero no se da el caso de que la composicién
de dos aplicaciones fuertes sea una aplicacién
fuerte también, tal como se muestra en el
siguiente ejemplo.

. o|U T N ol V
v u vIv
T'uv U

Ejemplo 10.

donde g (R) =g (S)=U yg(l)=g(D=V.
Tanto g, como g, son fuertes, pero g, 0 g, no lo
es. La siguiente definicién es de gran utilidad
debido a las posibilidades de interpretacion
que ofrecen las aplicaciones fuertes.
Definicion 28. Una aplicacién de relaciones
que sea susceptible de entenderse como la
composicion de dos o mds aplicaciones de rela-
ciones fuertes, es una aplicacion cuasifuerte.
Mientras no seamos capaces de demostrarlo
en forma de teorema, tanto las aplicaciones de
relaciones fuertes como las «cuasifuertes» en
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semigrupos serdn homomorfismos de semi-
grupos (como en el Ejemplo 10), pero no con
respecto a las uniones de relaciones y su com-
posicién. Es decir, las aplicaciones fuertes y
«cuasifuertes» no tienen necesariamente que
representar el mapa relacional en el homomor-
fismo de una red y preservar a la vez la com-
posicién. Mostraremos ahora bajo que condi-
ciones si la preservan.

Ya hemos definido la aplicacién de relacio-
nes fuerte y su congruencia sin tomar como
referencia las redes. El Lema 4 nos proporcio-
na las condiciones necesarias y suficientes
para que la parte relacional de una aplicacién
entre redes preserve la composicién. Con la
condicién de que la aplicacion de relaciones
sea fuerte podemos demostrar un teorema mds
potente.

Teorema 17. Sea f=(f, f,): (P, S) = (B §)
el homomorfismo completo débil de una red, f|
la relacién de identidad, f, una aplicacion fuer-
te y (S, o) un semigrupo, entonces f, serd un
homomorfismo del semigrupo si y solo si
£ =f(R oR)implicaque TC R, 0 R, para
todo T, R, R, € S.

Este teorema nos permite identificar aplica-
ciones de relaciones fuertes a partir de la tabla
de composicién del semigrupo y comprobar si
las uniones de las relaciones preservan la com-
posicién s6lo mirando el reticulado que for-
man los elementos de S incluidos, sin tener que
tomar como referencia la red de base.

Se pueden encadenar otras reducciones de
este tipo para producir mis homomorfismos a
partir de una red. En cada paso se computan
los elementos relacionales que se van inclu-
yendo en el reticulado tomando como punto de
partida las uniones de relaciones en el paso
anterior y comprobando cada nuevo par de
relaciones para incluirlo en el conjunto. En
una cadena de aplicaciones semejantes, la apli-
cacidn llega a ser cuasifuerte.

El homomorfismo cuasifuerte de una red
permite la siguiente interpretacion. Comen-
zando con el semigrupo original de relaciones
definidas sobre una red, podemos equiparar
todas las relaciones fuertemente equivalentes y
considerarlas como «sustituibles» a la hora de
generar en la red caminos idénticos de longi-
tud dos o mas. Las otras relaciones pueden
compararse sobre estas bases en la red imagen.
La mds grande de las reducciones fuertes en
cada paso es Unica, y la més grande de las

reducciones cuasifuertes es unica. Eso es lo
que define la jerarquia de niveles en los que las
relaciones se equiparan ¢ se hacen «sustitui-
bles». Si las aplicaciones relacionales fuertes
del Ejemplo 10 preservaran la composicion en
el homomorfismo de una red, tendriamos una
jerarquia de «sustituibilidad» de roles:

U/V\T
R/ \S

Las relaciones de abajo se equipararon en la
primera aplicacion relacional fuerte, y las del
medio en la siguiente aplicacién fuerte.

Hay una segunda condicién referida al
homomorfismo de relaciones de un semigrupo
que estd relacionada con la anterior y que
ofrece un alto poder de interpretacién. Como
la anterior también hace uso de la inclusién de
relaciones en un reticulado. Esta segunda con-
dicién tiene su origen més directamente en la
idea de Boorman y White (1976) de equiparar
relaciones vinculadas entre si mediante una
inclusion.

Definicion 29. Sea (S, 0) un semigrupo de
relaciones binarias y f una aplicacién definida
sobre S, entonces f serd una aplicacién inclusi-
va si para todo R, R, € §, R)) = fiR,) impli-
caque R, cR,oque R, C R,

Al contrario que en ¢l caso de la aplicacion
fuerte, no hay necesariamente una aplicacién
de inclusién mdxima en el semigrupo de rela-
ciones. Por ejemplo, puede haber dos inclu-
siones entre tres relaciones, donde P c Ry
Q < R. Solo dos de las tres (bhien Py Ro Q y
R) pueden equipararse, dado que las otras dos
no estdn ligadas mediante una inclusion. Esto
es debido a que todos los elementos equipara-
dos estan vinculados mediante la inclusién,
que define una ordenacién total de los ele-
mentos de cada conjunto de equivalencia. Por
lo tanto, f,(R) = max [R]f,.

El teorema siguiente enuncia las condicio-
nes bajo las cuales una aplicacion inclusiva es
el homomorfismo de un semigrupo.
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Teorema 18. Sea f={f, f,): (P, $) = (P, §%
donde f| es la relacién de identidad y £, es una
aplicacién inclusiva, entonces f, preservaré la
composicion si y solo si:

(1) f(R)) = f,(R,) implica que LT oR) =
HTOR)Y/R 0 T)=f(R,0 Ty
(i) £(T) = £(R, o R) implica que T ¢
max[R]f, o max[R,]f,, para todo T, R,

R, de S.

Este es el mismo tipo de resultado con poten-
cia interpretativa que el que habiamos obtenido
comprobando si una aplicacion entre relaciones
fuertes servia como homomorfismo e un semi-
grupo definido sobre una red de relaciones.
Aqui, podemos identificar aplicaciones inclusi-
vas que preserven la composicion a partir de las
tablas de composicion del semigrupo més las
inclusiones en el semireticulado de relaciones.

Los homomorfismos del semigrupo de las
relaciones de una red definidas por una aplica-
cién inclusiva pueden, como las aplicaciones
fuertes, estar compuestas o producir mds
homomorfismos del semigrupo. Sin embargo,
dado que la inclusién es transitiva, la composi-
cién de dos aplicaciones inclusivas ea también
una aplicacién inclusiva y puede identificarse
en un solo paso a partir de la tabla de compo-
sicion de relaciones en la red del semigrupo
original y del semireticulado de inclusiones.

Nuestras dos primeras aproximaciones estin
cerca de las intuiciones de Boorman y White
(1976), que incluyen en su descripcion de la
«estructura de roles» de una red social tanto
las tablas de composicién de relaciones de los
semigrupos como el semireticulado de inclu-
siones. Su concepto de la «estructura de roles»
¢s, por consiguiente, suficiente para caracteri-
zar los homomorfismos fuertes e inclusivos de
semigrupos de redes sociales. Estos homomor-
fismos de semigrupos tienen una gran potencia
interpretativa en términos de «sustituibilidad»
de relaciones, y son andlogos a los criterios
que habiamos usado antes para definir la equi-
valencia de puntos en la red.

Los homomorfismos definidos sobre el semi-
grupo de todas las relaciones binarias de un
conjunto que preservan la unién y la simetria,
han sido descritos extensamente por Clifford y
Miller (1970) y Magill (1966). Los homomor-
fismos inclusivos definidos sobre el semigrupo
del conjunto de relaciones binarias de un con-
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junto N pueden aplicarse facilmente por exten-
sidn al conjunto de todas las relaciones (a través
de los semireticulados). Hay, sin embargo, rela-
ciones de equivalencia en el semigrupo de todas
las relaciones binarias de un conjunto que no
son fuertes. La utilidad de los homomorfismos
cuasifuertes estd, por tanto, restringida a los
semigrupos del conjunto de todas las relaciones
binarias de un conjunto.

Las definiciones y teoremas de este dltimo
epigrafe del articulo proporcionan las herra-
mientas basicas del andlisis estructural de los
homomorfismos de semigrupos de redes socia-
les. Una linea de investigacién consiste en la
reduccién del semigrupo a través de una cade-
na de homomorfismos fuertes del semigrupo.
Otra, consiste en la reduccién a través de
homomorfismos inclusivos. Una tercera con-
siste en alternar estos dos tipos de reduccién
de semigrupos. Las definiciones y teoremas de
la primera parte del articulo proporcionan las
herramientas bdsicas para las reducciones
homomérficas de los puntos de una red que
preserven la estructura del semigrupo y del
grafo. Todos estos métodos juntos proporcio-
nan una sélida base para ampliar el anélisis de
la estructura de roles de las redes sociales
basado en los modelos de bloques.

La representacién de los homomorfismos de
redes que hemos escogido es sélida. Nos per-
mite demostrar una serie de importantes teore-
mas relacionados con la estructura de roles de
las redes sociales, arrojar algo de luz sobre una
serie de intuiciones del lenguaje cotidiano
acerca de los roles sociales, y penetrar mds
profundamente en el tipo de andlisis de la
estructura social desarrollado por Lorrain y
White (1971), White, Boorman y Breiger
(1976) y Boorman y White (1976). Nos permi-
te integrar el andlisis de los homomorfismos
de grafos y el de los homomorfismos de semi-
grupos de relaciones binarias definidos por la
operacién de composicién. Nuestros resulta-
dos abren las puertas al posterior estudio mate-
matico de la relacidn entre los homomorfismos
de grafos y de semigrupos definidos sobre
redes. Para el analista de las redes sociales,
nuestros teoremas representan un considerable
avance en los métodos al uso para producir
imégenes homomdrficas de las redes sociales.
Hstos métodos proporcionan las bases forma-
les para el andlisis de redes en estructuras
sociales complejas.
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NOTAS

* Social Networks, 5 (1083) 193-234,

** Departamento de Antropologia. 3151 Social Scien-
ces Plaza, Universidad de California, Irvine, CA 92697,
USA.

' bundle equivalence en el original.

% juncture homomorphism en el original.

3 cross-cutting en el original.
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