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Homomortismos 1. Redesde relaciones
de gratos simples
y semigrupos sobre 1.1. Los grafosy susimágenes
redes de relaciones *

fl efinición 1. Un grafo es un par
ordenadoG = <P, R> dondeP esun
conjunto finito de puntos (pun-

tos, objetos,actores)y R esuna relación (un
tipo de vínculo) definida sobreP, esto es,un
subconjunto de pares ordenadosde puntos
pertenecientea E x E.

DouglasR. White** Definición 2. Unafunciónfi E —* P’es una
y Karl P. Reitz aplicaciónde cadaelementoa pertenecienteal

conjunto E en un elementoimagenj(a) perte-
________________________ necienteal conjuntoP~? Unafunciónsuprayec-

tiva esunaaplicaciónen la quetodoslos ele-
(Traducción:ReyesHerrero) mentosde P’sonimágenesdeelementosde E.

Definición 3. Una equivalencia definida
sobre E es una relación tal que para cuales-
quieraa, b y c pertenecientesa E, secumple
que

atEa
si a b entoncesb a
si a b y b c entoncesa c

Estas son las propiedades reflexiva, simétri-
cay transitiva.

Lema1. Todafunciónfi E —* P’produceuna
relaciónde equivalencia~ sobreE, esto es,
queparacualesquieraa, b e E,

bsi y solo sij{a) =f(h).

Definición 4. Sea O = <P R> un grafo y
fi E —> E’ una aplicación suprayectiva.Sea

una relación definida en P’ tal que
= {(J(a),J(b)>: a, be R} Decimos que R’es

la relación de E’producidaporRyf

1.2. Homomorfismosde grafos
e imágenesde modelos
debloques(«blockmodels»)

Los homomorfismos son aplicaciones que
preservan la estructura. El homomorfismo
mínimo de un grafo esunafunciónquetrans-
forma los puntos de un grafo en puntos en una
imagendel grafo y preservalas aristaso cone-
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xiones como aristas o conexionesimagen. conjuntoP~1 Si R’es la relación definida sobre
Expresadoen forma de diagrama: P’quehasidoinducidaporjy R, y G’= <It R),

entonces la aplicación j O —* O’ es un
Grafo: Imagen: homormorfismocompletodelgrafo.
Todaslas aristas f—* Arista Los homomorfismos completos resultan

(Homomorfismo) útiles en las comparacionesestructuralesde
redeso grafos. Un ejemplode las etapasde

Haydiferentestipos dehomomorfismosque esteprocesoarrancadel trabajode Laumann
preservanrasgosadicionalesde la estructura y Pappi (1976) sobre las relacionesentrelos
de un grafo. La estructuraque se preserva miembros de la elite de dos ciudades,«Alt-
puededefinirsede acuerdocon las propieda- neustadt»en Alemaniay «Towertown»en los
desdejen términosde su aplicacióninversa EstadosUnidos(ambosnombreson seudóni-
j” desdela imagena lapreimagena travésde mos). Breiger y Pattison(1978) modelaron
diferentestipos de homomorfismos. bloquesde actoresestructuralmenteequiva-

Más abajo se ofrecenlas definicionesfor- lentes(ver Definiciones10 y 25) paraobtener
males de los tipos de homomorfismosque grafosresumende las estructurasde rolesen
resultanmásútiles en el análisisreticular de ambascomunidadessobre tres tipos de reía-
las estructurasde roles. Comenzaremosconel ciones:negocios(B), discusionessobreasun-
homomorfismocompletoen el quecadaaris- toscomunitarios(C) y contactossociales(5),
tade la imagenestáproducidaporalgunaaris- tal como se muestraen laFigura 1. Bonacich
ta en la preimagen.Dado que no hay en la (1981)comparóestosdosconjuntosde grafos
imagen aristas que vengan de fuera, este y usando el homomorfismocompleto de los
todoslos homomorfismosquevienen a conti- grafosde cadaciudaden grafosde «estructu-
nuacióngeneranel modelo estructuralde una ras comunes»,que también aparecenen la
red. Figura 1. Estosgrafosmuestranlos aspectos

Los homomorfismosregularesy estructura- comunesde la estructurade liderazgoen las
les sonmodelosde especialimportanciaen el ciudades.El ejemplo es unapruebade cómo
estudiode los sistemasde roles. En el casode puedenusarsehomomorfismosmás fuertes
un homomorfismoregular,los puntosque tie- en unaprimeraetapadel análisisparaponer
nen la mismaimagen necesariamenteocupan de manifiestolas característicasconcretasde
la mismaposición abstractao «rol» en la red las redes sociales, mientras que los
total o grafo.Dospuntostienenlamismaima- homomorfismosmás débiles se empleanen
gen (rol) en un homomorfismoregular si y una etapa posterior para revelar caracterís-
solo si, cuandouno tiene una relacióncon un ticas más generales.La ventajade teneruna
segundoconjunto imagen(o rol), el otro tiene familia de herramientas para modelar
unarelaciónidénticaconun homólogoen ese homomorfismos,de los másfuertesa los más
conjunto.Estees el principio de los paralelos débiles,es obvia desdeel punto de vista de
de rol. Dospuntostienenlamismaimagenen los diferentesniveles de generalidaden el
un homomorfismoestructuralsi y solo si están análisis.
relacionadode maneraidéntica a todos los El homomorfismocompletoesútil parael
demáspuntos. análisis de estructurascomunes(Bonacich,

Definición 5. SeanO = <P R> y G’= <P’ R) 1981), peroesdemasiadogeneralparaiden-
dosgrafos,fO —* O’esun homormoifismodel tificar posicionesde rol másconcretas..Por
grajo completosi y solo si fi: P —* P’ es una ejemplo, dos grafos no vacíos cualesquiera
aplicación suprayectivatal que para cuales- tienenla misma imagenhomomórficacom-
quieraa, b e P y x, y e P’ aRb implica que pleta de un único punto conectadoa través
j(a) R’flb), y xR’y implicaqueexistenc, de P de suimagenconsigomismo.Tantolos pun-
talesquecRd,ftc) = x, yftd) = y. tos no conectadoscomo los conectadosde

A la imagenhomomórficacompletade un todo grafo se correspondencon el mismo
grafo, Boorman,Arabie y Leavitt (1978: 31- puntoen la imagen.Sin embargo,estáclaro
32) lahandenominadoblockmodel. que esto no equivale a que los puntos se

ProposiciónA. SeanO = <? 1?> un grafo y correspondancon las mismasposicioneso
fi P —* E’ unaaplicación suprayectivaen un roles en la red.
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Figura 1. Grafosilustrativosextraídosdel trabajode Breigery Pattison(¡978).Fuente:Bonacich(1981).

El homomorfismoregular, por el contrario,considerarsecomounaaplicaciónde lospuede grafo en distintosroleso posicio- f(a)=f(b)=x
puntosde un
nes, con la particularidadde quesi dos roles fi

Vbestánconectadosatravésde su imagen,enton-ces uno de los roles tiene necesariamentequeestar conectadoa algún otro que esté en
correspondenciacon el otro rol. Esto puede c d ~ f(c)=f(d)=y
formalizarsecomo sigue.

Definición 6? El homomorfismocompleto
de un grafofi O —* O’ es regular si y solo si Ejemplo1.

paratodoa, b e P,J(a)R)(b)implica queexis-
ten c, d e P tales que cRb, aRd,ftc) = 1(a), Nóteseque ffb)RXd) pero que bRx no es
1(d) j1b). cierto parax.

No todo homomorfismo completo de un Los homomorfismosregularestienencomo
grafo es un homomorfismo regular como requisito que los ocupantesde un rol estén
puede verse en el siguienteejemplo. Aquí conectadosde idéntica maneraa algunosde
{a, b, c, d} son puntos del grafo origen que los ocupantesde un rol «homólogo».En los
establecenunacorrespondenciaa travésde la sistemasde roles, no esde esperarque todos
funciónf con el conjunto {x, y} transfiriendo los ocupantesde un rol estén idénticamente
cualquierade las conexionesentre puntos al conectadosa losocupantesdeun rol «homólo-
grafo imagen. go». Esterequisitomásrestrictivo es la base
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del análisis de sistemasde roles de Harrison No todo homomorfismoestructuralde un
White y susdiscípulos.Hay algunascircunstan- grafo es fuerte,tal comoquedailustradoen el
ciaso algunostiposderolesparaloscualesesde Ejemplo3.
esperarque todoslos ocupantesde un rol estén
conectadosde idénticamaneraa los ocupantes
de los roles homólogos.Esto puededefinirse
formalmentecomose muestraacontinuaciónde (?) f(a)=f(b)=x

acuerdoconlanocióndehomomorfismoestruc-
tural que resulta tan familiar parala teoría de

grafos(Hedetniemi,1966; Lorrain, 1974; Ara- — 1bie,Boormany Leavitt, 1978).Definición 7. Un homomorfismocompleto
de un grafof: O -~ O’es estructuralsi y solo c d Y Rc)=f(d)=y
si paratodoay b de 1’, dadoquea != b,

Ejemplo 3.
J{a)RXb) implica queaRb.

No todohomomorfismoregularde un grafo Nótesequeftb)Rftb),peroquebRbes falso.
es un homomorfismoestructural,tal como se Los homomorfismosfuertesson la basede
muestraen la Ejemplo2. ciertos modelosde espaciosmultidimensio-

nales para grafos o redes.Guttman (1977)
demuestracomolos grafossimétricospueden
representarseen un espaciomultidimensional

a b , f(a)=f(b)=x en el quedos puntosse correspondencon la
¡ ¡ misma imagen en el espaciosi y solo si

1 ambos puntos tienen idénticas conexionesR R con los otros puntos, entre ellos y consigo1 —: mismos(la distanciadesdeun punto hastaelmismo,en esteespacio,es igual acero).Gutt-
c d Y f(c)=f(d)=y man tambiénponede manifiestocómo estas

representacionesespacialespuedengenerali-
zarsea los grafos asimétricos.Estas ideas

Ejemplo 2. estándesarrolladascon másdetalle en Free-
man(1983).

Nótesequeftb)Rfld), pero que aRb no se Los cuatrohomomorfismosde un grafo de
cumple. las Definiciones 5 a 8 tienen una fuerzacre-

En el casode los homomorfismosestructu- cienteen el sentidodequeel másfuerteinclu-
rales, el hechode que la imagende un punto ye al másdébil, tal como se estableceen el
esté conectada mediante su imagen a sí misma siguiente teorema.
no implica quesu preimagenestéconectadaa Teorema1. Sif: O —* O’, entonces
sí misma también. El más fuerte de los
homomorfismosde un grafo sirveparagenera- (i) el quefseaun homorfismofuertedeun
lizar el conceptode equivalenciaestructural grafo implica quefseaun homomorfis-
hastael punto de incluir la reflexividad. Si la mo estructural.
conexiónde un puntoconsigomismoes signi- (u) el quefsea un homomorfismoestructural
ficativa, la conexiónde un punto mediantesu implica quefesun homomorfismoregular.
imagenimplica queesepunto estáconectado
consigo mismo en la preimagen.Esto puede Grátzer (1979:81) define los homomor-
formalizarsecomo sigue. fismos completosy fuertesmediantealgebras

Definición 8. El homomorfismocompleto parciales. Los homomorfismosregulares y
de un grafof: G —* O’ seráfuerte si y solo si estructurales,tal comose handefinidoaquí,se
para todo a y b de P fta)Rftb) implica que usanparael análisisde aspectosespecíficosde
aRb. la estructurade roles.



Homomorflsmosde grafosy semigrupossobreredesde relación 153

1.3. Equivalencias Teorema2B. La equivalenciainducida por
el homomorfismoestructuralde un grafo será

Recordemosquetodohomomorfismode un unarelaciónde equivalenciaestructuraly, ala
grafo produceunarelaciónde equivalenciaen ínversa, toda equivalenciaestructural está
elconjuntoorigen(de acuerdoconelLema 1). inducidapor algúnhomomorfismoestructural.
Los siguientes teoremasdemuestrancomo Teorema2C. La equivalenciainducidapor
paracada tipo de homomorfismose produce el homomorfismoregularde un grafo es una
unaparticularrelaciónde equivalenciay, a la relaciónde equivalenciaregulary, ala inversa,
inversa,quecadatipo particularde equivalen- toda equivalenciaregular está inducida por
ciaderivade un tipoparticulardehomorfismo. algúnhomomorfismoregular.

Definición 9. Si O = <P R> y esunareía- Puedepensarseen las relacionesde equiva-
ción deequivalenciadefinidasobre¡‘, esuna lenciade un conjuntoPcomosubconjuntosde
equivalenciafuertesi y solo si paratodo a, b y p>< P. Comotales,estasrelacionesestánpar-

b implica que cialmenteordenadasmediantesu inclusiónen
c e 1’, a el conjunto. Un conjunto de equivalencias

(i) aRbsi y solo si bRa tieneun elementomáximo si existeunareía-
(u) aRcsi y solo si bRc,y ción de equivalenciadentro de esa colección
(iii) cRasi y solo si cRb. queabarcaa todoel resto.

Teorema3A. El conjuntode todaslas reía-
Los puntos fuertementeequivalentesestán cionesde equivalenciafuertesdefinidassobre

relacionadosde maneraidénticaconsigomis- un grafotieneun elementomáximo.
mos,entreellos,y conlos demás. Teorema3B. El conjuntode todaslas reía-

Definición 10. Si O = <P, R> y esunareía- cionesestructuralesdefinidas sobreun grafo
ción deequivalenciadefinidasobreP, esuna tieneun elementomáximo.
equivalenciaestructuralsi y solo si paratodo Teorema3C. El conjuntode todaslas reía-
a, b y c e P, talesquea * c !=b, a b implica cionesregularesdefinidassobreun grafo tiene
que un elementomáximo.

(i) aRbsi y solo si bRa 1.4. El semigrupo
(u) aRcsi y solo si bRc

(iii) cRa si y solo si cRb,y de relacionescompuestas
(iv) aRaimplica queaRb.

SeaR unarelacióny lanotacióncon laque
Los puntos estructuralmenteequivalentes se define la composición de relaciones, es

estánrelacionadosde manera idéntica entre decir,si aRby bRcentoncesa(Ro R)c, demodo
ellosy contodoslos demás. que

Definición 11. Si O = <PR> y es unarela-
ciónde equivalenciadefinidasobreP, es una Ro R = {<a, c> de modo queexisteb e P tal
equivalenciaregular si y solo si paratodoa, b que<a, b> y <b, c> e R}
y c e P, a b implica que

La operacióncumple la propiedadasociati-
(i) aRc implica que existe d e P tal que va parael conjunto5 de todas las relaciones

bRdy d c, y definidas sobre P que puedagenerarR. En
(u) cRa implica que existe d e P tal que otraspalabras<S, o> es un semigrupo.Nótese

dRbyd~c. quelos elementos1?” y 1?”’ deSson iguales si
contienenel mismo conjuntode paresordena-

Los puntosregularmenteequivalentesestán dosde P >c P.
conectadosde lamismamaneraa sushomólo- Seafi O —* O’ el homomorfismocompleto
goscorrespondientes. de un grafo de <P 1?> en <It R), y sea,para

Teorema2A. La equivalenciainducidapor todoQe 5, Q’la relaciónde correspondencia
un homomorfismofuerte es unaequivalencia definida sobre1” e inducida ~or f y Q. Sea
fuertey, al contrario,todaequivalenciafuerte tenemos,S’= {Q’: Q e S), yf: 5 -4 S’tales
estáinducidapor un homomorfismofuerte. quef(Q)=
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Teorema4. Sif: 0 -4 O’esel homomorfis- Tablade Composicióndel Semigrupo:
mo regular, estructuralo fuerte de un grafo
(con respectoaR),f seráregular,estructuralo o R RR RRR 1
fuerterespectivamenteparatodarelacióndefi-
nidaenS.Esto es,f: <1’, R> —*<1< R)será R RR RRR 1 RRRRRR í R RR f ofregular, estructural o fuerte respectivamente RRR ¡ R RR RId? ~r ¡
paratodo Q e S.

TeoremaS.Sif: O —> O’esun homomorfis- ~ R RR RRR 1
mo regularde un grafo, entoncesf: S -eS’ es
elhomomorfismode un semigrupo.Es dear, 2. Redescon atributos

I(Q~ o Q) =f(Q~) o¡(Q2) = Q7 ~Q~ y relacionesmúltiples
Teorema6. Sif: 0 —4 O’esun homomorfis- fl

mo fuertede un grafo, entoncesf:S —4S’esel U ara generalizarcompletamenteel
isomorfismo de un semigrupo. U uso de estasdefiniciones,necesita-

El teoremaanteriorno se cumpliríasif fuera mosdefinir las redescomomultigra-
solamenteun homomorfismoestructural.Esta fos (con múltiples relaciones),en los que los
afirmación puedeverificarseen el Ejemplo 3 nodos de la red tienen también atributos. A
(supra). Nótese que para puntos r * s,J(r)RAs) partir de aquí,podemosdefinir un álgebrade
implica que rRs. Sin embargo,f(b)Rflb) pero redessobrela cual operennuestroshomomor-
no implica que bRb, de maneraque f es es- fismosy equivalencias.
tructural, pero no fuerte. Nótesetambiénque
<b, b> ~ R, peroque <b, b> e R

2, demodoque
R !=R2. Sinembargo,R’= (R92,de maneraque 2.1. Los atributosde los nodos:
f: S —*S’no esun isomorfismo.

Definición 12. Un grafo o es acíclico si y equivalenciase identidades
solo si se cumple que <a, a> ~ R~ paratodo declase
a e P y todon e 1k

Teorema7. Sif: 0 —4 O’esun homomorfis- Definición 13. Una equivalenciade atribu-
mo estructuralde un grafo y O es un grafoací- tos definida sobreun grafo O es la relación
clico, entoncesf:S —÷S’es el isomorfismo de A inducidapor un subconjuntoA de P que
un semigrupo. tengaun atributo determinado,donde

Los homomorfismosfuertes preservanla
estructuraexactadel semigrupode relaciones A = {<i, j>: 41 e A, i, j « A}
generadopor la relacióndefinida en el grafo.
Los homomorfismosestructuralespreservan Lema2. Si O = <P, A> es el grafo de una
estaestructurasolo cuandotodaslasrelaciones relaciónde equivalenciade atributos A, A
son irreflexivas. Sin embargo, los homomor- es tambiénequivalenciainducidapor el mayor
fismos regularesno preservannecesariamente de los homomorfismosregulares(estructurales
laestructuraexactadelsemigrupocomopuede o fuertes)del grafo.
verse en el siguiente ejemplo. Definición 14. Una identidadde clasedefi-

nida sobreO es un subconjunto‘A de la rela-
ción de identidad1 = {<i, i>: i e P} paraun
conjuntoA de nodosde P quetenganun atri-
butode clasedeterminado,de modo que

‘A = {<i, i>: i e A cF>.

Lerna 3. SiC = <P 1) eselgrafo de laiden-
c d tidad de clase ‘A definida por el atributo de

claseA, entoncesla equivalenciade atributo
Ejemplo 4. A es tambiénlaequivalenciainducidaporel
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más grandede los homomorfismosregulares pleto regular si paratodoRe 91,f1(a)f2(R)f1(b)
del grafo. implica queexistenc,de P tales que 1/a)=f1(c),

fi(b) =f1(d), cRby aRdparatodoa, b e P.
2.2. Redesy relaciones Estosdos pares de definiciones tratan dediferentemodo el casoen el quef2 no es uno

múltiples por uno. Si dos o más relacionestienen la
misma imagen, la primera de cada uno de los

Definición 15. Una red es un par ordenado pares de definiciones tiene como requisito que
N = <P 91> en el queP es un conjunto de pun- el homomorfismo sea completo o regular para
tos y 91 un conjunto de relacionesdefinidas su unión. La segundadefinición tiene como
sobreP. requisitoqueelhomomorfismoseacompletoo

A vecesa la red se la denominamultigrafo regularparacadaunade las relacionesde 91.
(orientado)e incluyerelacionesdefinidassobre Se puedenhacervariacionessimilaresa pro-
P quepuedenser equivalenciasde atributoso pósitode los homomorfismosde redescorres-
identidadesdeclase.Tambiénpuedendefinirse pondientes a homorfismos estructuralesy
homomorfismos sobre las redes, como en el homomorfismos fuertes de grafos. Si centra-
caso de los grafos definidos por una sola reía- mos nuestra atención sólo en la versión fuerte
cion. El homomorfismo de una red implica la de cada una de estas definiciones, pueden defi-
existenciade dos funciones. El número de nirsesimplementea travésdel requisitodeque
variaciones posibles para definir la función los homomorfismos de grafos inducidos cum-
másfuertese incrementanotablemente. planlapropiedadde serestructuraleso fuertes.

Definición16a. SeanN=<P91> yN’= <P1 91) Los teoremastanto para homomorfismos
dosredes,un homomorfismocompletodébil de comoparaequivalenciasdefinidasengrafosse
una redfi N —* N’esun par ordenadodefuncio- generalizarántambiéna sus correspondientes
nesf= <11,12> talesquef1: P —* P’yf2: 91-491’ teoremasreferidosaredes,incluyendolos que
estándefinidasdemaneraque,paracadaa, b e P afectana la composiciónde relacionesy sus
y R e 91, aRb implica f/a)f2(R)f/b), y para semigrupos.
todo ix, y e P’y R e 91~ implica queexisten
c, de P y Re 91 tales quef/c) = x,f/d) = ~‘ 2.3. Conectividad
f/R) = R’y cRd.

Definición16b. SeanN= <P 91> y N’= <It 91)
dosredes,el homomorfismocompletode una Definición 18. Podemos decir que el
redf: N -4 N’es un par ordenadode funciones homomorfismocompletodeunaredpreservara
1=<§12> talesquefi:P —* P’yf2: 91 —* 91’están la conectividad si y solo si para cualquier
definidasde maneraque,paracadaa, b e P y secuenciade puntosix’, ..., ix e P y de reía-
R e 91, aRbimplicaf/a)f/R>fl(b), y paratodo clones1?~,...,R~ tales que
ix, y e P’y R e 91, 42(R) implica queexisten f1(x~)f/R~)f1(x~~1),existen puntos y2, ...,

c, de P talesquef1(c)= x,f/d) = y, cRd. tales quef/x) =f/y) í(x~+1) =f/y~~1) y
Nótesequepara cada relaciónR e 91, el x1R1y2R2.. .R,y~+1~y tambiénexistenpuntosz1,...,

homomorfismocompletode la redf: N —* N’ ; tales que1(x1) = 1(z1) f,(x) = f1(z~) y
induce un homomorfismo completo de un z1R1z2R2.. ~
grafo definido de <1~ R> en <It f2(R)>. A conti- Una secuenciade puntosrelacionadoses un
nuaciónseofrecenejemplosde dosformasde camino. La definición anteriorestableceque
homomorfismosregulares. un caminoen el grafo imagense corresponde

Definición 17a. Un homomorfismocomple- con caminosconcretosen la preimagendado
to débilf: N —~ es un homomorfismocom- queacadapuntodel origen le correspondeun
pleto débil regular si para todo R’ e 9V punto enel camino imagen.

f/a)R~(b) implica que existen c, d e p y TeoremaS.Sifesel homomorfismoregularde
R, Q e 91 tales que1(a) = f,(c), f/c) = 1>0’ unared,entoncesfpreservará la conectividad.
f2(Q) =f2(R),f~(R)= R~ cRb y aQdparatodo Definición 19. Podemos decir que el
a, b e p~ homomorfismocompletode unaredpreserva-

Definición 17b. Un homomorfismocomple- ráfliertementela conectividadsi y solo si para
to de redf: N —* N’es un homomoifismocom- cada secuenciade puntos ix,,..., x~, (donde

~9bESab
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x.!=xsl i!=j)yde relacionesR1, ..., R~, regular como homomorfismode N en NS El
f(x)4R1)f1(x2).. .f/x)f2(R)f1Gx ), implica grafo múltiple es C = <P,J4, donde~t = {M1,
que ix 1R1x2R2.. .Rx~1. M2, MQ. La aplicaciónf1:P —* Y, junto conel

Teorema9. Sif esel homomorfismoestruc- requisitode quefseaal menosel homomorfis-
tural de unared, entonces1preservaráfuerte- mo completode unared , dancomoresultado
mentela conectividad. un conjunto inducido de relacionesdefinidas

sobreY, es decir,dt = {M }. Para remarcar

2.4. Grafosmúltiples que la aplicaciónde C en = <P’, .#> esunhomomorfismo de red diferente lo hemos
y equivalencia denominadoj~. Incluso aunquef searegular,

de LOS «haces» J’M no lo es.Sin embargo,la regularidadsi que
sepreservaen el sentidocontrario.

Enunared,un parordenadodepuntospuede
formarpartede masde unarelación.Llamare-
mos al conjunto de todas las relacionesque
contenganelparde puntos<a, b> elhazde reía-
cionesde esepar,esdecir,Bh = {R e 91: aRb}.
Un segundopar ordenadode puntos <c, d>
podría compartirel mismo haz de relaciones,
de modoqueBah = BOd. Puedeocurrir también
queel par <a, b> no estérelacionadoporningu-
no de los miembrosde 91, de maneraqueB = c o

0. LlamaremosB* al conjunto de todosaf

hacesno vacíos.Estamosahoraen condiciones M- Nt

de definir nuevasrelacionesen P considerando Nt

los paresde puntos que compartenhacesde
relaciones.Estasrelacionesmúltiples son de
graninterésparala teoríasocial. EjemploS.

Definición 20. SeaB e B*, diremos que la
relaciónMB = {<a, b>: Bh = B} esunarelación
maltiple inducidapor la redN = <P ~>• Teorema10.SiN=<E 91> esunared,C=<1%t>

Paracadapar ordenado<a, b> hayun único es el grafo múltiple que se deriva de ella y
haz asociadoa él. Este haz puedeestar,bien fi: C —> C’ = <P~ ~ el homomorfismocomple-
vacío,bienpertenecera B~, lo queimplica que to de la red, entoncesfdefineun homomorfis-
<a, b>, o no es miembrodeMB o tienesolamen- mo completosobreN y
te unade esasrelacionesmúltiples. El conjun-
to M de todasesasrelacionesinducidassobre (i) sif es regularel homomorfismodefini-
una reddadadefinenun tipo especialde grafo. do seráregular

Definición21. Un grafio maltiple esunared (u) sif esfuerteel homomorfismodefinido
C = <P,A’> tal queparacadapar de relaciones seráfuerte.
M1, M2eJe5M1nM2=0.

El grafo formadopor los puntosde unared La imagende un grafo múltiple atravésdel
determinaday las relacionesmúltiples induci- homomorfismoregularde la red no es necesa-
dasen esared es un grafo múltiple. El proce- riamenteun grafo múltiple tal como se mues-
dimiento parair de unared a los grafosmúlti- tra en el Ejemplo 6, dondeun par de puntos
píes inducidospor ella da siempreun único imagenestánconectadospor másde unareía-
resultado.Sin embargo,como semuestraen el ción imagen, y las relacionesR’ y S’ son dis-
siguiente ejemplo, las propiedadesde los tintasen los paresordenadosde P x PS
homomorfismosde la red no se trasladanalos Los grafosmúltiplesofrecenunarepresen-
homomorfismosdefinidossobreuna red múl- taciónúnicadelos hacesderelacionesy de los
tiple. En el Ejemplo 5 tenemosN = <P 91>, atributoscompartidosentreindividuos que se
dondeP= {a, b, c, d}y 91 = {R, S}, y N’= <It 91), usanparadefinir los roles. Mandely Winship
dondeP’= {ix, y> y 91’= {R’}. Nótesequefes (1979) sugierenque la ocupacióndel mismo
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a b c y=f(c)

a b e f(a> f(b):f(c) R 5
5 5 1

5 5
Rj R R

R s R 5

r 5 1(b) f(s)=f(t) d e g =%b}

Ejemplo6 Ejemplo 7?

rol puedecaptarseparcialmentea travésde la en lapreimagenpodemoscomprobarqueb no
equivalenciade los puntos de una red en tér- está conectadomediante S a ningún punto
minos de este tipo de haces.Usandonuestra equivalentea g.
definición de grafo múltiple podemosretomar Paracaptarla estructuraglobal de los roles
sudefinición de equivalencialocal de rolesde en lasrelacionessocialesmúltiplesserequiere
lamanerasiguiente: un homomorfismomásfuerte, uno quereúna

Definición22. Si C= <P,J/> es un grafomúl- las propiedadesde los homomorfismosde un
tiple y unaequivalenciadefinida sobreP, haz y de los homomorfismos regulares. El
entonces seráunaequivalenciade los haces homomorfismo fuerte de una red cumple
si y solo si paratodo a, b, c e 1’ y M e .45 ambaspropiedades,peroesdemasiadorestric-
implica que tivo. Más abajose define un homomorfismo

másdébil quetambiénlas cumple.
(i) aMc si y solo si existeun d tal quebMd; Definición 23. Seaf: N -4 19’ el homomor-
(u) cMa si y solo si existeun d tal quedMb. fismo regularde unared,f seráun homomor-

fismode unión2de la red si y solo si paratodo
El homomorfismode un hazesel homomor- a, b, c,d de P,f

1(a)=f1(c) yf1(b)=f1(d) impli-
fismo completode una red que identifica los caqueBah = B~4, Ba~¡= 0 o Bcd = 0.
puntosde las clasesde equivalenciadefinidas Nótesequeestoimplica tambiénque Be> =

porel hazde equivalenciasy en el quela apli- B~ = Bcá = B~, o que algunosestánvactos.
caciónde las relacioneses la identidad.Este Estacondicióndecarácterrestrictivogarantiza
tipo de reducciónde grafosapartirde laequi- queparaestaforma especialde homomorfis-
valenciade los hacesno da como resultado mo regularexiste,si es queexiste,unaúnica
necesariamenteun homomorfismoregular,tal relaciónmúltiple entrecadapar.
como se muestramás abajo. Aquí, f es el Teoremalía. Todo homomorfismofuerte de
homomorfismode un haz pero no es regular. unaredes un homomorfismode unióndelared.
Loshomomorfismosregulares,estructuralesy Teoremalib. Seaf = (J, f2> un homomor-
fuertes de una red no son necesariamente fismo de unión,entoncesf = (JI,f3>, dondeL
homomorfismosde un haz porquelos prime- es la relaciónde identidad,esel homomorfis-
ros permiten subsumir relaciones, mientras mo de un haz.
queel segundono. Sin embargo,un homomor- Másabajo,en el Ejemplo 8, se muestrandos
fismo fuerte de unared o el grafomúltiple en homomorfismosdeuniónqueno sonfuertes.El
el que las relacionesno se subsumenunasen Ejemplo7 muestrael homomorfismode un haz
otras,es el homomorfismode un haz. que no es de unión aunquela correspondencia

Mientrasquela estructuralocal de los roles entre relacionesseala identidad.Paraunared
socialespuedecaptarseatravésdel homomor- en la queel conjuntode relacionesconsisteen
fismo de unared agrupandopuntosquesigan unasolarelación, todo homomorfismoregular
las mismaspautasen cuantoa las flechasque es obviamenteun homomorfismode unión.Por
llegan y salende ellos, la estructuraglobal o otra parte, el homomorfismof: N —* 19’ del
relacionalno puedecaptarseasí.En la imagen Ejemplo6 es regular,pero no de unión.
del grafo de másarriba, en el Ejemplo 7,1(b) La próxima serie de teoremasdemuestran
estáconectadoafilg) medianteS. No obstante, que loshomomorfismosde unión tienenvaho-

PPbgs~,
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saspropiedadesreferidasa la preservaciónde ron al estudiode la estructurade rolesmedian-
la multiplicidad y del subgrupode relaciones te homomorfismos,y tambiéncon la lógica
sin las restriccionesde los homomorfismos másteóricade Nadel en suestudiode la muí-
fuertes. tiplicidad de la estructurasocial.

Teorema12. Seaf:N —*19’ el homomorfis- Lasequivalenciasdeunaunión puedendefi-
mo de unión de unared, donde19 = <P, 91>, nirsecomosigue:
19’ = <Y, <-‘~‘> yf= <lv ~ si o es una relación Definición 24. Sea la equivalenciaregular
de composicióny <91, o> un semigrupo,enton- de unared, seraunaequivalenciade unión
ces12: <91, o> —* <91’, o> esun isomorfismo. de una red si para todo a, b, c, d e N,

Los homorfismosde unión son algo inter- a c y c d implica queBac = Bhd, B~g = 0, o
medio, por tanto, entre los homomorfismos Bhd = 0.
regularesy los fuertes.Preservanlas propie- Podemosdefinir ahoraun orden parcial de
dadesque son necesariasparala descripción los homomorfismosy sus equivalenciasres-
de losroles: la multiplicidady lacomposición. pectoa las redes.
En los homomorfismosde unión, al contrario
queen loshomomorfismosregularesy fuertes,
no se maximiza la equivalenciaentre los
miembros,tal comose muestraen el siguiente de unión
ejemplo, estructural

En el Ejemplo 8 se muestraque no existe
una simple y única representaciónde la
estructurade roles. Las tres redesson grafos
múltiples y tanto f como q son homomor- de haz
fismosde unión,pero no fuertes.Ningunade
las redesimagenpuedeseguirreduciéndosey
preservaral mismo tiempola distinciónentre completo
relaciones.

La Tabla 1 hace un resumen de estos

homomorfismosy de suspropiedades.Tresde
R ft,¡)=f(x,)=i~x,) esoshomomorfismos(el homomorfismofuer-

R
6~ ~ ......................... E. ~ te, el estructural y el regular) maximizan la

equivalencia entre sus miembros. Los
Y

6 f(y ~ ~f(Y0=tW¿ homomorfismosde unión, aunquecarecende
)=F(y,)=f(y,). •

R ~“ s R estapropiedad,poseenimportantespropieda-
desreferentesa la preservaciónde las estruc-

X4 q q(x,)=q(x4) Í<,>f(xíÍ(,> turasde sernigrupoy la multiplicidad.

q{y>=’<y) q<yp=qty,) 2.5. Modelosdebloqueenredes
s It

q(x3>=q(x,) It 5’ q(x2)=q(x) y roles superpuestos
3

Las aproximacionespreviasa los métodos
EjemploS, empíricosde modeladode bloquesestánbasa-

dasen diversasgeneralizacioneshechasapar-
Las implicaciones de los homomorfismos tir del homomorfismocompletoutilizando el

de unión parael análisis de la estructurade criterio de la densidad(Arabie, Boorman y
roles ponende manifiesto un dilema funda- Leavitt, 1978: 32) o aproximándoseal
mental.Si requerimosquelas relacionesentre homomorfismoestructural.
roles no tenganun contenidoambiguo,enton- La densidadde un homomorfismopuede
ces las reduccionesmás simples no están definirsede la siguientemanera.SeaN la red
determinadasnecesariamentede un único <p 91> yf>: 1’ —* P’unaaplicaciónsuprayectiva.
modo. Esta afirmaciónes consistentecon la Sea,paraíospuntosa, be P~fí1(a)= {ix

1,..., ix II
aproximaciónqueHeil y White (1976) hicie- yfj(b) = {y1,..., Y,). Entonces,paracadapar
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Tabla 1

Cinco homomorfismo de grato y suspropiedades

Homoniorfismo Imagen Hoinoinorfisino Equivalencia Preservalade Seinigrupo Máxima Conectividad
Inducido

Fuerte Modelo de bloques Isomoitismo Sx Fuertefuerte

Estructural Modelo de bloques Isomórficopara Si Fuerteestructural grafo irreflexivo

De unión Modelo de bloques Isomorfismo No Débilde unión

Regular Modelo de bloques Homomorfísmo Sí Debílregular

Completo Modelo de bloques No necesariamente Si Noun homomorfismo

<a, b> e 1>’ x 1” y R e 91 podemosdefinir el y ¡3 se alejan entre sí, pasandoa considerar
número densidadesde carácter intermedio, habrá

menosparticionesquesatisfaganlas condicio-

SÉ[x,Ry] nesde densidaddel homomorfismo.En el caso
R t j [XRV]..tl ~ R dequea= Oy ¡3 —*1 existesolo unaparticióndonde . máxima que satisfaga las condiciones del

o ¡—‘lo sin xn <x1,y,>« R homomorfismo,y se correspondecon lo que
hemosdefinido como homomorfismofuerte

Definición 25. Sea19 = <P 91> unared y de unared. La modificación del parámetrode
P —* P’unaaplicaciónsuprayectiva.SeaR’, densidad~ paraexcluir las relacionesreflexi-

paratodoR e 91, unarelacióntal queparatodo vas se correspondecon el caso de nuestro
a, b de P’ a$2, (es decir, quea no estáreía- homomorfismoestructuralde unared,donde,
cionadoconb medianteR’) si =a, y aR’b si de nuevo,a = O y [3—>1.Breiger,Boormany

ab Arabiese refierenal casoen el quea = O y b
La aplicación1 = <f~~ A> es un homomorfis- O como «ajusteamplio».Nótese queno hay

mo de densidadconun parámetrode impureza modode definir homomorfismosregularespor
a=O parael «bloquede ceros»y un paráme- mediode estosparámetros.
tro de impureza [3.c 1 para el «bloque de Resumiendo las deficiencias de trabajos
unos»,si y solo si no existenningúna, b e P’ anterioressobremodeladode bloquespode-
talesquea < ~ <[3 Usamosla nutación[3—* 1 mosdecirque:
paraindicarque¡3 estálo suficientementecerca
del valor 1 comoparacumplir conlos requisi- 1. La equivalenciaestructuralarroja agru-
tosde un perfectobloquede unos. pacionesde puntos que están relacionados

Si a = ¡3 entonces,cualquierpartición de entreellos y con todos los demásde manera
puntos puede transformarse mediante el idéntica.El modeladodebloquesenunaredde
homomorfismodensidaden unaimagen.En el acuerdoconestetipo de equivalenciapreserva
caso de los homomorfismos completos de la estructurade semigrupode relacionesde la
redesqueestamosmanejandoa = [3= 0. Brei- red, pero es demasiadorestrictivo paracaptar
ger, Boormany Arabie (1965) se refierenal las basesmásabstractasde las corresponden-
casoen el quea = [3 0 como«ajusteestre- ciasentreroles. Estarestricciónaumentaen el
cho». En la medidaen la quelos valoresde a casode la equivalenciafuerte,dondelos pun-
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tos consideradosequivalentesestánrelaciona- Laslimitacionesde la equivalenciadeunión
dos entreellos, consigomismos y con todos estánen queno esnecesariamenteunaequiva-
los demásde maneraidéntica.Las restriccio- lencia máximaparauna red dada.En conse-
nesque impone la equivalenciaestructuralse cuencia,si bienes verdadquela equivalencia
relajan hastacierto punto cuando se usan apro- de unión es la que másse aproxima al concep-
ximaciones que buscanun «ajuste amplio» tú abstractode rol, podemosencontrarnoscon
(Breiger,Boormany Arabie, 1975),quesiguen que,paraunared determinada,existeunamuí-
no obstantesin podercaptarla ideade corres- tiplicidad de estructurasmáximas de roles
pondencia de roles, o estar relacionadode (modelosde bloques)queno sonreduciblesa
igual maneraahomólogosequivalentes, un solo sistemade roles.

2. La equivalenciacompleta, incluso si se Estalimitación es simplementeel reconoci-
generalizaen términosde un «ajusteestrecho» mientodel hecho,obvio por otra parte,de que
de las excepcionespermitidasen los bloques los roles puedensolaparseunoscon otros de
de ceros,esaunun tipo de equivalenciadema- manerastan complejasquees imposible asig-
siadoburdocomoparacaptarlacorresponden- nar a cadaactorunaúnicaposiciónde rol para
cia entreroles. Si ladensidadestablecidaestá despuéscaracterizarlas relacionesentreposi-
por debajode la densidaddel grafo entero,el ciones.
máximomodelode bloquecompletose reduce Este estudio de los homomorfismos nos
a un único punto conectadoconsigomismo. impulsa,por tanto,haciaunasolución formal
Las regularidadesestructuradasde los rolesen de cómodelimitarenuna red múltiple lasdis-
los patronesque siguen las conexionesen la tintasestmcturasproducidaspor la superposi-
red original debencaptarsemedianteel usode ción de los roles, aunqueno examinaremos
criteriosdistintos. aquíestacuestión.

3. La equivalenciade haces(Mandely Win- White y Reitz (1982) ofrecenun algoritmo
ship, 1979) suponeun avance,pero estáaun paraencontrarla medida de hastaqué punto
lejosde podercaptarlaequivalenciade roleso los nodosde unaredsonregulannenteequiva-
de posiciones. lentes.Se analizandiversosconjuntosde datos

usandoestealgoritmoy se ofreceunaestruc-
Los doscriteriosqueintroducimosaquípara tura de rolesreducidaparacadaunode ellos.

el modeladode bloquesestánbasadosen defi-
nicionesdelos patronesabstractosquesiguela
relaciónentreroles: 3. Homomorfismos

4. La equivalenciaregular arroja agrupa- de semigrupos
mientosde puntosen los cuales,paracadapar
de personasen posicionesequivalentes,si una U
de ellas estarelacionadacon una personaen U orrain y White (1971),Pattison(1980)
una segundaposición, la otra tiene una reía- ~y Bonacich(1982) hanexploradolas
ción idénticacon suhomólogoen ea posicion. relacionesexistentesentre homomor-
Estetipo de equivalenciaconlíevadosproble- fismosdegrafosy homomorfismosde semigru-
masrelacionados.Uno esqueen las redescon pos. Hemosdemostradocómo, en condiciones
relacionesmúltiples puedehabermás de una de regularidad,los homomorfismosde redes
relación múltiple característicaentre posicio- inducenhomomorfismosde semigrupossobre
nes.Por ello el homomorfismoregularno pre- el semigrupode relacionesdescritoen el grafo.
servanecesariamentelaestructuradel semigru- En esteepígrafe,indagaremosenla ideaopues-
po de relacionesdefinidosobreun multigrafo. ta. No puededecirsequeloshomomorfismosde

5. La equivalenciade unión es un tipo de semigruposinduzcan aplicacionessobre el
equivalenciaregularen la cual (a) no hay más grafo original de la misma maneraque los
de un grupode relacionescaracterísticasentre homomorfismosde grafosinducenaplicaciones
posicionesy (b) el semigrupo de relaciones sobre las relaciones. Sin embargo podemos
definidas sobreel multigrafo es preservado decir que los homomorfismosde semigrupos
isomórficamenteen el modelode bloquesque son «compatibles»con los homomorfismosde
essu imagen. grafosenel sentidode quelos homomorfismos
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de grupospuedenservir como la aplicación carsesin hacermásqueunapequeñareferen-
relacionalen el par ordenadode aplicaciones cia a la red quesirvede base.
que forman el homomorfismo de una red. Dadof = </~ fa>: <E 5> —* <P, 55>, un
Demostraremoscómo,en efecto,ciertos tipos homomorfismodeunared,trataremosde desa-
de homomorfismosde semigrupostienenesta rrollar condicionesnecesariasy suficientespara
propiedad. 12 y 5 de modo que12: <5, o> —* <SS o> seael

Sea<E 5> unared en laqueE es elconjunto homomorfismode un semigrupo. Luego, si
de puntosy 5 el conjuntode relacionesdefini- tenemosel semigrupo<5, o> y un homomorfis-
dassobreE. Es más,supongamosque5 esun mo del semigrupof2:<5, o> —* <SS *>, en el que
semigrupoen el queestádefinida laoperación <SS *> escualquieradelossemigruposimagende
de composición.Sea1 = <11, f~> un homomor- <S, o>, las condicionesnecesariasque tendrán
fismo completo débil de la red. Entonces, que cumplir 5 y 12 seránque <SS *> seaiso-
[R]t1 = {Q: f/Q) = f2(R)} es la clasede equi- mórfico del semigrupode relacionesbinarias
valenciade todaslas relacionesidentificadas <5, o> definidosobreun conjuntoE y que<412>
en R porf2~ u [R]f es la relaciónde aquellos seael homomorfismode una red en el que
paresqueesténpresentesen cualquierade la sealarelaciónde identidad.
relacionesde [R]f2. El siguienteejemplo sirve para ilustrar el

Un homomorfismode una red en el que se problema.Dadala red 19 = <E, 5> tal comoapa-
subsumensólo relacionesy no puntoses una receabajo,podemosderivar la tabla de com-
unión de esasrelaciones: posiciónde <5, o> como sigue.

Teorema14. SiN = <E 5> y N’= <PS 5) son
redes,f1:E —* E es la identidady~: 5 —* S’una
aplicación,entoncesf=<fI~f2> esel homomor- 0 0 Q R T U
fismo completodébil de la red si y solo si 0 0 0 0 0 0
f2(R) = u [R]f2. QOOT0O

El Teorema14 ofrecelas condicionesnece- R 0 0 0 0 0 ~ U

sarnasy suficientes bajo las cualespodemos T 0 0 0 0 0
considerarunaaplicaciónf2comoelhomomor- u 0 0 0 0 o
fismo de unared. Tambiénnos ofreceun pro-
cedimientopara construir un homomorfismo Ejemplo9.
de unared en el quesolo sesubsumanlas rela-
ciones.Estoes, las relacionesse reducensim-
plementeformandosu unión. Sin embargo,la Nótese que puede formarse una imagen
aplicaciónasí construidano conservanecesa- homomórficade <5, o> identificando T y U.
riamentelacomposiciónde relaciones. Estenuevosemigrupo<S, *> tienela siguiente

Supongamosque5 esun semigrupode reía- tablade composición:
cionesenunared.Bonacich(1982)ponesobre El Teorema14 nosdice quesi T y U tienen
la mesael problemade cómo considerarlos que identificarsecomopartedel homomorfis-
homomorfismosde los semigruposdefinidos mo completodébil deunared, la imagenT’ de
sobreuna red en términosde las unionesde Ty U debeserla unión de T y de U queda la
relacionesquepreservenla operaciónde com- siguienteimagende 19:
posición. El problemapuedeplantearsecomo
sigue.Dadaunared <E 5> y un homomorfismo
de un semigrupof:<5, o> —* <SS o>, ¿bajoqué
condiciones puede representarsef como la
aplicaciónque relacionala red <E 5> a la red
<E 5)? Adviértaseque cualquiersolución al
problemaqueplanteaBonacichdebeprimero
probar bajo qué condicionesun semigrupo
imagencualquieradeun semigrupode relacio- Nóteseque,sin embargo,en estecasoQ’OR’

nes binariaspuede representarsecomo otro no es igual aT’sino soloun subconjuntode ti
semigrupode relacionesbinarias. Idealmente, Dicho deotromodo,[Q]f2 o LR1/ác u [QoR14.
algunasde esascondicionespuedenespecifi- Paraque12 seael homomorfismode un semi-
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grupola igualdaddebemantenerse.De aquíse ción relacionalfuertey el tipo de equivalencia
sigue el siguienteteoremasobrelas condicio- de produce.
nesnecesariasy suficientesbajolascualesuna Definición 26. Seaf:5 —> S’unaaplicación
aplicaciónen un homomorfismode unared es de relacionesy <5, o> un semigrupoderelacio-
el homomorfismode un semigrupo. nesen elqueha definidola operaciónde com-

Teorema15. Seaf=<jj 12>: <P 5> —* <P 5) posición,fseráfuertesiparatodoT,R1,R2eS,
el homomorfismocompletodébil de una red 1(R1) = 1(R2) si y solo si R1 o T = R2 o Ty
tal quef~ es la relaciónde identidad,entonces T o R1 = T o R2.
12 preservarálaoperaciónde composiciónsi y Definición 27. SeanR1 y R2 elementosde 5,
solo si u [R1]]’2* u [R2]f2= u [R1o Rjf2. R1 y J?=seránfuertementeequivalentes(y lo

Supongamosque5 esun semigrupode reía- denotaremoscomoR1 R2) si paratodo T de
cionesbinariasen el quese hadefinido laope- 5, R1 o T = R2oTyToR1=ToR2.
ración de composición.Bajo las condiciones Estáclaro a partir de estadefinición que la
establecidasen el Teorema 15, 12 es el equivalenciafuerte es una relación de equiva-
homomorfismodelsemigrupo.Porla teoríade lencia. En la medida en la que satisfaceuna
semigrupossabemosque la composiciónde condición más exigente que la simple con-
homomorfismosde semigruposdacomoresul- gruenciadelsemigrupo<S, o>, estoesqueelque
tadoel homomorfismode un semigrupo. R> R2y Q1 Q2 implica queR1 o Q1 = R2o

El Teorema15 refleja el problemageneral el semigrupo 5 no es necesariamenteun
planteadoporBonacich.Simplementeestable- semigrupode relacionesbinarias,como se vio
ce que cada aplicación relacional inmersa en elEjemplo9.
incluida en el homomorfismo de una red, La pruebadel siguiente teoremase sigue
incluso si resultaserun homomorfismode un directamentede estasdefiniciones.
semigrupode la tabla de composicióndel Teorema16. La equivalenciadefinidasobre
semigrupo,deberevisarseparaasegurarque 5 producidapor unaaplicaciónfuerte es una
preservala composiciónen la redde relacio- equivalenciafuertey, al revés,todaequivalen-
nes. Dado que los homomorfismoscomple- cia fuerteestáproducidapor algunaaplicación
tos débilesde unared creanimágenesde las fuerte.
relacionesen términos de la unión de reía- Pero no seda elcasode quela composición
ciones equivalentes,las condicionesnecesa- de dos aplicacionesfuertesseaunaaplicación
rias y suficientespara asegurarque la com- fuerte también, tal como se muestraen el
posición sepreservapasanpor comprobarla siguienteejemplo.
composiciónde esasunionesparaasegurar,
paratodo R1, R2 del conjuntode relaciones~ ~ R s T
quef2(R1) of2(R) =f2Qt o R). oUT

El problemamás especificoplanteadopor R R R R g1 O V
Bonaciches si existencaracterísticasde 5 yf2 ~ R R R ~ U U U —* VV
que, independientementede la red de base, T R R 5 T U U
asegurequeunaaplicaciónen el homomorfis-
mo de unared preservarála composición. EjemploU!

Nosotrosestamosparticularmenteinteresa-
dos en los homomorfismosde semigruposque dondeg/R) = g1(S)= U, y g/U) = g/T) = V.
seaninterpretables.Una de las razonespara Tantog1 comog2 sonfuertes,perog2 o g1 no lo
subsumirunasrelacionesen otrasen los semi- es.La siguientedefinición es de granutilidad
grupos,porejemplo,es quetenganlos mismos debido a las posibilidadesde interpretación
productos,de maneraanálogaal modo en el queofrecenlas aplicacionesfuertes.
que en el casode la equivalenciaestructural Definición 28. Una aplicaciónde relaciones
unos puntos del grafo se subsumenen otros que sea susceptiblede entendersecomo la
cuandotienenidénticosvínculos. En el con- composicióndedoso másaplicacionesdereía-
texto de lasrelaciones,teneru mismoproduc- cionesfuertes,esunaaplicacióncuasifuerte.
to significa quedos relacionesgenerancami- Mientrasno seamoscapacesde demostrarlo
nosidénticosde longitud doso másen la red, en forma de teorema,tanto las aplicacionesde
Empecemos,por tanto,definiendounaaplica- relacionesfuertescomo las «cuasifuertes»en
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semigruposserán homomorfismos de semi- reduccionescuasifuerteses única. Eso es lo
grupos(comoen el Ejemplo 10), perono con quedefinela jerarquíade nivelesenlosquelas
respectoalas unionesde relacionesy sucom- relacionesse equiparano se hacen«sustitui-
posición. Es decir, las aplicacionesfuertesy bles».Si las aplicacionesrelacionalesfuertes
«cuasifuertes»no tienen necesariamenteque del Ejemplo 10 preservaranla composiciónen
representarel maparelacionalenel homomor- el homomorfismode unared, tendríamosuna
fismo de unared y preservara la vez la com- jerarquíade «sustituibilidad»de roles:
posición. Mostraremosahorabajo quecondi-
cionessí lapreservan.

Ya hemosdefinido la aplicaciónde relacio-
nes fuerte y su congruenciasin tomar como
referencialas redes.El Lema4 nos proporcio-
na las condiciones necesariasy suficientes
paraquela parterelacionalde unaaplicación U T
entre redespreservela composición.Con la
condición de que la aplicación de relaciones R
seafuertepodemosdemostrarun teoremamás
potente.

Teorema17. Seaf= ([1,12>: <P S> —* <P 5)
elhomomorfismocompletodébil deunared,f1 Lasrelacionesde abajose equipararonenla
la relacióndeidentidad,f2unaaplicaciónfuer- primeraaplicaciónrelacionalfuerte, y las del
te y <S’ o> un semigrupo,entonces12 seráun medioen la siguienteaplicaciónfuerte.
homomorfismo del semigrupo si y solo si Hay una segunda condición referida al
f2(~~ =L(R> oR ) implica queT ~ o R2para homomorfismoderelacionesdeun semigrupo
todoT,R1,R2 e

2S. que esta relacionadacon la antenory que
Esteteoremanospermiteidentificar aplica- ofreceun alto poder de interpretación.Como

cionesde relacionesfuertesapartirde la tabla laanteriortambiénhaceusode la inclusiónde
de composicióndel semigrupoy comprobarsi relacionesen un reticulado.Estasegundacon-
lasunionesde las relacionespreservanlacom- dición tiene suorigen másdirectamenteen la
posición sólo mirando el reticuladoque for- ideade Boormany White (1976)de equiparar
manlos elementosde5incluidos,sin tenerque relacionesvinculadas entre si medianteuna
tomarcomoreferenciala red de base. inclusión.

Se puedenencadenarotrasreduccionesde Definición 29. Sea<S. o> un semigrupode
estetipo paraproducirmáshomomorfismosa relacionesbinariasyf unaaplicacióndefinida
partir de una red. En cadapasose computan sobre5, entoncesfseráunaaplicacióninclusi-
los elementosrelacionalesque se van inclu- va sí paratodo R

1, R2 e S,f(R1)=1(R) impli-
yendoen el reticuladotomandocomopuntode caqueR1~ R2oqueR2~R~
partida las uniones de relacionesen el paso Al contrarioqueen el casode la aplicación
antenory comprobandocada nuevo par de fuerte, no hay necesariamenteunaaplicación
relacionespara incluirlo en el conjunto. En de inclusiónmáximaen el semigrupode reía-
unacadenade aplicacionessemejantes,laapli- clones.Por ejemplo, puedehaberdos inclu-
cación llegaasercuasifuerte. sionesentre tres relaciones,dondeP ~ R y

El homomorfismocuasifuerte de una red Q ~ R. Solo dos de las tres(bienP y R o Q y
permite la siguiente interpretación.Comen- R) puedenequipararse,dadoquelas otrasdos
zandocon el semigrupooriginal de relaciones no estánligadasmedianteunainclusión. Esto
definidas sobre una red, podemosequiparar es debidoaquetodoslos elementosequipara-
todaslas relacionesfuertementeequivalentesy dos estánvinculadosmediante la inclusion,
considerarlascomo «sustituibles»a lahorade que define una ordenacióntotal de los ele-
generaren la red caminosidénticosde longi- mentosde cadaconjuntode equivalencia.Por
aid dos o más. Las otras relacionespueden lo tanto,f2(R)= max LR]t.
compararsesobreestasbasesen la red imagen. El teoremasiguienteenuncialas condicio-
La más grandede las reduccionesfuertesen nesbajolas cualesunaaplicacióninclusivaes
cada paso es única, y la más grandede las el homomorfismode un semigrupo.



164 DouglasR. Wbite y Karl P. Reitz

Teorema18. Seaf=<11,12>: <1’, ~>—* <P, 5) junto 19 puedenaplicarsefácilmenteporexten-
dondef1 es la relaciónde identidadyf2 esuna siónalconjuntodetodaslasrelaciones(através
aplicacióninclusiva,entonces12 preservarála de los semireticulados).Hay, sin embargo,reía-
composiciónsi y solo sí: cionesdeequivalenciaenelsemigrupodetodas

las relacionesbinariasde un conjuntoque no
(i) f2(R) = f2(R2) implica quef2(To R1) = son fuertes.La utilidad de los homomorfismos

f(To R2)yf/R1 o 7) =fjR2 o 7); y cuasifuertesestá, por tanto, restringida a los
(u) ¡2(~) = f2(R1 o R2) implica que T c semigruposdelconjuntode todaslasrelaciones

max[R1]t o max[Rjf2, paratodo T R binariasdeun conjunto.
1?2 deS. Las definicionesy teoremasde este último

epígrafedel artículo proporcionanlas herra-
Esteeselmismotipo deresultadoconpoten- mientasbásicasdel análisis estructuralde los

cia interpretativaqueel quehabíamosobtenido homomorfismosdesemigruposderedessocia-
comprobandosi unaaplicaciónentrerelaciones les. Una línea de investigaciónconsisteen la
fuertesserviacomo homomorfismoe un semi- reduccióndel semigrupoatravésde unacade-
grupo definido sobre una red de relaciones. na de homomorfismosfuertesdel semigrupo.
Aquí, podemosidentificaraplicacionesinclusi- Otra, consiste en la reducción a través de
vasquepreservenlacomposiciónapartir delas homomorfismosinclusivos.Una terceracon-
tablasde composicióndel semigrupomáslas siste en alternarestosdos tipos de reducción
inclusionesen el semireticuladoderelaciones, de semigrupos.Lasdefinicionesy teoremasde

Los homomorfismosdel semigrupode las la primerapartedel articuloproporcionanlas
relacionesde unared definidasporunaaplica- herramientasbásicaspara las reducciones
ción inclusiva pueden,como las aplicaciones homomórficasde los puntos de una red que
fuertes, estar compuestaso producir más preservenla estructuradel semigrupoy del
homomorfismosdel semigrupo.Sin embargo, grafo. Todos estosmétodosjuntos proporcio-
dadoquela inclusiónes transitiva,la composi- nanunasólidabaseparaampliarelanálisisde
ciónde dosaplicacionesinclusivaseatambién la estructura de roles de las redes sociales
unaaplicacióninclusivay puedeidentificarse basadoen losmodelosde bloques.
en un solo pasoapartir de la tablade compo- La representacióndeloshomomorfismosde
sición de relacionesen la red del semigrupo redesquehemosescogidoes sólida. Nosper-
original y del semireticuladode inclusiones. mite demostrarunaseriede importantesteore-

Nuestrasdosprimerasaproximacionesestán masrelacionadosconla estructurade rolesde
cercade las intuicionesde Boormany White las redessociales,arrojaralgodeluz sobreuna
(1976), que incluyen en su descripciónde la serie de intuiciones del lenguaje cotidiano
«estructurade roles» de unared social tanto acercade los roles sociales,y penetrarmás
las tablasde composiciónde relacionesde los profundamenteen el tipo de análisis de la
semigruposcomo el semireticuladode inclu- estructurasocial desarrolladopor Lorrain y
siones.Suconceptode la«estructuraderoles» White (1971), White, Boorman y Breiger
es,por consiguiente,suficienteparacaracteri- (1976)y Boormany Wbite (1976).Nospermi-
zarlos homomorfismosfuerteseinclusivosde te integrarel análisisde los homomorfismos
semigruposderedessociales.Estoshomomor- de grafosy el de los homomorfismosde semí-
fismosdesemigrupostienenunagranpotencia gruposde relacionesbinariasdefinidospor la
interpretativaen términosde «sustituibilidad» operaciónde composición.Nuestrosresulta-
de relaciones,y son análogosa los criterios dosabrenlas puertasalposteriorestudiomate-
quehabíamosusadoantesparadefinir la equi- máticode la relaciónentrelos homomorfismos
valenciade puntosen la red, de grafos y de semigruposdefinidos sobre

Loshomomorfismosdefinidossobreelsemi- redes.Parael analistade las redessociales,
grupo de todas las relacionesbinariasde un nuestrosteoremasrepresentanun considerable
conjuntoquepreservanla unión y la simetría, avanceen los métodosal uso paraproducir
hansido descritosextensamentepor Clifford y imágeneshomomórficasde las redessociales.
Miller (1970) y Magilí (1966). Los homomor- Estosmétodosproporcionanlas basesforma-
fismos inclusivosdefinidossobreel semigrupo les para el análisis de redesen estructuras
del conjunto de relacionesbinariasde un con- socialescomplejas.

Pp~gjfi5~,
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