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Resumen.- Este articulo trata de demostrar que hay dos caminos en el uso de las matematicas
en la historia del andlisis econémico: uno es el camino de Ricardo y Marshal, para quienes la
matematica es solo una guia para evitar el error de la I6gica econdémica en su camino desde las
hipotesis a las conclusiones; el segundo camino es el de Quesnay y los fisiécratas, el de Marx,
Walras, Leontief, para quienes la realidad es el todo —remedando a Hegel- y los modelos
econdmicos deber ser una imagen, aunque borrosa, de la realidad. Sraffa abre un nuevo
método, trayendo al andlisis econdmico lo mejor de ambos métodos.
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Sraffa: Logical economic and mathematics

Abstract.- This article try to demonstrate that there is two ways in the use of mathematics in the
history of economic analysis: the first is by the way of Ricardo and Marshall, who for the
mathematics is only a guide to avoid the error in the logical economic from the hypothesis to the
conclusions; the second is the way of Quesnay (the physiocrats), Marx, Walras, Leontief, who
for the reality is the all (in the all is the truth, Hegel dixit) and the economic models they must to
be an image, maybe vague, but as picture of the all. Sraffa open a new method, bringing to
economic analysis the better from both.
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Jel: B51

La manera de afrontar Piero Sraffa la parte matematica de su obra Produccion
de mercancias por medio de mercancias mereceria una introduccion general
sobre el papel de las matematicas en las ciencias sociales o, al menos, en el
subconjunto de ese conocimiento que es la Economia. Pero eso daria para
mucho y mucha extension y esa no es la intencion. Pero al menos hay algun
aspecto que no se puede obviar. Nadie discute la importancia de las
matematicas en las ciencias fisicas o, como se las llamaba en tiempos de
Galileo y Newton, filosofia natural (Principios de filosofia natural, Newton;
Didlogo de las dos Ciencias, Galileo). En cambio, a veces se pone en
entredicho la oportunidad o no de la mal llamada Ciencias Exactas en Espafia -
hasta hace poco- en la construccion de las ciencias sociales. Descarto las
razones interesadas derivadas de los que no quieren o no saben matematicas
y so6lo buscan justificarse. Decia lo de lo inoportuno e inexacto —valga la
paradoja- de llamar ciencias exactas a las matematicas porque estas no son
una ciencia, aunque lo fuera para los griegos de los tiempos de Euclides y a
pesar del uso de principios fisicos en Arquimedes para determinadas
demostraciones geométricas (por ejemplo, principio de la palanca para el
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célculo de los volimenes). Lo de exacto! lo dejo porque se aparta del tema
demasiado. En general, las matematicas son dos cosas a la vez y
complementarias: un conjunto de construcciones ldgicas y un lenguaje. No se
pretende reducir las mateméticas a la mera logica porque eso lo han intentado
grandes mentes como Frege y B. Russell y fracasaron; ademas los teoremas
de incompletitud de Godel sirven indirectamente para asentar como erronea tal
pretensién. Pero tampoco se puede obviar a Frege y a Russell porque sus
intentos de fundamentar las mateméatica sobre bases logicas no han sido
estériles. Reducidas a su funcién en cualquier forma de conocimiento las
matematicas pueden servir o no para acompafar aquél si ese conocimiento
cumple tres principios o requisitos: 1) si puede reducirse a conjunto de entes
abstractos que interrelacionan y que llamamos modelos; 2) si al menos parte
de esas interrelaciones lo son de causa y efecto; 3) si se cumplen los principios
de universalidad y necesidad de la Ciencia. Por ejemplo, ni en la Psicologia, ni
en la Historia —salvo datos histéricos-, ni en la Etica, ni en la Estética, no
parece que tenga que decir nada las matematicas. En todas ellas fallan
algunos de los tres principios anteriores o los tres. Asi, en la Psicologia y en la
Historia seria util el segundo principio (relaciones de causas y efecto), pero no
el primero (reduccidn a entes abstractos); en la Estética ninguno de los dos,
salvo una posible Historia de las ideas estéticas y en la Etica alin menos,
porque esta materia no nos habla de lo que pasa sino de lo que debiera pasar
(de como debemos comportarnos). Las ciencias sociales como la sociologia o
la economia parecen cumplir el segundo principio, a regafadientes el primero,
pero con enormes dificultades el tercero, es decir, el principio de universalidad
y necesidad. Asi, en Fisica la ley de la gravedad es universal porque afecta a
todos los entes que tienen masa y porgue es inevitable su accién cuando hay
dos masas (los graves de Newton) en presencia. Ademas esa accion se
extiende de forma ilimitada. Otro ejemplo es el de la relatividad, donde su
segundo principio (el primero es el principio galileano de relatividad del
movimiento segun el marco de referencia) es el de la constancia de la
velocidad de la luz. En el electromagnetismo la idea de accion por medio del
campo eléctrico descubierto -¢,0 creado?- por Faraday y matematizado por
Maxwell resulta insoslayable, necesario y universal. En Economia, prima facie,
no parece que se hayan descubiertos leyes que podamos asegurar su
universalidad, incluso su necesidad. Adam Smith creyé encontrar un principio
de egoismo (buscando el interés particular se consigue el general), pero no
esta tan claro, porque no es universal (se enfrenta a él el altruismo) y porque
mMenos Seguro es -yo creo que esta absolutamente equivocado- su
consecuencia, es decir, que se consiga con ello el interés general, como
estamos viendo, por ejemplo, en la crisis actual, donde el egoismo de los
especuladores del ladrillo antes y de los llamados “mercados financieros” ahora
nos han llevado a la crisis y a la recesién. Otra ley curiosa es la de Gresham (la

! También por la enorme ambigiiedad que entrafia la palabra exacto, y mas atn aplicada a las
Matematicas, aunque pueda parecer lo contrario y paradéjico. Por ejemplo, en la geometria
euclidiana lo que parece entenderse como exacto —las figuras geométricas, sus propiedades,
sus teoremas- no se define por su exactitud sino por su certeza o acierto l6gico; en cambio,
todo el desarrollo del célculo infinitesimal desde Arguimedes se basa precisamente en la
posibilidad de acotar la imprecisién, precisamente porque lo que entra en juego es la medicién
y no solo la ldgica. Recordemos, por ejemplo, que para B. Russell no existen los nimero
reales, sino, en todo caso, aceptaba el l6gico inglés que habia sucesiones de numeros
racionales que no tenian su limite en su mismo campo.
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moneda mala desplaza a la buena), que quiza no tenga mucha importancia
pero que parece universal. Aunque no recuerdo el texto, Samuelson ha hecho
un recuento de las supuestas leyes de la economia que pretendian su
universalidad y han fallado unas tras otras. Pero el problema en la economia no
es tanto encontrar esos principios o leyes universales y necesarias a partir de
la psicologia de los actores econdémicos sino que la mayor dificultad es la
necesidad de ese reduccionismo para cumplir el primero de los principios, es
decir, para llegar a modelizar e introducir con ello la cuchara de las
matematicas. La razon de ello es que son muchos los factores que intervienen
en las decisiones de los individuos en el subconjunto de decisiones que
podemos entender como econOmicas. Este es el gran problema de la
econometria, donde el conjunto de las variable exdégenas que intentan recoger
precisamente las causas se estorban entre si y dan lugar a malos estimadores,
con intervalos de confianza demasiado amplios y sin que podamos valorar con
seguridad el peso de cada variable en el efecto. Y el problema es que si no
conseguimos meter esa cuchara de encadenamientos légicos a partir de la
realidad —o sus epifendmenos- corremos el serio peligro de equivocarnos en
las conclusiones o de llegar solo a la trivial conclusién (como ocurre en la teoria
del equilibrio general) de que todo depende de todo. Sraffa, que era un genio,
es para lo bueno y lo malo, un ejemplo, y ello no impidié que diera a la luz uno
de los dos o tres textos mas importantes de la historia del analisis econémico.

Pensemos ahora lo que significa una ecuacion y veamos las posibilidades que
no da como descripcién de una realidad y de supuestos de comportamiento.
Una ecuacion -y si se quiere, una funcion— lo que recoge es un conjunto de
entes abstractos que llamamos variables, cuyos valores pueden tomar toda una
infinidad de valores —salvo que los acotemos ad hoc—, pero con una excepcion:
gue debemos rebajar esa infinidad en un grado que viene dado por el signo de
la igualdad. Por ello, lo que determina la importancia de la ecuacion no son los
infinitos valores que pueden recoger las finitas variables, sino los conceptos
que encierran o quieren representar de la realidad esas variables. Si tomamos
una ecuacion o funcion que pretenda ser representativa de la realidad, deberia
tomarse una ingente cantidad de variables en el ambito de las supuestas
ciencias sociales para representar esa realidad. Esta es la primera dificultad; la
segunda es que se debe arriesgar la forma funcional de estas relaciones entre
variables. En un sistema de ecuaciones ambas cosas se trastocan. Por un lado
podemos poner sobre la mesa una cantidad casi ilimitada de valores de esas
variables, lo cual afiade una riqgueza de pixeles descriptivos de esa realidad
para formar esa fotografia borrosa nada comparable con lo que se puede hacer
con el calculo diferencial. Lo que se pierde es que, para poder trabajar con esa
inmensidad de datos, estas relaciones son normalmente lineales. Estas dos
ultimas caracteristicas es lo que recoge el algebra matricial (o0, por ejemplo, el
calculo tensorial en la matematica utilizada por la teoria de la relatividad). En
las supuestas ciencias sociales deberia renunciarse a las funciones unicas de
algunas variables (tampoco pueden ser muchas), porque parece impensable
gue los comportamientos sociales puedan embutirse en una sola ecuacion, por
atinados que estemos eligiendo sus variables y sus relaciones funcionales. De
ahi los fracasos prospectivos de la funciones de produccién, (la Cobb-Douglas,
por ejemplo) o de los modelos de crecimiento, tanto de la produccién como los
demograficos. No tengo duda de que ese retrato borroso de la realidad que
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puede ser el instrumento del algebra matricial es mucho mas rico y adecuado
para tratar de describir someramente la realidad. Y sin embargo, la dificultad de
acertar con las variables de representacién son las mismas en ambos tipos de
matematicas, tanto en la del calculo diferencial basado en la continuidad de las
variables como con las matrices y su discontinuidad. No en vano uno de los
grandes avances para el estudio, planificacion y prospeccion de la economia
son las tablas Input-Output de Leontief o la programacion lineal aplicada en la
economia soviética por Kantarovitch, y en otros aspectos por Koopmans y
Dantzig.

Creo que se podria distinguir dos corrientes en el uso de las matematicas por
parte de los economistas. Una primera —primera ademas en el tiempo- es la
aportada por Quesnay y los fisidcratas, seguida mucho mas tarde por Marx,
Walras, Leontief. En esta se parte del principio hegeliano de que la verdad es el
todo (o en el todo esta la verdad) y sus construcciones son omnicomprensivas
porque intentan abarcar toda la realidad y explicarla. O al menos una fotografia
borrosa de la realidad, pero de toda. La otra manera de utilizarla es como lo
hacen o puede hacerse a partir de los textos de Ricardo y/o Marshall, donde las
matematicas son un instrumento para explicar ciertos fendmenos entendidos
como economicos y evitar el yerro légico. La diferencia con lo anterior es
notable, porque aqui falla el principio de universalidad y se rehlye a explicar
toda la realidad. La cosa se concentra, bien en el comercio (costes
comparativos), en la renta de la tierra, en los mercados y/o en las empresas
(Marshall, caeteris paribus). Por este camino se llega a la caja de herramientas
de Joan Robinson, que es como negar la posibilidad de la ciencia en materia
de lo que suele entenderse por Economia (incluso con la reduccionista
definicién de Lionel Robbins?). La teoria dominante de la economia o, mejor
dicho, tanto el objeto de estudio en las cosas entendidas por econémicas como
el uso del instrumental ha seguido el legado de Marshall, con la excepcion del
andlisis de Leontief y de Walras (anterior a Marshall). ¢Y donde queda ubicada
la matematica de Sraffa? Pues aqui viene una de sus genialidades, porque
Sraffa estd en ambas. El italiano parte también de toda la realidad -al igual que
Walras- en su capitulo | de Produccion de ...; luego amplia al estudio de toda la
realidad con excedente, a la produccion conjunta, al capital fijo, al trabajo
fechado, y asi sigue hasta su ultimo capitulo con los productos que se auto-
reproducen (apéndice B de Produccion de...). Pero Sraffa, influido quiza por la
l6gica de Ricardo, pero considerando que la prueba de la bondad de una teoria
es cuando se explica el todo (a diferencia de Marshall y su analisis parcial),
busca y encuentra un camino intermedio: parte de los datos de la realidad —de
toda, aunque realidad borrosa- representada por nxn medios, n productos, n
inputs de trabajo, una tasa de salario y una tasa de ganancia para encontrar
una de las grandes abstracciones de la historia del andlisis econdGmico como es
la mercancia-patron. Con ello también y como subproducto la razén-patron.
Este es uno de los grandes atractivos de Produccién de ...: la manera original
de proceder de Sraffa en el uso de las matematicas. No es que Sraffa tuviera
tal proposito, pero es el resultado en su obra. El puso todo su empefio en
sustituir la l6gica matematica de su modelo por las explicaciones econémicas

? La economia es la ciencia que analiza el comportamiento humano como una relacién entre
fines dados y medios escasos que tienen usos alternativos.
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para evitar, creo yo, reducir su teoria y su preludio a la teoria econémica de la
época a un mero modelo mateméatico a lo Von Neumann, por ejemplo, 0 a un
modelo alternativo de equilibrio general analogo al de Walras, con otro
instrumental matematico, pero sin mas pena que gloria. Es verdad que al final
Sraffa no ha pasado a los manuales, pero por otros motivos, no por falta de
meéritos intelectuales.

Sraffa ya explicaba en sus articulos de 1925 y 1926 —especialmente el que
atafie a los rendimientos en régimen de competencia— como para determinar
los precios “tenemos que abordar la vieja y ya casi anticuada teoria que hace
depender el valor unicamente del costo de produccion”. Y mas tarde ya
expresa reiteradamente en Produccidén de... la importancia que tiene en la
formacion de los precios, no lo que entendemos por coste de produccion
directo —concepto ausente en el libro-, sino las distintas proporciones entre
trabajo y medios de produccion y la composicion y variedad de estos medios de
produccion; y no sélo de la empresa, industria o sector que produce el bien o
servicio (mercancia en Sraffa), sino la importancia de esas proporciones de las
empresas, industrias, sectores que indirectamente actian como proveedoras
de las primeras, y asi sucesivamente. La economia neoclasica, perdido el
horizonte de los fisiécratas, pierde a su vez estas nociones. Al menos hasta
Walras, que intenta una teoria del todo con la intencion buscar un ansiado
equilibrio que nos lleve al mejor de los mundos posibles, utilizando métodos de
optimizacion que intentan dibujar supuestos comportamientos
socioecondmicos. El instrumento de Walras sera el célculo diferencial, que para
eso era ingeniero. Pero es Alfred Marshall el que con sus Principios de
Economia lleva el analisis econdmico sélo —o practicamente— a la empresa, al
mercado, al equilibrio parcial y con la clausula caeteris paribus como
instrumento, y la economia deja de estudiarse como un todo, tal como
vislumbré Sraffa en la segunda década del siglo XX y como concluyd Joan
Robinson —quiz4 sin darse cuenta— con la caja de herramientas. Sraffa, lo
mismo que Von Neumann primero y Leontief después, vuelven a retomar la
economia como un todo y, tanto el ruso como el italiano, no consideran
necesario expresar aqueélla como un proceso continuo. Ambas cosas -
discontinuidad y estudio de la totalidad— abocaban al instrumento necesario
para abordar sus creaciones intelectuales: el algebra matricial. No es la primera
vez que un mismo objeto se abordaba con instrumentos formales tan
diferentes. Quiza el caso mas relevante sea en la historia de la Ciencia el de la
mecéanica cuantica, con Schrodinger y Heisenberg llegando a los mismos
resultados a partir, el primero con la ecuacion de onda describiendo lo que
pasa en el micromundo, el segundo presentando los efectos de esa mecanica
mediante matrices, pero renunciado a cualquier relato descriptivo de lo que
pasa en el atomo.

Antes de entrar en el uso que hace Sraffa de las matematicas y los problemas
que abordd con ellas y —sobre todo- sin ellas, se puede decir algo de su
peculiar utilizacion. Por supuesto que es el algebra el instrumental casi Unico,
quiza con dos posibles excepciones: la optimizacién que lleva a cabo en el
capitulo correspondiente a la reduccion del capital a trabajo fechado para
calcular la fecha (el tiempo) que da el maximo beneficio y en el capitulo del
capital fijo que emplea las matematicas financieras para calcular la
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amortizacién (anualizacion) correspondiente a las mercancias pluarianuales. Lo
llamativo de Sraffa es que vista su obra en su complejidad parece imposible
que pudiera llegar a las conclusiones que llega en los diferentes capitulos sin
emplear el famoso teorema de Perron-Frobenius en ningln momento a pesar
de que lo conocia® —sabemos que lo conocia por los esfuerzos de sus amigos
matematicos Besicovitch y Ramsey para tal fin—. Pareceria, en principio, que
habria dos caminos para abordar la parte matematica presente en Produccion
de —sea explicita o implicita-: una, utilizar siempre que sea necesario el
teorema y subsanar con ello las insuficiencias y/o deficiencias del texto de
Sraffa; dos, completar, como lo han hecho economistas posteriores como
Schefold, Kurz, Lippi, Salvadori, las pruebas sin el teorema mediante
algoritmos que lleven a tal fin. Al proceder asi podemos decir dos cosas: la
primera que, al no emplear el teorema, Sraffa s6lo nos puede dar o bien las
condiciones necesarias, o bien las suficientes, y a veces ninguna de las; la
segunda, que todas las pruebas e inventos algoritmicos que llevan a las
condiciones suficientes son, en el fondo, una version particular del teorema de
Perron-frobenius, por mas alejadas que parezcan aquéllas de éste. Y no puede
ser de otra forma porque el teorema es la versién para funciones discretas de
los teoremas del punto fijo de Brower y de Kakutani que nos dan precisamente
una solucion final de equilibrio. Consciente de ello —esa es mi impresion— Sraffa
suele completar la parte suficiente de las pruebas suponiendo comportamientos
econémicos que evitarian soluciones absurdas por parte de los agentes
econdmicos (precios negativos o infinitos, por ejemplo). Un capitulo donde se
puede comprobar y discutir lo anterior es el mencionado sobre la reduccion del
capital a trabajo fechado, donde los precios dependen de la suma capitalizada
de las matrices de requerimientos que recogen los efectos directos e indirectos
del trabajo en la formacion aquellos. La discusion gira —como veremos— sobre
la convergencia o no de la serie (progresion geométrica), convergencia que
depende de la productividad que recoge la matriz de requerimientos y la tasa
de ganancia empleada. La ventaja de emplear algoritmos es que pueden
ambos razonamientos, el matematico y el econdmico, ir en paralelo, pari passu,
y permitir una mejor visualizacion del aspecto econémico, frente a la aplicacién
del teorema, que no lo permite. Asi, por ejemplo, cuando Sraffa emplea el
“minimo valor posible de R™ (de la razén-patrén) es facil comprender que todos
los precios sean positivos, puesto que la tasa de ganancia exigida es la que
corresponde al excedente menor de todos los existentes (uno por mercancia).
De esta manera tenemos una razon suficiente, pero en este caso no es
simultdneamente condicién necesaria, porque esta viene dada por el teorema
de Perron-Frobenius. Ademas, se puede demostrar (véase aqui el apéndice
sobre las tres tasas maximas de ganancia) que, en general, la tasa maxima de
ganancia, la razén-patron y esta tasa correspondiente al menor de los
excedentes no tienen por qué coincidir. En cualquier caso, estas insuficiencias
o deficiencias no empefian para nada la genial obra del turinés, que ha puesto
los pilares de una nueva teoria econdmica, una alternativa al marginalismo y
sus colaterales y derivados (teoria del capital, equilibrio general competitivo,
Optimos paretianos, etc.). Para completar y subsanar sus deficiencias hay
economistas y economistas-matematicos con talento suficiente como los

® Sabemos que lo conocia por los esfuerzos de su amigo matematico Besicovitch para tal fin.
* Pag. 79 de PMPM.
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mencionados y otros como Pasinetti, Garegnani, Schefold, Steedman, Afriat,
etc.

A pesar de todas las deficiencias anunciadas, la ventaja del proceder de Sraffa
es que inaugura una nueva forma de abordar la economia y un nuevo uso del
instrumental matematico. Con Adam Smith, por ejemplo, los precios vienen
determinados por las sumas de las rentas de los factores (salarios, ganancias,
rentas) que se determinan autbnomamente; con Ricardo se determinan primero
los salarios, las rentas de la tierra y el precio final, siendo las ganancias la
variable dependiente a determinar que se obtiene por diferencia; en el
marginalismo dependen las rentas del valor des supuestas productividades
marginales y los precios de los supuestos costes marginales; en el marxismo
de su teoria del valor-trabajo, de la diferenciacion entre el valor del trabajo y el
valor de la fuerza del trabajo para pasar al problema de la transformacién y
llegar a los precios; en Sraffa, a diferencia de lo anterior donde todas las
variables monetarias (al menos) estan determinadas de una u otra manera, la
relacion entre salarios y ganancias queda indeterminada. Una misma ecuacion
como la de la reproduccién simple con salarios post-factum PY=wL+(1+r)PX
(donde P es un vector de precios, Y una matriz diagonal de productos finales,
w la tasa de salarios, L un vector de inputs de trabajo, r la tasa de ganancia y X
la matriz cuadrada de medios de produccidn) sirve para caracterizar jrealidades
diferentes!, diferentes relaciones entre salarios y ganancias. Nada nos dice de
como se forman los salarios y las ganancias, pero nos sefala la dependencia
de ambas rentas y acotan su suma, que es el excedente. El sistema en libertad
acotada de Sraffa va a permitir estudiar el capital como trabajo fechado y/o
agregado como periodo medio de produccioén (capital fijo), las mercancias que
se auto-reproducen, la demanda efectiva de Keynes sobre una base solida
esrafiana, la teoria de la reproduccion y acumulacion de Marx, lanzar una teoria
del comercio internacional distinta a la de Ricardo, exponer una teoria del
equilibrio distinta a la walrasiana y posteriores (Debreu, Arrow), una teoria de la
negociacion de los salarios a partir de la funcion frontera salario-ganancia, un
esbozo de una teoria de la inflacion no monetaria a partir de los efectos sobre
los precios de una aumento de las tasas de ganancias cercanas a la tasa
maxima, etc. Son soélo algunos ejemplos que economistas posteriores han
desarrollado y que yo mismo lo he hecho en Descifrando a Sraffa de forma
entre audaz y temeraria, pero intentando ser original. En Sraffa, a diferencia de
los modelos marginalistas 0 marxistas, la matematica es un instrumento que
por si sélo no nos devela la realidad, no nos la explica suficientemente, pero
es, cambio, un camaledn que se adapta al medio; su funcidon es servir de
basamento para nuevos modelos explicativos desarrollados de forma integrada
con el/los modelos esrafianos. Es verdad que esto no estaba en la intencion de
Sraffa ni en la de los esrafianos (si es que quedan), pero esta es una
posibilidad abierta y creo que extraordinariamente fructifera. No por ello se cae
en una especie de relativismo, donde Sraffa sirviera para dotar de base soélida a
cualquier teoria y/o escuela econdmica. Sraffa es, por ejemplo, incompatible
con el marginalismo en general y, mas en concreto, con la teoria del capital
neoclasica. Teoria que se sigue explicando a pesar de su incoherencia y de su
nula capacidad explicativa, pero este es otro tema. Con Sraffa —y apuesto que
con Marx también— surge una vision del analisis economico donde hay que
operar desde diferentes niveles de abstraccion, donde se puede construir
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modelos de un nivel de abstraccion elevado para y concretando otros modelos
que, sin dejar de serlo, se acerquen y reflejan mejor la realidad. Marx diria,
siguiendo a Hegel, elevarse de los abstracto a lo concreto. La ventaja de Sraffa
es que nos da el basamento de todo ello porque parte de tres hipétesis y/o
principios que parecen inexcusables: el grado de libertad entre salarios y
ganancias, la formacién de los precios a partir de un margen sobre los costes y
el capital como trabajo fechado. A partir de esto pueden venir Keynes, Kalecki,
Marx y hasta Ricardo en retrospeccién. A partir de Sraffa y su vision del
excedente se puede reconstruir la teoria del excedente y, desde la teoria del
excedente, abordar los problemas y algunas (de forma selectiva) de las teorias
explicativas desarrolladas hasta nuestros dias.

Sin mas dilacion vamos a ver ahora algunos aspectos del uso de esas
matematicas segun la l6gica expositiva de Produccion de mercancias por
medio de mercancias y no segun el orden de sus descubrimientos, porque
sabemos que ambos no fueron en paralelo, cosa que normalmente ocurre y de
lo que ya advirtié Kuhn al distinguir entre la l6gica del descubrimiento y la l6gica
de la exposicion en la historia de la ciencia, entre la filogénesis y la ontogénesis
de la logica cientifica. Dicho de otra forma, vamos a ver la ontogénesis del uso
expositivo del instrumento l6gico y no la filogénesis de su invencién. Para este
fin han aparecido otros textos®. No obstante y como siempre ocurre, no hay
mejor forma de escudrifiar la ontogénesis que pasear intelectualmente por la
filogénesis, ver los avances y retrocesos del autor, sus dudas, sus consultas a
—en este caso- sus amigos matematicos y cOmo antepuso siempre su intuicion
y el criterio economico a la mera y fria precision matematica. Sraffa antepuso
siempre el caballo de la l6gica econdmica al carro de la légica formal y por eso,
a pesar de algunos errores, llegé tan lejos.

A) En el primer capitulo del libro —produccion de subsistencia- ya varias veces
mencionado (en adelante PMPM), Sraffa parte de un modelo de dos sectores
gue produce cada uno dos mercancias a partir de las mismas dos mercancias,
hierro y trigo. En su modelo todo el trigo producido se utiliza como medio de
produccion para si mismo —para su propio sector- y para el otro sector, que es
el hierro, y que hace lo propio con su producto. Mas simplicidad no puede
darse en un modelo que, a pesar de ello, abarca toda la realidad y en un ciclo
completo: lo que se produce en un periodo se consume en el siguiente para
producir lo mismo. Las matematicas adecuadas al efecto es el &lgebra
matricial. La razon de ello es que este instrumento cumple tres requisitos que le
son exigido al modelo de Sraffa: 1) que la realidad es el todo; 2) que lo
significativo del modelo es su discontinuidad, el empleo de cantidades

® Besicovitch, Sraffa and the existence de la Standard commodity, N. Salvadori, 2010.

http://host.uniroma3.it/eventi/sraffaconference2010/abstracts/pp_salvadori.pdf

Sraffa on Bortkiewicz. Reconstructing the Classical Theory ov Value and Distribution, 2006.
https://docs.google.com/viewer?a=vé&pid=sites&srcid=2GVmYXVsdGRvbWFpbnxiaWJsaW90Z
WNhZ2x8Z3g6MzNkZjM3MzFIZTBmZDdmNg

Sraffa and the mathematicians: Frank Ramsey and Alister Watson, Kurz y Salvadori.

On the collaboratin between Sraffa and Besicovitcht: The proof of gradiente, Kurz y Salvadori,
en la obra colectiva Sraffa: on an alternative economics, 2008, edit Palgrave MacMillan.

Sraffa 1926 and Sraffa 1960: an attempt to bridge the gap, Sergio Nisticé, idem anterior.
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discretas; 3) que el algebra matricial permite permite la resolucion simultanea
de variables muy adecuado a los modelos que intentan reflejar una realidad
donde, o no existen las relaciones causa y efecto, o donde sélo estan claras las
relaciones pero sin asimetria causal. Se comienzan con lo que hay en periodo
y se acaba el mismo utilizando lo producido como medio en el siguiente ciclo.
No es necesario establecer una funcidon concreta de produccion (teoria del
capital). Ello le lleva a dejar en el lector que suponga rendimientos constantes o
no. Sraffa dice que no lo supone. Con ello acaba la discusion, porque dos no
discuten si uno no quiere. Keynes le llevaria la contraria. Sraffa tiene razén,
pero sélo hasta el capitulo de reduccion del capital a trabajo fechado; después
la tiene Keynes. En el mismo capitulo Sraffa hace un esfuerzo y lleva la
economia a... tres sectores; mas tarde a n sectores. Supone ademas que el
trabajo y su remuneracion entra en pie de igualdad que el trigo, el hierro. En
esta generalizacion, Sraffa trabaja con una matriz X de nxn medios de
produccion y una matriz Y diagonal nxn pero sélo —al ser diagonal- de n
productos finales. Aqui no hay funciones continuas como en Walras, ni en la
produccion, ni en la demanda. Tampoco hay procesos de optimizacion. Sraffa
ha elegido el camino de su construccion econdmica: a) partir de toda la
realidad, b) obviar cualquier funcidon continua que relacione medios con
productos, c) reducir el capital a trabajo fechado, d) considerar que los precios
se forman con un margen sobre el valor de los medios de produccién, pero
excluidos los gastos salariales (salarios post-factum, ricardianos). Y en cuanto
a las matematicas, pues no hay otra: el algebra matricial y con la ayuda de los
matematicos que aparecen en su prefacio en nota de agradecimiento: A. S.
Besicovitch, Frank Ramsey y Alister Watson. Hasta entonces no habia
empleado las matematicas, pero conocia las financieras por haber trabajado en
el Banco de lItalia y preparado su trabajo The Bank Crisis in Italy. A Keynes le
impresiono y se lo llevd a Cambridge. Ahora se enfrentar4d a problemas de
analisis econOmicos para los que su intuicion y genio estaban preparados, pero
no asi su formacion matematica. En este mismo capitulo Sraffa pone los
precios y construye ya el modelo de subsistencia:

Yu X, A X,
(al) [, A plx| O =[p, A pJxl MO M
Yon Xt A Xon

Y ahora se enfrenta con el mismo problema que Walras: con el recuento de
ecuaciones e incognitas. En principio parece que hay n ecuaciones y n
incégnitas, pero eso es soélo la apariencia, porque sélo hay n-1 ecuaciones
linealmente independientes dado que en un estado de auto-reemplazamiento
“cualquiera de las ecuaciones puede inferirse de las deméas™ debido a que
tenemos la ecuacién global PYI=PXI; y también tenemos n-1 precios, puesto
gue uno de ellos —en este sistema de produccién simple puede ser cualquiera—
se puede tomar como numerario, que es lo mismo que decir que las n
ecuaciones de (al) se dividen por un precio. Ademas, al ser un sistema de
auto-reemplazamiento, ocurre que para todas las mercancias, la suma de los
medios de produccién empleados de cada mercancia es exactamente igual al

® pag. 19 de PMPM.
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producto final de esa mercancia, es decir, que se cumple que Y=XI. El
resultado es que hay un solo vector de precios que cumple (al), aunque Sraffa
no demuestre que sea necesaria y estrictamente positivo y Gnico’.

B) En el capitulo Il de su obra aborda Sraffa lo que el llama siguiendo a los
clasicos produccion con excedente. Aqui se produce mas en cada sector (0
proceso) de lo que necesita el conjunto de los sectores como medios de
produccion. Dicho de otra forma Y>XI, siendo | el vector vertical de unos nx1, X
la matriz nxn de medios de produccion donde cada elemento X; representa la
cantidad del medio i procedente del sector j; Y, por su parte, es la matriz
diagonal nxn, donde cada elemento de la diagonal y; (el resto son cero) es el
productos final del bien (o servicio) i producido en el sector i. Dicho de otra
forma, el ahora vector Y de productos finales da para reemplazar en el
siguiente ciclo a todos los medios de produccion Xl. Sraffa no pone fechas en
las variables fisicas, pero podria hacerlo. Otra cosa son las fechas en los
precios, porque sin éllas ello supone que, ademas de poder facilitar el
reemplazo con excedente, es que estamos en una situacién de equilibrio. Son
dos cosas distintas, aunque Sraffa no lo resalta. El excedente se reparte entre
salario y ganancias, pero de forma asimétrica, no como lo hace la teoria del
capital vulgarizada (no la de Wicksell y Knight), donde la retribucién de los
factores es simétrica y da lugar a la formulacion:

(b1) Q:@xT +%XK

oT

siendo Q el producto final, T el trabajo y K “el capital” neoclasico. En la
formulacion de Sraffa es:

(b2) PY =wL + (1+ r) PX

donde w es la tasa de salarios y r es la tasa de ganancia. Antes de llegar a (b2)
habia planteado Sraffa un sistema como:

(b3) PY = (1+ I’) PX

donde los salarios no aparecen explicitos® porque entran en el sistema “en pie
de igualdad con el petréleo para las maquinas o los alimentos para el ganado™.
Sraffa recuenta ahora y le sale n ecuaciones en (b2) y n+2 variables: los n
precios, mas w mas r. Dos grados de libertad: un exceso. Entonces afade

Sraffa la ecuacion:

" Para ello es necesario el concurso de un teorema de Markov que dice que si la matriz A (que
en este caso es A=XY™) es irreducible, en efecto el vector de precios de P=PA es Gnico y
estrictamente positivo. Véase el articulo de S.N Afriat Sraffa’s Prices, dentro del libro colectivto
Sraffa on an Alternative Economic, 2008, edit. Palgrave MacMillan.

® pag. 22 de PMPM.
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(b4) PYl -PXIl =1

que empleara como numerario. Aunque Sraffa no lo aclara, tomar en un
sistema de ecuaciones un numerario consiste en dividir todas las ecuaciones
(no todas las variables) por lo que se toma como numerario. En el caso de (b2)
qguedaria:

P w

= xL+ (1+T)
PYPXI PYI-PXI

T uX
(bS) PYL-PX|

Ahora habria que llamar a estos precios relativos y salario relativo de otra
manera, pero no lo hacemos siguiendo a Sraffa y el uso habitual. A la postre se
trata simplemente de un problema de nomenclatura —de grafia- que es valido
siempre que no se olvide el cambio efectuado a las variables monetarias por
(b4) en (b2).

Ahora hay n+1 ecuaciones entre (b2) y (b4) y las n+2 variables (n precios, mas
una tasa de salario w, mas una tasa de ganancia g. El resultado es un grado
de libertad, justo lo que Sraffa buscaba para dejar fuera del sistema econémico
el reparto entre salarios y ganancias, de tal manera que el sistema determine
s6lo el monto del excedente. Ya nos olvidamos —se olvida Sraffa- de tomar un
precio como numerario. NO hay inconveniente, pero siempre que se sea
consciente del cambio respecto al capitulo de la produccién de subsistencia,
donde uno de los precios si se tomaba como numerario. También hace Sraffa
que LI=1, pero esta expresion, a diferencia del numerario (b4), no incluye una
variable monetaria y lo consideramos como un dato del sistema al igual que los
productos finales Y y los medios X. Sraffa tampoco la considera, porque de
hacerlo tendriamos n+2 ecuaciones y las n+2 incégnitas mencionadas y se
perderia el grado de libertad. En cambio si habra que tenerla en cuenta cuando
lleguemos a la mercancia-patrén y la razon-patrén, porque habra una incoégnita
mas.

C) Entramos ahora en el misterio de la mercancia-patrén y la razén-patron. Lo
de misterio lo es por varios motivos que se veran. Desde el punto de vista de la
economia y su logica, la mercancia-patrén es una respuesta al problema que
no solucioné Ricardo como es el de encontrar una “mercancia” cuya utilizacion
como numerario no afectara ni a los precios relativos ni a la distribucién de la
renta. En realidad son dos problemas diferentes, aunque relacionados. Ricardo
centrd el problema en el primero y Sraffa en el segundo. Razona el italiano el
por qué no puede ser una sola mercancia la que le corresponda ese honor; nos
dice que, en cambio, que si lo podria ser un conjunto de mercancias que
cumpliera un requisito: que “las diferentes mercancias estén representadas
entre sus medios de produccidn totales en las mismas proporciones en que lo
estan entre sus productos™®. En cuanto a que esa mercancia-patrén pudiera
(hay que decir que deberia) cambiar su dimension en relacion a los datos de la
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realidad Sraffa no lo explica. Y no lo hace porque ahora con el sélo
razonamiento econémico no lo puede explicar. En efecto, el intento de sustituir
toda la l6gica mateméatica de su modelo tiene sus limites y no todo se puede
convertir en logica economica. Ese factor de reduccion tiene un motivo: se
llama autovalor y Perron-Frobenius. Lo asombroso de esta parte del libro y
buena parte de él es que Sraffa construye su modelo econémico sin muchos
errores sin mencionar y —aparentemente— sin emplear una sola vez el teorema,
el cual es imprescindible para entender y demostrar la existencia de: 1) la
mercancia-patron, 2) la razon-patrén, 3) los multiplicadores todos positivos de
la mercancia-patrén, 4) un vector de precios estrictamente positivo en la
produccion simple; 5) la coincidencia entre esta razon-patrén y la tasa maxima
de ganancia. La habilidad de Sraffa para explicar la l6gica econ6mica de todo
esto sin recurrir al teorema es extraordinaria y es lo que le da a Produccion
de... todo su encanto y la consideracion de alternativa a los fundamentos del
analisis econdémico, y no un mero modelo matematico con variables
econdmicas. Y a pesar de lo anterior, Sraffa, tal como sefiala Marco Lippi'', los
resultados obtenidos son correctos. Se podria afirmar que, en general, sin
Perron-Frobenius no se pueden obtener las condiciones suficientes alli donde
€S necesario su concurso, pero que en cambio Sraffa pone con acierto las
condiciones necesarias. Hay, no obstante, dos puntos concretos donde Sraffa
se pasa de frenada, porque se equivoca al menos en dos puntos importantes:
1) sin teorema no hay seguridad de un vector de precios positivos de equilibrio,
2) y sin teorema no hay seguridad de que la tasa de ganancia coincida con la
razén-patrén. De lo primero fue consciente Sraffa; de lo segundo no estoy
seguro. La mercancia patrén es el conjunto de valores'? Y¢=YQ, Xg=XQ y
Le=LQ=1, donde Yg es la matriz diagonal de los elementos de la mercancia-
patron, Xg es la matriz de nxn elementos de la mercancia de patron de medios
de produccién y Lg es el vector de inputs de trabajo cuyos elementos son los
correspondientes a la mercancia-patron. Claro que el problema es encontrar
esos multiplicadores Q todos positivos que nos den los resultados anteriores.
La solucién viene por el sistema de ecuaciones:

(cl) u qul — X11q1+ X12q2+ A + Xlnqn

u ynqn — Xn1q1+ anq2+ A SR Xnn qn
iquj:l

El factor u es el la reduccion —o no- de las dimensiones del sistema. En Sraffa
aparece como gratuito y no tiene l6gica econémica, pero si que la tiene desde
el punto de vista matematico... para asegurar un vector de precios positivo P

1 «“Formal proofs were insufficient by results obtained by process were correct”, Some
observations on Sraffa and matematical proofs with an appendix on Sraffa’s convergence
algorhitm, en Sraffa or an Alternative Economics, 2008, pag. 247, edit Palgrave MacMillan. Se
refiere el autor a la prueba de la convergencia del capitulo sobre el trabajo fechado, pero el
Pzroblema de la insuficiencia puede ser generalizado.
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en (b2) y un conjunto de multiplicadores q; en (cl1) también positivos. La razon
de ello es que ambas propiedades se derivan de la aplicaciéon del teorema de
Perron-Frobenius™®. Aqui es donde Sraffa, no es que ponga el carro de las
mateméaticas detras de los caballos de la economia, es que deja el carro
desenganchado. El sistema (c1) se sintetiza de la forma:

(c2) uYQ=xQ

(c3) LQ=1

Por otro lado, si en (b2) hacemos cero los salarios sale:
(4 PY = (1+ R)PX

Y si pos-multiplicamos (c4) por la inversa de Y se obtiene:
(c5) P= (1+ R) PA

siendo A=XY™. Y la (c5) cumple todos los requisitos para que se pueda aplicar
el teorema de Perron-Frobenius: A es cuadrada por definicion, no reducible por
construccion y no negativa porque todos los elementos de X son positivos (no
tiene sentido econdmico medios de produccion negativos) y porque también
todos los elementos de la diagonal principal de Y son positivos porque son el
resultado de la inversa de Y (que son los inversos de los elementos de la matriz
original Y). Cumplidos todos estos requisitos, el teorema -entre otras cosas-
nos asegura un vector de precios estrictamente positivo P y un autovalor
positivo u (el mayor de todos los valores absolutos del resto de los autovalores)
que es igual a u=1/(1+R). Igualmente asegura el teorema en (c2) un conjunto
de multiplicadores estrictamente positivos si pre-multiplicamos la ecuacién por
el inverso de Y y por las mismas razones anteriores. Con ello obtendriamos el
autovalor u, y con ello obtenemos que lo que era hasta entonces sélo la tasa
maxima de ganancia R se convierta en la razon-patron mediante R=(1-u)/u.
Este hecho tiene ademas importancia en el recuento de variables, porque si R
fuera solo la tasa maxima de ganancia tendriamos una variable mas; en
cambio, al ser ademas la razon-patron obtenido a partir del autovalor, producto
a su vez de las propiedades de X y de Y (X positiva estrictamente, Y positiva
también estrictamente y sélo diagonal), no hay una nueva variable, sino una
constante que solo cambiara si cambian Y y/o X.

Sraffa no cuenta nada de esto. Ello es posible porque identifica la tasa maxima
de ganancia que surge de hacer cero los salarios en (b2) con el calculo de la
razén-patrén en (cl). De ello fue advertido por Besicovitch pero parece que
Sraffa hizo caso omiso, al menos en el momento expositivo de su trabajo. El
problema ya se ha sefialado: que con meros razonamientos econémicos no se
puede asegurar un vector de precios positivos en (c4).

3 puede verse el teorema en Pasinetti, Lecciones de teoria de la produccién, edit. FCE, 1983
(Lezioni di teoria delle Produzione, 1981).
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Del conjunto de las ecuaciones siguientes:

(b2) PY =wL + (1+ r) PX
(c4) PY =(1+R)PX

(b4) PYl - PXI =1

(c6) LI =1

se obtiene la ecuacion que relaciona la razén-patrén, la tasa de salarios y la
tasa de ganancia:

() r=>1-w)R

iy el suefio de Ricardo se ve cumplido, porgue salarios y ganancias se
relacionan sin intervenir los precios!

Y al final sale el recuento: tenemos n+2 ecuaciones linealmente independientes
(las n ecuaciones de PY=(1+R)PX no lo son) y n+4 incognitas (n precios mas
una tasa de salarios mas una tasa de ganancia mas la tasa maxima de
ganancia R). Si contemplamos lo anterior vemos que hay una ecuacion y 3
incoégnitas (r,w,R), por lo que aparentemente habria 2 grados de libertad. Sin
embargo eso es solo la apariencia, porque la tasa maxima de ganancia R es
ademas, en este modelo de produccion, la razén-patrén R. Esta no es una
variable monetaria al no ser sélo esta tasa maxima de ganancia, sino que al
obtenerse de una propiedad de la matriz de requerimientos A=XY™ a partir del
teorema de Perron-Frobenius, se convierte en una variable que depende sélo
de las variables fisicas del sistema que ya hemos visto en (cl), es decir, que
depende solo de Y, X, L, y, en este contexto, suponemos dados (constantes)
los valores de estas variables (que no lo seran en otros supuestos). Dicho de
otra forma, R no es una variable deducible del conjunto de las cuatro
ecuaciones anteriores, por lo que la ecuacion del reparto del excedente r(1-w)R
s6lo tiene dos variables. Formalmente hay que tenerla en cuenta para el
recuento de los grados de libertad, pero desde el punto de vista de la logica
econdmica del modelo, R (tasa maxima y razén-patron a la vez) es una
constante mientras no movamos las constantes fisicas mencionadas. Sraffa no
advierte de este hecho en ningin momento dado que nunca hace explicito el
teorema, aunque la l6gica econémica que emplea en algunos momentos —en
otros no— obliga a su utilizacion.

En el capitulo V del libro se enfrasca Sraffa en demostrar el caracter unico de la
mercancia-patron y de la razon-patron. Como lectura econdmica es interesante
ver los razonamientos economicos de Sraffa, pero a nosotros no nos interesa
porque ya hemos demostrado que es uUnico porque el teorema de Perron-
Frobenius ya nos asegura un unico autovalor que da un vector de precios
positivos siempre que la matriz de requerimientos A=XY™ sea estrictamente
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positiva, cuadrada y no reducible’*. Quiza lo mas interesante del capitulo sea la
nota a pie de pagina donde dice que “Para que la prueba sea completa, es
necesario mostrar que los p que representan precios de productos basicos no
puedan hacer negativos haciéndose infinitos™>. Obviamos el tema de la
diferenciacion entre productos basicos y no basicos porque ahora no tiene
importancia, pero si es de resaltar lo de los precios negativos. Con ello
reconoce Sraffa que no puede asegurar con meros razonamientos econémicos
la obtencion de un vector de precios positivos de equilibrio. Y no lo puede por lo
gue ya hemos visto reiteradamente: porque no emplea el dichoso teorema. Lo
cual demuestra lo consciente que era Sraffa de las consecuencias expositivas
de su teoria al no querer saber nada de los sefiores Perron y Frobenius.

Ya hemos visto que Sraffa comete el error de creer que en la produccion simple
la tasa de ganancia y la razén-patron coinciden. Ahora en capitulo V dice que
“como consecuencia inmediata de lo anterior, puede demostrarse que el valor
de R al que corresponden todos los precios positivos es el minimo de todos los
k posibles valores de R'®". Otro error que resulta increible. Sraffa sigue sin
hacer caso a sus amigos matematicos. Quiza la apertura de la correspondencia
que ahora se abre de Sraffa puede aclarar si es que no se fiaba de sus amigos
0 es gue no queria utilizar el teorema de Perron-Frobenius para evitar meter en
su modelo algo que no podia explicar a base de meros razonamientos
economicos. En todo caso Sraffa confunde la razdn necesaria con la suficiente.
Lo que dice es verdad que con ello asegura que todos los precios son positivos
con tal que la tasa de ganancia sea menor o igual que el menor de los
excedentes relativos. Sin embargo, el teorema pone la condicidn necesaria
para calcular una razén mayor que el menor de los excedentes relativos para
obtener un vector de precios positivos de equilibrio en la produccion simple. La
explicacion no puede ser otra que los precios de los productos finales no sélo
dependen de los precios de los medios que emplea un sector (0 proceso)
directamente, sino que dependen también de los precios de los sectores
indirectos en una marcha hacia atras en la cadena de requerimientos. La suma
de estos efectos nos da la suma de las matrices A tal como
l+(1+g)A+(1+g)*A%+(1+g)°A%+ ... +(1+g)"*A"™! que surge de la ecuacion
P=w(1+g)LY*(I-(1+g)A)™ de determinacién de los precios.

No deberia haber duda de que Sraffa consiguié con la razén-patron una
medida invariante del valor, incluso aun cuando el no empleara el teorema de
Perron-frobenius porque el error de creer que la tasa maxima de ganancia es
automaticamente igual a la razon-patrén en la produccién simple es facilmente
subsanable. Sin embargo, pasados 30 afios de la publicacién de Produccién
de... aun se pone en duda si el sistema-patron (Standard System) tiene la

% No reducible significa que no puede convertirse en una matriz triangular por mas cambios
que hagamos entre filas y columnas. Si lo fuera, tampoco seria grave, porque se podria aplicar
la versién débil del teorema, aunque ello tendria una consecuencia: ya no se podria asegurar
gue todos los precios P de equilibrio resultantes fueran positivos y podrian ser algunos cero
gEero nunca negativos).
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propiedad de la invarianza del valor en si mismo'’. Sraffa construye su
mercancia-patron porque “la necesidad de tener que expresar el precio de una
mercancia en términos de otra -que es elegida arbitrariamente como patrén-
complica el estudio de los movimientos de precios que acompafia a una
variacion de la distribucién™®. Esta es la preocupacién de Sraffa que vamos a
suponer que es la misma preocupacion que expone J. E. Woods en el texto
mencionado. Hay que distinguir en general entre sistema-patrén, mercancia-
patron y razén-patron, pero en el presente contexto vamos a suponer que
identificamos las dos primeras a los efectos conceptuales para poder avanzar
en la discusion sobre el tema. Hemos visto que la mercancia-patron es una
cesta de mercancias obtenidas a partir de los datos de la realidad, pero
sometida a las ecuaciones:

(c8) uYQ=XQ
(c9) LQ =1

donde Q es un vector columna de multiplicadores. Del conjunto de este sistema
de ecuaciones se obtiene estos multiplicadores, de tal forma que la mercancia-
patron esta formada por una cesta de mercancias tal como uYQ para los
productos finales y XQ para los medios de produccion. Sin embargo no tendria
sentido decir si la mercancia-patron es una medida invariante del valor puesto
gue eso solo lo puede ser una constante (no una variable) obtenida, en todo
caso, de esta mercancia-patrén. O si es una variable, que al menos no
dependa de las variables monetarias del sistema, es decir, de los precios,
salarios y ganancias (que solo sobre estas tiene sentido hablar de “valor’ en
términos econdmicos). Si ahora pre-multiplicamos por la inversa de Y la
ecuacion matricial (c8) obtenemos:

(c10) uQ =Y 'XQ

Ahora bien, Y*X es una matriz nxn (cuadrada) por construccién, no negativa
porque Y hemos supuesto que es una matriz diagonal y X tiene positivos todos
sus elementos puesto que no tiene sentido tener “menos i” mercancias. Por lo
tanto en (c10) se puede aplicar el teorema de Perron-frobenius, el cual nos va a
dar un conjunto de multiplicadores g todos positivos y —y esto es lo importante
ahora— un autovalor u positivo (que es el mayor de todos los autovalores en
términos absolutos posibles). Pasemos ahora a la ecuacion:

(c11) ix PY =PX

1+49,

" “The Standard Industry is a surplus industry. So, in this case, the Standard System does not
appear to posses the invariance property claimed for it by Sraffa”, The Production of
Commodities. An Introduction on Sraffa, J.E. Woods, 1990, edt. MacMillan, pag. 69.
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que ha surgido de hacer cero la tasa de salarios en la en la ecuacion
PY=wL+(1+g)PX de definicion del sistema. Si ahora pre-multiplicamos (c10)
por PY y pos-multiplicamos (c11) por Q queda:

(c12) UPY(Q) =PY(Y'XQ)

@ g xPIR=(PXQ

Y ambas ecuaciones son la misma ecuacion si hacemos que u=1/(1+gn). Pero
hemos obtenido antes el autovalor u como una medida de dependiente sélo de
los valores Y, X, L, es decir, solo de las variables fisicas del sistema, por lo que
ahora la tasa de ganancia maxima que pasa a depender solo del autovalor u al
ser gm=(1-u)/u, esta tasa maxima depende solo también de las variables fisicas
del sistema y que llamamos razén-patron R:

1-u
(c14) R=9m=T=f(Y’X’|—)

La conclusion es doble: 1) la razon-patrén, como indice o subproducto de la
mercancia-patron si es una medida invariante del valor porque sélo depende
las variables no monetarias del sistema-patron; 2) que eso sélo es posible
demostrarlo en este contexto (produccion simple) si se puede aplicar el
teorema de Perron-Frobenius, lo cual es posible porque X es una matriz
positiva y la inversa de Y lo es también, puesto que es una matriz diagonal (sus
elementos son los inversos de la matriz original)

Recientemente han aparecido varios articulos que tratan de buscar
métodos algoritmicos que permitan llegar a las conclusiones de Sraffa (precios
positivos con supuestos iniciales sobre tasa de salarios y/o excedente positivo)
a partir de una lectura literal*® de su libro. El tema tiene un enorme interés para
el desarrollo formal de la obra de Sraffa y para aclarar también el por qué
Sraffa hizo caso omiso a muchas de las soluciones o cuestiones que le
planteaban sus amigos matematicos. Quiza lo tiene menos para un futuro
desarrollo de los aspectos econémicos de la obra del italiano.

D) Nos adentramos en una de los objetivos de Sraffa: la critica de la teoria del
capital neoclasica. Para él el capital es mero trabajo fechado. Si no fuera
porque el marginalismo no dice eso pareceria un hecho tan obvio que no
merceria mas discusion. Y por increible que parezca la visién neoclasica vulgar
de considerar que “el capital” es un factor mas, que tiene vida propia y que

19 Besicovtch, Srafffa and the existence of the Standard Commodity, S. Neri, 2010, para este
capitulo V del libro de Sraffa; Some observations on Sraffa and mathematical proof with an
appendix on Sraffa’s convergence algorithm, M. Lippi, 2008, para el capitulo VI sobre la
reduccion del capital a trabajo fechado.
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merece una retribucion de la misma manera que el trabajo se ha impuesto en
los textos que estudian los cientos de miles de estudiantes de economia del
planeta. Con sus propios criterios, podriamos decir que en pocos recursos
referidos al conocimiento y su practica puede haber peor asignacion. Sraffa
escribe una ecuacion incompleta. Aqui ponemos la correcta:

@ P=wLYl [1+ A+r)A+..+ 1+ r)““lA““l]+ @+r)'P_A

(d2)

p=(R="

D LY 14 @t A+t @t ) AT+ (L 1) A

Esta ecuacion surge de reemplazar los precios en una ecuacion con los precios
desfasados en el tiempo como la que sigue:

(d3) P = WLY_1+ (l+ r) PXY_l

que surge de pos- multlpllcar por Y la ecuacion (b2) de definicion del sistema y
llamando A a XY. Sraffa omite en su formulacién el resto (1+r)P.A!, aunque
lo explica y lo jUStIflca. Hasta ahi nada que objetar. Sin embargo, a
continuacion Sraffa se olvida de la ecuacion y entra en una discusion a partir
del término enésimo de la ecuacion (d2)

(R-1)

donde se puede entender que La,=LY™A". Entiende Sraffa -con buen criterio-
que para entrar en una discusion de la relacion entre precios, tasa de salario y
tasa de ganancia a partir de la ecuacion (d2) era mejor remitirse al término
general de la ecuacion y no presentar todo élla. Lo significativo de la relacion
entre el vector de precios (o0 de un precio cualquiera) y la tasa de gananciar es
que el efecto que tiene éste sobre el primero es variable debido a que el factor
(1+r)' produce un aumento del precio ante un aumento de r, pero ocurre lo
contrario con el primer factor (R-r)/R. El resultado lo expresa Sraffa con certeza
cuando dice que “Los términos del trabajo pueden ser considerados como los
elementos constitutivos del precio de una mercancia cuya combinacion en
varias proporciones puede dar lugar, con la variacion del tipo de beneficio, a
complicados esquemas de movimientos de precios en varias alzas y bajas”2°
La I6gica econOmica es casi evidente contemplando (d1) y (d2): un aumento de
la tasa de ganancia (beneficios) tiende a aumentar los precios, pero dado que
el excedente esta limitado por las variables fisicas X e Y y estas se suponen
que no varian, parte del reparto de la tarta ha de reflejarse en el otro
componente de la misma que son los salarios. Y eso que no hay ninguna
ecuacion que refleje la demanda, porque entonces el efecto de contraposicion
seria aln mas evidente. Para empezar la dependencia de la razén-patron con

% pag. 61 de PMPM.
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la tasa de ganancia y de salarios w=(R-r)/R es debida a que toma como
numerario el producto neto, es decir, PYI-PXI=1. Ahora bien, si en lugar de ese
numerario hubiera hecho PXI=1, hubiera obtenido:

(d5) R=w+r
Y si ahora reemplazamos los salarios de (d5) en (d1) saldria:

(d6)
P =(R-r)xLY?|1+@+r)A+..+ Q1) A+ 1+1) P,A

Ahora despreciamos el residuo queda y generalizamos a n periodos:
(@7) R =(R—r)xLY|1+(1+)A+..+ @+ A7

Y seguimos, porque pos-multiplicamos (d6) por XI y tomamos como numerario
PXI=1y queda:

(d8) 1=(R-r)xLY™ [1+ A+n)A+..+1+nN" AH]XI

que es un polinomio de grado n en r, con n posibles? puntos de corte con la
recta PXI=1.

PXI

1=(R— r)xwl[1+(1+r)A+ +A+) AR X

P

\ N

\ N

P ’ \
’ \
\

’ \

I
!
!
!
1
1
/
1 \
I
!
!
!
1

/\/

r(RXI=0)=R

RXI(r—O)—RxLY I+A+ +At1XI

S —
PXI=(R-r)xLY |1+ @+ A+..+1+1) A |X]

reduccion del capital a trabajo fechado
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(@) RXI(r=0)=RxLY?|1+A+..+ A7

(d10) r(RX|=O)=R

Comentabamos el gréafico de la pag. 63 que luego repite en otro capitulo de
PMPM y en el que Sraffa coloca en el mismo eje tanto los precios P como la
tasa de salario w, lo cual resulta increible puesto que se trata de dos variables
diferentes. La conclusion a la que quiere llegar Sraffa aparece en la ultima
pagina del epigrafe 49?2 cuando dice que “si el salario se reduce en términos
de cualquier mercancia (da igual que se trate de una mercancia que
consiguientemente se elevard o descendera respecto del patrén), el tipo de
beneficio aumentard; para un aumento del salario sucedera lo contrario”. Sraffa
llega a esa conclusibn mediante razonamientos econémicos, pero se puede
acompafar del razonamiento formal que es la matematica. Traemos aqui a
colacion las ecuaciones (b2) y (c4):

(b2) PY =wL + (1+ r) PX
o PY = (L+ R)PX

en la que la (b2) es la ecuacién de definicion del sistema de produccion simple
de Sraffa y la (c4) es la que resulta de hacer cero la tasa de salarios. Sin
embargo aqui vamos a cambiar de numerario y tomamos PXI como tal, es
decir:

(d11) PXI =1
De (b2) y (c4) obtenemos:
w

P= x LX
(d12) R_r
y que pos-multiplicando por Xl y teniendo en cuenta (d12) sale:

w

1= x LI
(d13) R_r
que despejado la tasa de ganancia queda:
(d14) r=R-—-wLlI

Y en efecto en (d14) se cumple lo que dice Sraffa porque si dividimos los dos
términos de la ecuacién entre un precio cualquiera tenemos:

*2 pag. 64 de PMPM.

© EMUI Euro-Mediterranean University Institute | Universidad Complutense de Madrid | ISSN 1578-6730
Publicacion asociada a la Revista Nomads. Mediterranean Perspectives | ISSN 1889-7231



r R w <
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(d15) Pe  Pv Py lzll

donde se comprueba la afirmacién de Sraffa, porque la tasa de ganancia en
términos de cualquier precio aumenta (disminuye) si la tasa de salario en
términos del precio de esa misma mercancia disminuye (aumenta). Si Sraffa se
refiriera, no a los precios como numerario, sino a las cantidades, el resultado
seria el mismo.

El libro de Sraffa es una continua demoledora critica de la teoria del capital
neoclasica -incluso de la vision austriaca de “los periodos medios de
produccion” de la misma- y sus intentos de salvarla con los “periodos medios
de produccién”® o los de Samuelson con su “funcién subrogada™*. El gréfico
anterior -que corresponde a la ecuacion (d7) modificada- vemos que la relacién
de los precios (en PXI) no tiene una evolucion monotona creciente respecto a
los tipos de interés. En la (d7) la tasa de interés tiene diferentes valores para el
mismo nivel de precios (PXI=1, donde X es una matriz constante de medios).

reduccion del capital a trabajo fechado

% parable and Realism in Capital Theory: The surrogate Production Function, 1982.
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crucen de tal forma que P1=P>, lo cual nos da una funcion polinédmica de grado

n-1tal como LY, ‘[l =@+ NA['=LY,[I =@+ r)A]", donde pueden darse

hasta n-1 valores de r distintos de retorno de las técnicas para la misma tasa
de salarios w (razon por la cual no esta en la ecuacion).

Damos arriba el grafico correcto que Sraffa dibuja mal en la pag. 63 y que le
lleva a decir que “la linea del precio no puede cortar a la linea del salario mas
de una vez”, lo cual es un imposible l6gico y econdémico porque ambas son dos
variables distintas. El grafico expresa la relacion entre un precio cualquier
respecto a la tasa de salario y a la tasa de ganancia segun:

W L
(d16) Pi=r_—~ Z_; X

donde la variable x con sombrero es el elemento correspondiente a la inversa
X.

E) Quiza sea en el tema de la produccion conjunta donde mas se echa de
menos el baculo de las matematicas, quiza con la posible excepcion del intento
de demostracién por parte de Sraffa de la unicidad de la razén-patrén. Este tipo
de produccién —que es la correspondiente al mundo real- se caracteriza porque
una misma empresa (proceso) produce mas de una mercancia y/o una misma
mercancia puede ser producida por dos o mas empresas (procesos). Sin
embargo Sraffa intenta ir mas alla y dice que “una industria 0 proceso
productivo queda caracterizado, no ya por la mercancia que produce, sino por
las proporciones en que se utiliza y por las proporciones en que genera las
diferentes mercancias™®. En realidad, la ecuacién de Sraffa de la produccién
simple (4) nos vale, pero con la notable diferencia de que ahora la matriz Y de
productos finales no es simplemente una matriz diagonal de n elementos, sino
una matriz cuadrada de nxn, aunque no todos necesariamente positivos. La
traemos a colacion:

o) PY =wL + (1+r)PX

La diferencia ahora es que cuando despejamos los precios en (el) y
obtenemos:

©2) P=wLY?[I -(@+r)A]"

en esta matriz de requerimientos A=XY™ ya no podemos asegurar que todos
sus elementos sean positivos, porque tampoco lo podemos asegurar ahora de
la inversa de Y al ser cuadrada no diagonal. Y con ello, tampoco tenemos
asegurado un vector de precios resultante todos positivos. Ni siquiera que fuera
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como méaximo alguno nulo. Tampoco los multiplicadores de A en el calculo de
los autovalores y autovectores. Ya no tenemos la inestimable ayuda de Perron-
Frobenius. Por eso recurre Sraffa varias veces a lo largo del texto al sentido
econoémico y dice que seran los prog)ios empresarios los que desecharan las
soluciones negativas en su gestion®®, lo cual me parece un criterio acertado.
Sraffa explica todo esto con razonamientos econdémicos el capitulo VII de su
libro y posteriores, y eso que ganamos todos los que entendemos que las
matematicas es un instrumento precioso, riguroso, que evita yerros légicos,
pero solo un instrumento, al igual que el mejor de los Stradivarius no deja de
ser una caja acustica de madera si no esta en manos del artista que la toca.

La cosa se complica —creo que para bien— cuando a la produccién conjunta la
afladimos la diferenciacion entre productos basicos y no basicos, siendo estos
altimos los que nunca entran en la produccién, ni directamente ni
indirectamente. Sraffa da al menos dos definiciones de esta diferenciacion
entre bienes, pero creo que hay que quedarse con la expuesta. Si ello es asi,
ya no podemos asegurar que Y sea una matriz cuadrada porque en ella —en el
modelo restrictivo de Sraffa de produccidén conjunta- el conjunto de los precios
de productos basicos y no basicos puede ser mayor que el de sectores o
procesos, con lo que en la ecuacion (el), Y tiene mas filas que columnas, los
precios son mas que sectores o0 procesos Yy el resultado es una infinidad de
soluciones posibles de (el). La ecuacién de produccién conjunta esrafiana
deberia ser:

) PY =wL+(@1+r)P X

1xm mxn 1xn 1xm mxn

donde m es mayor que n. Una alternativa a la anterior si se quiere que la matriz
X sea cuadrada es que los precios que pre-multiplican a X sean diferentes de
los que pre-multiplican a Y:

P,Y =wL+(1+r)P, X

e4
( ) 1xm mxn 1xn 1xn XN

Una generalizacion que no esta en Sraffa y con salarios pre-factum de (e4)
seria:

PY=[LW+P X]I,+G)

eb5 y
( ) 1xm mxn 1xn nxn 1xn XN nxn

siendo W y G dos matrices cuadradas, diagonales o no, e lq el vector diagonal
de unos nxn. También pueden separarse los bienes basicos de los no basicos
mediante:

P,Yy+P X =[ LW+P_ X](l, +G)

Ixm mxn X0 xn 1xn nxn 1xn XN nxn

(€6)
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donde los productos no-basicos estan representado por Yy y por Py sus
precios, y donde seguimos manteniendo la diferencia de precios de la matriz X
de medios cuando acttan en el periodo t-1 que cuando actdan en el periodo t.
La cosa se puede aun generalizar mas, porque también podemos hacer
distintas la matriz de medios X y no solo sus precios. Todo depende a dénde
gueramos llegar, pero a sabiendas que a mas generalizacion menos capacidad
explicativa y viceversa. Este es uno de los logros del modelo de Sraffa, fuera o
consciente o no el economista italiano de ello.

Algunos criticos o0 epigonos de Sraffa —o0 simplemente estudiosos- como
Schefold han puesto en duda la necesidad de esta diferenciacion entre bienes
basicos y no basicos. Sin entrar en ello, si hay un aspecto interesante como
resultado de esta diferenciacion y es la afirmacion de Sraffa de que los bienes
basicos son determinantes en la formacion de los precios, las tasas de salario y
las tasas de ganancia, y los no basicos no. Nada que objetar a esta afirmacion,
porque el modelo matematico lo avala. Por ejemplo, si despejamos los precios
conjuntos de la matriz de bienes basicos y no-basicos queda:

Py L= @ e D (O V0

(e7)
donde los precios de los productos no basicos (que estan en Py junto con los
basicos) dependen ambos de los basicos Py. Otra cosa es la necesidad de que
m sea menor que n para que la inversa que aparece en (32) tenga solucion.

Una de las primeras consecuencias de la produccién conjunta es que nos
hemos quedado sin mercancia-patron. En efecto, una condicion necesaria de
su existencia es la de que los mismos bienes que aparecen en el lado derecho
de la ecuacion (el lado de los medios) aparezcan en el lado izquierdo.

(€8) UYQ =XQ — UQ = Y_1XQ

y el vector de precios por la izquierda:

(€9) PY=(1+R)PX = ixP:PXY‘1 — i><P=PA
1+R 1+R

donde A es la matriz de requerimientos A=XY, de la que ya hemos visto que
no podemos garantizar la positividad de todos sus elementos (version fuerte del
teorema) o, al menos, la no negatividad (versién débil), porque tampoco se
puede garantizar de la inversa de Y.

Otra consecuencia originada por no poder emplear el teorema de los sefiores
Perron y Frobenius es que ahora la tasa maxima de ganancia gm no coincide
con la razon-patrén R. Lo podemos comprobar con el siguiente sistema de
ecuaciones:
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(e10) P.Yy +PY =wL+(1+g)PX
(ell) PNYN +PY = (1+ gm)PX
(e12) PY =(1+R)PX

(e13) PYl - PXI =1
(e14) LI =1

donde la (e10) es la ecuacion de definicion del sistema de produccion conjunta;
en la (ell) aparece la tasa maxima de ganancia gm,; R es la razén-patrén
porque se ha obrado con tiento en (e10), de tal manera que la matriz de los
productos béasicos Y es diagonal y los precios P son los mismos que los que
multiplican a los medios de producciéon X. Pues bien, de las ecuaciones (ell) y
(el12) sale:

(e15) P,Y\! =(g,— R)PXI
(el5b) Z Z lelej rl (gm R) Z Z kakJ
=1 =1 j=1 k=1

Vemos en (el5) que para que el conjunto —en términos de valor— de los bienes
basicos sea positivo ha de ocurrir que gn>R, es decir, que la tasa maxima de
ganancia del sistema de producciéon conjunta de (e10) sea distinta de la razén-
patron del subsistema de (e12).

En el capitulo VII Sraffa hace todos los esfuerzos posibles para encontrar una
mercancia-patron y una razoén-patron para la produccion conjunta y cree
encontrarlo mediante calculos sucesivos de diferentes mercancias-patron y
razones-patrén de tal manera que se tome “el minimo valor posibles de R"?,
obtenidos estos —se desprende de su razonamiento- “si reconsideramos desde
el punto de vista de sistemas simples”. Un conjunto de ecuaciones que
recogieran el problema que plantea ahora Sraffa serian:

e  PnYar B X =w Ao
en &= P Xe=wlr(+e) £

La ecuacion (el6) es la de una posible —pueden implementarse otras- ecuacion
de definicién de un sistema con diferenciacion entre productos mxn no-basicos
YN Y nxn béasicos Xg. La (el7) seria la equivalente a la (el6) pero adaptada
para que pueda calcularse la mercancia-patron y la razén-patron ya que
PZ=wL+(1+g)PX cumple los requisitos de la produccion simple, con Z como
matriz diagonal a determinar nxn, con n elementos positivos —por lo que ahora
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se vera- en su diagonal principal. Del conjunto de ecuaciones (e16) y (el7) se
elimina wL+(1+g)PX y se despeja el vector de precios P y se obtiene:

(e18) P=PY(Z-Xy)™"

siendo cada p;:

(e19) P; =ZZ PriYnily VJi=1lan con y; =0 si i<k
i=1 k=1

siendo fiy; el elemento correspondiente a la inversa de (Z-Xg), es decir, N=(Z-
Xg)*. En (e18) vemos que la condicién suficiente para p; sea mayor es que la

n m
suma ZZ Py YUy S€a mayor que cero, pero no es condicion necesaria que
i=1 k=1
cada u,; sea mayor que cero, lo cual no esta garantizado ademas porque son
elementos de una matriz inversa. Si en (el7) hacemos cero la tasa de salarios
se obtiene:

(€20) PZ =(1+R)PX

donde R=f(X,Z) si es la razdn patrén de (e20) —ademas de la tasa maxima de
ganancia- porque tuvimos la precaucion de que Z fuera diagonal y (e20)
cumple los requisitos de la produccién simple. Solo hay que afiadir a (€20) los
numerarios PZI-PXI=1 y LI=1. En definitiva, determinados los elementos de Z,
R es Unica porque depende de las matrices Z y X aplicando Perron-Frobenius
al sistema P=(1+R)PA, siendo A=XZ'. Creo que todo lo anterior puede
adecuarse a lo que pretende Sraffa con el minimo R de todos los posibles.
Pero hay dos problemas: determinar Z y que sea independiente de los precios.
De hecho existen infinitas matrices Z que cumplen (el17), con la Unica limitacion
que han de satisfacer la ecuacion (e21) que surge de (e18) y (e20).

(e21) 1+R)PX =P,Y (Z - Xg)Z
(e22)

(1+R)Zp| X; :ZZZkayNkuﬁJvzvj Vj=lan con ;=0 Sl v<>]
il

k=1 u=l v=l

donde fi,, son los elementos correspondientes a (Z-Xg)™. En el epigrafe (64)
del libro® Sraffa explica un procedimiento para encontrar ese R minimo por
medio de la tasa de salarios w y su ecuacién del reparto del excedente r=w(1-
R).

Aunque dé la impresion Sraffa de que no supiera el algebra matricial,
ello no es cierto. Toda la obra parece como si tuviera a la vista las ecuaciones
de su sistema y sus posibilidades. Desde luego la ayuda de sus amigos
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matematicos —que el agradece en el prélogo mencionandolos y agrandando el
agradecimiento porque no menciona a ningun otro, ni siquiera economista- fue
inmensa, especialmente en el tema de la mercancias-patrén y en el capital fijo.
Sin embargo, a veces da la impresion de que desconfia tanto de éllas (las
matematicas) como de ellos, y ello le llevé a cometer errores. Ya hemos visto el
de identificar tasa maxima de ganancia con razén-patrén en la produccién
simple. Ahora, en la conjunta, plantea la posibilidad de crear esa mercancia-
patron a base de “eliminar completamente, mediante transformaciones lineales,
las mercancias no-basicas del sistema, tanto del lado de los medios como de
los productos™®. En lenguaje matricial, lo que plantea Sraffa es reducir un
sistema de ecuaciones a una matriz triangular, es decir, a una matriz de
matrices, con matrices nulas por debajo de la diagonal principal. Con ello
podriamos aplicar la version débil del teorema de Perron-Frobenius a la matriz
de requerimientos A=XY™ y obtener un vector de precios (y multiplicadores) no
negativos. El problema es que ello no es siempre posible y no todas las
matrices son reducibles. Una matriz reducida podria ser tal como:

AL A
- A21 A22 con A»;=0

donde A1 se supone cuadrada, irreducible y no negativa, por lo que se podria
aplicar Perron-Frobenius a esta submatriz de A. Pero cada elemento de a; de
A2 representa el medio de produccion i utilizado en producir una unidad del
bien j. Entonces, para las matrices triangulares (reducidas ya), eso supone que
todos los aj tales que i>] valen cero, lo que es tanto como decir que estamos
en una economia donde hemos ordenado todos los sectores (sin excepcién) de
tal manera en la matriz A cuyo sector (el correspondiente al i) es mayor que el
correspondiente sector al j, este sector j no ha utilizado (no ha comprado) nada
del sector i. Eso puede ocurrir con algunos sectores, pero no es probable que,
mediante transformaciones lineales en la matriz A de requerimientos, se pueda
encontrar una economia de n productos y n sectores que permita eso. Mas
sorprendente es lo de eliminar las mercancias no-basicas “tanto del lado de los
medios como de los productos”, cuando, por definicion de mercancias no-
basicas -que el propio Sraffa define- son aquellas que nunca entran como
medio, por lo que no hay nada que eliminar.

(€23) A

Veamos otra forma de abordar el tema de la mercancia-patrén y de la razon-
patrén para el caso de una economia de produccién conjunta y diferenciada
entre productos basicos y no basicos (que no es la misma cosa). Una ecuacién
gue definiera este modelo seria:

2 P Yy+P, Y =(LW+ P X)(I +G)

1xm mxn 1xn nxn 1xn nxn  1xn nxn nxn

Ademas de la generalizacion que hemos hecho respecto a (e16) en nxn tasas
de salarios W y en nxn tasas de ganancia G, lo distinto y significativo aqui es
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que los precios Py de los productos Y que van a ser medios de produccion en el
ciclo siguiente ya son distintos de los precios P de los medios X que lo han sido
en el periodo que estamos considerando. Para valorar si es posible construir la
mercancia-patrén a partir de (e24) ha de medirse esta con la ecuacién que
surge de hacer cero la tasa (Unica) de salarios en la ecuaciéon
PY=(1+g)(wL+PX), es decir, con:

(€25) PY =1+ R)PX
de la que surge la ecuacion:

1
1+R

(e26) xP=PA  siendo A=xy™

donde ya hemos dejado preparado (e25) para poder aplicar Perron-Frobenius y
obtener asi un vector P de precios estrictamente positivo porque suponemos
que A es irreducible, ademés de ser cuadrada por construccion y positiva
porque suponemos a su vez que Y es una matriz diagonal. Pues bien, si
hacemos los salarios cero también en nuestra ecuacién de definicion del
sistema (e24) queda:

(€28) PYy +RY =PX (1 +G,)

donde ahora G, seria la matriz de tasas de ganancia maximas. Si ahora
comparamos (e28) que es una ecuacidn que intenta reflejar una realidad
(aunque borrosa) con la ecuacién (e25) que es una construccibn meramente
tedrica que intenta describir una propiedad de esta construccion tedrica,
podemos establecer la igualdad:

(€29) 1+ R)PX =PX(1 +G,)
eso nos lleva a que también tenemos que establecer la igualdad:
(€30) PYy +RY =PY

Antes de seguir con (e30) vamos a obtener un paso decisivo por medio de
(e29). En esta ecuacién aun estamos lejos de la (e26) que es la que nos
permite obtener el vector de precios P (todos positivos) y un razon-patron R (el
autovalor mayor de A) mediante Perron-Frobenius independientemente de
cualquiera de las variables monetarias de salarios y ganancias. Para llegar a
(e26) establecemos a su vez la ecuacion:

(31) PX(1+G, )l =@0+g,)PXI
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Lo que hemos hecho con la ecuacion anterior es obtener un escalar de tasa de
ganancia méaxima gm, N0 de una manera arbitraria, sino a partir de los datos de
la realidad, es decir, de las nxn tasas de ganancia maximas G. Para ello
hemos sumado el valor el valor de los medios de produccién con sus tasas de
ganancia para obtener una sola tasa gm que sera una media aritmética de las
nxn tasas de Gn,. En efecto, g, valdra segun (e31):

g = PXG,, I
(e32) m PX|

Ahora, con la tasa (Unica) obtenida en (e30) y (e31), establecemos la ecuacion:

(€33) 1+ R)PX =PX(l +4g,)

Igualdad que sélo es posible si la razon-patrén R obtenida como una propiedad
de la matriz A de requerimientos mediante Perron-Frobenius a través de la
ecuacion (e26) es igual a la tasa de ganancia gm obtenida al hacer cero los
salarios en la ecuacién (e24) de definicion del sistema mas la conversion de las
multiples tasas de ganancia G, en una sola g, por medio de (e32). Cosa, por
cierto, que no hemos demostrado aqui que sea posible mas alla de la
reproduccién simple esrafiana. Con todo lo anterior, ya tenemos que el vector
de precios P que hay en (e30) es un dato independiente de los valores
monetarios presentes en la ecuacion, es decir, independientemente de los
precios Py y Py. Por ello, de los 3 vectores de precios que estan presentes en
(e30), sdlo dos son variables a determinar en funcién del vector de precios P y
de las variables fisicas Yy e Y, que son los productos finales de los bienes no-
basicos y de los basicos, respectivamente. Traemos aqui esta ecuacion:

PyYy+P, Y =PY

1Xm mxn 1xn nxn 1xn nxn

(e30)

En lo anterior, la expresion PyYn+PyY forman en su conjunto los precios de la
mercancia-patron de un sistema de reproduccién simple con produccion
conjunta y con diferenciacion de bienes basicos y no basicos. Pareceria pues
por (e30) que hubiéramos podido trasladar la ansiada mercancia-patron de la
produccion simple esrafiana a otra mas compleja. El problema es que en (e30)
tenemos un sistema de n ecuaciones con m+n precios a determinar, es decir,
con m precios de productos no-basicos de Py y con n precios de productos
basicos en Py Dicho de otra forma, los precios de la mercancia-patron de un
sistema de produccion conjunta con diferenciacion explicita entre bienes
basicos y no basicos puede construirse a partir de la suma de los valores de
ambos tipos de bienes. Mas precisamente, existen una infinidad de
mercancias-patrén, tantas como grados de libertad. En (€30) vemos que de no
existir los bienes no-basicos Yy quedaria la ecuacion PyY=PY, lo cual sélo es
posibles si Py=P, y estariamos en la produccion simple esrafiana. Podemos
considerar pues el caso de esta produccion simple como un caso particular del
caso mas general posible de la produccion conjunta obtenida a partir de Sraffa.
El economista italiano desarroll6 la l6gica econémica de todo esto como se
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puede leer en el capitulo VIII de su obra. Es més, en una nota a pie de pagina®
establece estos grados de libertad para el caso n, es decir, para el caso de que
m-n=n, con lo cual Sraffa s6lo concibe la idea de que los bienes no-basicos m
distintos fueran el doble de los basicos, puesto que si despejamos lo anterior
queda m=2n. Tiene su valor didactico, pero en aras del realismo resulta
inaceptable. Con lo anterior se subsana el error de Sraffa. Si en (e30)
despejamos los precios Py de los productos finales que van a ser medios en el
siguiente ciclo queda:

(e31) Py =P - PNYNY_l

(e31b) Py = Pk _ZZ pNinijyjk k=1an

j=1 i=1

que nos da los precios Py de los productos basicos de la mercancia-patron de
productos conjuntos en funcion de los precios de la mercancia-patrén P de la
produccion simple (e26) obtenidos con Perron-Frobenius, y de los precios de
los no-basicos Py, que han de considerarse datos del sistema.

F) Todo lo referente a los capitulos de la produccién conjunta nos dice Sraffa
que son “fundamentalmente una introduccion a la discusién sobre el Capital
Fijo y de la Tierra™!. Creo que lo mejor es no hacer caso de ello porque el texto
de Sraffa sobre la produccion conjunta tiene en si mismo enjundia suficiente
mas alla de los siguientes capitulos, incluso a pesar del erroneo grafico de la
pag. 90, que es el mismo que el de la pag. 63 ya mencionado. En la historia del
Capital Fijo tuvo un papel fundamental el matematico amigo de Sraffa
Besicovitch®. La historia de sus esfuerzos para resolver los problemas que le
planteaba directamente el propio Sraffa es muy interesante, pero damos el
resultado final con la siguiente ecuacion:

1)

pMij(k)j+ZpiYij:(1+r) P (k—l)jM(kfl)j+ZpiXij +wl; desde j=1an
i=1 i=1

siendo pwm el precio del bien My de duracibn mayor de un afio que se ha
obtenido o valorado en el momento k desde que entrd en el proceso productivo
desde el sector®® o proceso j. M-1); seria el mismo bien que entro a principios
del afio k-1 como medio de produccion y que se ha convertido My en el afio
con su nuevo precio de compra pmy. Sraffa lo expresa con claridad: “Este punto

% pag. 76 de PMPM.

1 Pag. 67 de PMPM.

%2 A. Roncaglia: Sraffa and the Theory of Prices, 1978 [Sraffa e |a teoria dei prezzi, 1975]

% “E| método aqui propuesto se basa en las ecuaciones para los distintos procesos que
corresponden a las sucesivas edades de las maquinas”, pag. 95 PMPM.
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de vista implica que la misma maquina, a edades diferentes, deberia ser
tratada como otros tantos productos diferentes, cada uno con su precio™*. Para
el conjunto de los j procesos o sectores la ecuacién resultante es:

t
. F>Y=wlL+(1+r)F>X+M M

X M
1xn nxn 1xn nxn (1 + r)t_ 1 15 o0

La existencia del capital fijo se deriva de que hay bienes que se utilizan a lo
largo del periodo considerado de reproduccion del sistema y que, sin embargo,
duran mas de ese periodo. Aparecen pues estos medios tanto en el lado
derecho de la ecuacion (2) como en la izquierda, salvo con dos excepciones: al
comienzo del periodo que entra como medio y no sale aun como producto final,
y al final de su vida util, que aparece como producto final, pero que ya no se
empleara como medio (la chatarra). El modelo de Sraffa pretende -y lo
consigue— que todos los bienes de capital M aparezcan en el lado derecho y no
en el izquierdo (pero a distintos precios) merced a un proceso de eliminacién
de las cantidades que aparecen en los dos lados de la ecuacion. En el modelo
de Sraffa los productos finales de un bien de capital fijo son los mismos que los
del comienzo del periodo siguiente, salvo que estos Ultimos aparecen
actualizados al tipo de ganancia r. Este es el primer reduccionismo: que Sraffa
emplea el mismo tipo que utiliza para el reparto del excedente entre salarios y
ganancias Yy el tipo que se utiliza en la teoria de la capitalizacion (o su inversa,
la actualizacién). Es verdad que a Sraffa le sirve para proseguir su ataque a la
teoria neoclasica del capital, pero el precio pagado por ello es su alejamiento
de la realidad, porque no es aceptable que la misma tasa se emplee para
cosas tan diferentes y para actores tan diferentes como son la lucha por el
reparto del excedente y para el célculo de las amortizaciones del capital fijo.
Pero el trabajo de Sraffa es valiosisimo porque su esquema puede ser
generalizado y resuelto sus deficiencias. Otro problema es que el tiempo
empleado t en el calculo de las depreciaciones es el mismo para todos los
bienes de capital fijo, sea cual se el grupo de edad en que se hallen y sean
cuales sean sus caracteristicas. Tal es asi que la féormula conocida en el
mundo financiero de calculo de las anualizaciones es para Sraffa la misma,
sean cuales sean los bienes y sus edades, es decir, es un escalar:

t
3) Anualizacion — MX P, M
(1+ r) _1 1xs sXn

El problema de la presentacion de Sraffa es que toda la complejidad del capital
fijo lo recoge en un modelo de tal manera que: 1) en un solo escalar (f3) del
calculo de las anualizaciones del capital (amortizacién) para todos los bienes
de todas las edades; 2) en una matriz M solo hay dos variables: el nimero de
maquinas de que entraron al mismo tiempo en el proceso productivos (nimero
de filas, es decir, s) y el nmero de maquinas, es decir, n es el mismo que el de
procesos, que corresponde al nimero de columnas n, puesto que M es
cuadrada; 4) el precio (o valor que llama Sraffa) de cada m; corresponde a

% pag. 94 de PMPM.
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todas las maquinas que tienen la misma edad (i) en la empresa procedente de
cada sector (j); 5) Sraffa hace coincidir la amortizacion técnica con la financiera
al no distinguir entre el tiempo de las edades de las diferentes maquinas
agrupadas con el tiempo del periodo de amortizacion. Pero todo es subsanable
si hacemos entrar en el escenario al menos 4 variables: las dos mencionadas
mas el tiempo correspondiente a las diferentes amortizaciones de las diferentes
maquinas y el nimero de maquinas que entran en el proceso, que no tiene
porqué coincidir con el nUmero de procesos, empresas 0 sectores n (niamero
de columnas de la matriz M). De momento no distinguimos entre niumero de
maquinas y procesos (como en la produccién simple). De acuerdo con lo
anterior, la formula del calculo de los precios del modelo de Sraffa con bienes
de capital fijo quedaria:

fi(s)
w [P Y=[LW+P X]x(l,+G)+P, rd+r

fi(s) x 1
1xm 1xn nxn 1xs (1 + r) —1 fixn

sxfi

En efecto, en (4) hay varias diferencias notables respecto a (f2), ademas de las
que no afectan al tema del capital fijo, como es el de los salarios pre-factum y
matrices nxn, tanto para salarios como para las ganancias. En primer lugar
ahora ya no tenemos un escalar para el calculo de las anualizaciones del
desgaste del capital fijo, sino una matriz sxi tal como r(1+r)"®/((1+r)"®-1),
donde s representaria el nimero de maquinas de la misma edad de
permanencia en la empresa y fi indicaria el tiempo de vida util de estas
maquinas. Ademas, al hacer fi(s) queremos indicar que este tiempo i depende
de las diferentes edades de las diferentes maquinas s, aunque se deja libre la
forma funcional concreta de esa dependencia. La segunda diferencia es que M
ahora es una matriz fixn, donde cada elemento m de M representa a la vida util
de cada maquina segun proceda de los diferentes sectores o procesos n de la
economia (una maquina por sector).

Podemos aun mejorar el modelo y establecer la ecuacion matricial:

fixn fixu uxn

donde la nueva variable u seria el nUumero de méaquinas que entran en el
proceso, distinto del nUmero de procesos n, con U como la matriz donde cada
elemento u de U seria el tiempo de vida utili A de cada maquina u, y V
representaria el nimero de maquinas u que entran en cada proceso n, porque
ahora se supone diferente el niumero de maquinas y de procesos. La formula
completa quedaria:

r(1+r)te
6) Pyrxn:[&nm+Pxn>x<]x(|d+G)+PM><( )

1xm 1xn M0 nxn 1xs (1+ r)”(s)— 1 fixu uxn

sxfl
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En resumen, en (6), en lo que respecta al capita fijo, ahora trabajamos con
cuatro variables: s como el nUmero de maquinas agrupadas segun sus distintas
edades desde que entraron en la empresa, fi como el tiempo de vida atil de
cada maquina, u como el numero de maquinas que entran en el proceso y n el
namero de procesos. Con ello hemos resuelto casi todos los problemas que
dej6 Sraffa sin solucionar o que simplific6 en exceso. S6lo nos queda uno: la
forma funcional que relaciona el tiempo i de vida util de las maquinas con la
edad de las mismas s.

Si no nos sentimos satisfechos y aln sospechamos de reduccionismo el
modelo podemos suponer que el tipo de interés —que ya hemos supuesto
diferente de las distintas tasas de ganancia g; que hay en G— r dependa del
tiempo de vida util i de cada maquina porque fuera asi cuando se negocio el
tipo de interés financiero, y de tal forma que hubiera fi tipos de interés
diferentes. Es decir, ahora (3) quedaria:

O r.(1+r)"
7) Anualizaci 6n — P, x it g()s) X
1xs (1+ rﬁ) —1 fixu uxn

sxf

Para acabar este epigrafe doy una ecuacion aun mas general que la (6) porque
esta (8) estan separados los bienes basicos de los no basicos:

T
P, Y+ P X, =[LW+P_, X, [x(l;+G)+Py,x —x L
1xm Mxn  1xn nxn anmxn 950 nxn nxn 1xs (1+ rﬁ) —1 fxuuxn
sxf

gue es una ecuacion creo equilibrada entre lo que puede dar en el campo
teorético, a la vez que se acerca valiente a la contrastacion empirica.

Caso particular |

Visto lo anterior vamos a dar un ejemplo de como se puede llegar al resultado
de Sraffa por otro procedimiento formal pero que, por serlo, no es tan diferente
en cuanto a su contenido a lo dicho anteriormente. Ello nos podra posibilitar las
condiciones o restricciones con las que trabaja Sraffa. La primera ecuacion que
definiria el inicio del capital fijo seria (9):

m

l..—> Z PiYi +Z PwyiinM i1 = 1+ g)|:W|j + z piXijj|+ alz PwyiioM o
i1 i1 i1

i=1

donde Mijj es la matriz de capital fijo que incorpora m mercancias (con i=1 a m)
en n procesos (con j=1 a n) y con s periodos de renovaciéon del circulante por
periodo de renovacion del fijjo (con k=1 a s) por cada mercancia. Mjo Seria la
primera maquina del fijo correspondiente a la mercancia i del proceso j. De
forma analoga son X, € Yj, los productos finales y medios de produccion
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correspondiente a la mercancia i del proceso j en el primer ciclo de renovacion
del circulante. El coeficiente a; es la parte del valor de la maquina que se
desgasta, es decir, que se incorpora como medio de produccion. La segunda
ecuacion seria como sigue:

m

2... > z PiYj; +z PvyizM 2 = 1+ g){WI it z piXijj|+ azz PwmyisM i1
i=1 i=1 i=1

i=1

donde Mj: es la nueva matriz de capital fijo y a, es el coeficiente de
depreciacion del capital fijo Mjj1, que ahora entra como medio de produccion en
este segundo ciclo. La ecuacion del periodo de amortizacion k seria:

Kew > 20 PiYy + 2 Py M e = L+ g){WI i+ piXij:|+ 8 D, PomyiM s
i1 i1 i1 i1

La ultima ecuacion que recorre el ciclo del circulante es:

S ™ 2—1: piyij = (1"‘ g){WIj +Z_1: piXij}"" asZ_l: p(M)ijS—lMiiS—l

donde ya no se produce ningun medio de capital fijo (de vida plurianual).

Ahora vamos a proceder a sumar todas las ecuaciones, sumando todos los
valores de los ciclos y cancelando los capitales fisicos del lado izquierdo con
los del lado derecho. Para ello, los valores concretos de los coeficientes de uso
del capital fijo ax que llevan el siguiente ciclo son como sigue (10):

momento medio (input) capital utilizado resto capital fijo

0...... —> X — Z p(M)iMijo — (1_8-0)2 p(M)iMijo
i=1

L. = ) PaiMie = 2 PwmiM = 1-2)2 PayiMi
i=1 i=1 i=1
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oL as_lz PonyiMig = Z PonysMis = (1= as—l)z PowyiM
i=1 i=1 =
Z P My — cero (chatarra)

i=1

Sioinis —> a

S

En el transcurso del ciclo productivo se supone que el capital utilizado es
consumido y desaparece™, por lo que queda en el sistema los restos del capital
fijo. Con ello queda en el lado de los medios de produccion estos restos como
capital fijo total por cada bien y/o servicio, cuya suma es:

(11) Z Z P; Vi 1 —2ay) para j=lan

i=l k=1

Y para llegar al resultado de Sraffa, ahora ha de establecer la relacion:

m S 1
(12) ZzpiMijk(l—ak) (:[EL:)r) Zzpl ijk paraj=lan

i=1 k=1 i=1 k=1

Hasta ahora hemos estado hablando de ciclo interno del proceso de
incorporacion del capital fijo y hemos establecido el nimero de ciclos en s que
en el modelo de Sraffa se corresponde con las maquinas de la misma edad
(que se han incorporado al sistema al mismo tiempo). También podriamos
hablar de nimero de maquinas que se incorporan en un ciclo (por ejemplo, un
afo) del proceso productivo, aunque en el caso del capital fijo que nos ocupa
ha de suponerse que estos bienes son plurianuales, es decir, de vida superior a
un afo (o periodo convencional) porgue de lo contrario serian tratados como
circulante con el resto de los bienes y servicios que satisfacen necesidades
directas y aunque aquellos lo hagan de forma indirecta. El tratamiento formal es
el mismo.

Caso particular I

Un caso particular del anterior seria aquel que todas las tasas de
amortizaciones unitarias ax fueran iguales a lo largo del ciclo de la maquinarias
(que también hay que suponer que todas la maquinaria tiene el mismo ciclo de
desgaste). Es decir, si hacemos:

=13

(13) al =az=..... d. =a

% Coincide esta idea con la ya tradicional “depreciacion evaporacion” en el uso del capital fijo,
gue recoge, por ejemplo, Kurz y Salvadori en Theory of Production, pag. 262, edit. Cambridge
University Press, 1995. Cuando redacté por primera vez este epigrafe habia pasado por alto la
referencia de Kurz, por lo que me alegré de que ambos llegaramos a resultados analogos con
desconocimiento previo por mi parte.
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la expresion (12) quedaria:

r(l+r)®

(14) (l-a)= m

con lo que a, que en este caso es ya tasa de amortizacién constante, quedaria:

g - @-n@+ ry-1
(15) L+ 1)

e 1-n@A+r) -1
 @+n)!

\

sia=0=1=(-n)x(L+ N\

(16) 1= (1— I’) X (1+ r)‘

gue es un polinomio de grado t+1, aunque sélo con dos monomios. La funcion
(15) tiene un maximo:

gt
— al+t

(16) r=eltt -1

y es crecientemente decreciente para r<e'%*Y-1 y crecientemente decreciente

para r>e'%1*.1 dado que la primera derivada es positiva (si t>(1+r)'*) y
la segunda negativa siempre, por lo que la funcién es siempre concava.
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Este epigrafe del capital fijo es uno mas de la potencialidad del sistema de
Sraffa que, a pesar de las condiciones restrictivas de su planteamiento, este es
susceptible de generalizacion y de correccion de sus limitaciones sin gran
dificultad. Incluso yendo méas que este epigrafe, basta comparar la sencilla
ecuacion matricial PYI=PXI del capitulo | sobre un sistema de subsistencia y
puede considerarse la (8) como una generalizacion de pasos sucesivos,
elevandose (a lo Hegel) de los general a los particular, de los abstracto a lo
concreto a partir de ese primer capitulo.

Caso general lll

Vamos a intentar en este epigrafe desvelar lo que hay detrds del modelo de
Sraffa sobre el capital fijo partiendo del caso mas general posible con un
modelo que no traicione lo que él hizo con la ayuda de Besicovitch.
Supongamos que partimos de un sistema de ecuaciones con salarios pre-
factum siguiente (17):

1 _)Zzpl yu +ZZ p(M)Ijl (1+ r) WZI +zzp| le +(1+ r)zz p(M)I]O

j=li=l j=li=l j=li=l j=l =l

2 _)Zzpl ylj +ZZ p(M)lJZ (1+ r) WZI +Zzplxlj +(1+ r)zz p(M)Il

j=li=l j=li=l j=li=l j=li=l
k _)ZZplyu +§ ‘z ,p (M)ijk Ijk_(1+r) WZI +Zzplxu +(1+r)zzp (M)ik= 1 ijk-1
j=li=l j=li=l j=li=l j=li=l

S_l_)zzp le +Zzp(M )ij(s-1) u(s J) e (1+ r) WZI +Zzp| Xu +(1+ r-)Z:Z:p(M)ms —2) " ij(s-2)

=il j=1i=l j=1i=l =il
S— 2 2 ,p| yu +ZZ p(M)us _(1+ r) WZI =+ z ,z ,pIXIJ +(1+ r)zzp(M)u(s -1) T j(s-D)
j=li=l j=l i<l j=li=l j=li=l

gue es el sistema de ecuaciones que expone el italiano en su pag. 78, sélo que
modernizada la nomenclatura. Hay que suponer ahora que el medio de
produccion Mj, de comienzo del comienzo de la utilizacion del capital fijo (en el
segundo miembro de la primera ecuacién) es igual en términos de valor al
ualtimo capital fijo Mjs (en el primer miembro de la ultima ecuacion), que es la
chatarra. Es decir, hacemos que:

(18) 1+ I’)Z Z PwmyiioM ZZ PiisMis
i1 i =1 il

Si ahora sumamos todas las ecuaciones miembro a miembro desde 1 a s
queda (19):
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kss n m k=s n m
Szz:plylj z z ,z ,p(M)ljk ij _S(1+r) WZI +§ ,z ,pxu +(1+r)§ z ,z ,p(M)lk
j=i=l k=l j=1 i<l = =i k=l j=L

De la ecuacién anterior restamos del ultimo sumando del segundo miembro de
la igualdad el segundo de la primera y teniendo en cuenta el supuesto de la
igualdad esrafiana (18) queda:

k=s n m
(20) SZZ Py =s(+r) WZ' +ZZ Py [+ 2, PayM
j=1 i=1 j=1 i=1 k=1 j=1 i=l
y dividiendo entre s toda la ecuacion:
ey YD Py, =D WZ' 2.2 P [+ XZZZ Y
j=1 i=1 j=1 i=l k=1 j=1 i=1l

El dltimo sumando de la ecuacién es el mismo que el que utiliza Sraffa para el
capital fijo aunque él llegara por otra via diferente, por lo que podemos
establecer la igualdad:

n m I’(1+I’)t k=s n m
ZZ Povyik M = A+ 1) _1—>< Z Pk M

k=1 j=1 i=1 k=1 j=1 i=1

r k=s
— X
(22) |3

Eliminamos ahora los términos comunes de los dos sumatorios a ambos lados
de la igualdad queda:

1__ @0
(23) s (1+r) -1
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relacion entre frecuencia de renovacion del capital circulante y el fijo

Pero 1/s es la inversa del nUmero de veces que se renueva el circulante por
cada vez que lo hace el capital fijo, por lo que 1/s es la frecuencia de
renovacion del circulante por periodo completo de renovacion del capital fijo.
Sraffa simplifica quiza en exceso y hace que t sea igual a s, lo cual no es
aceptable porque nada tiene que ver esa renovacion del circulante con los afios

de amortizacion del capital fijo. Aunque no encuentro un pérrafo completo que
exprese lo anterior con nitidez, creo que se desprende del conjunto del capitulo
que Sraffa era consciente de ello. Y es que la cosa es intuitiva, porque si se
quiere que el primer equipo de capital fijo M; sea producido con el ultimo capital
fijo del anterior Ms forzosamente ha de llevar a lo dicho respecto a la relacion
entre la frecuencias de ambos, entre el capital fijo y el circulante. Sraffa siguid
otro camino y lo que hace es igualar M; con Mg, considerando este ultimo como
la “chatarra”, lo cual lleva a la misma conclusion anterior. El problema de
establecer esta relacién entre frecuencias de renovacidbn es que ha de
admitirse la igualdad entre la amortizacion técnica y la amortizacion financiera,
lo cual es admisible; no lo es en cambio la igualdad de la variable temporal s de
renovacion del circulante con la igualdad de la variable temporal t de
amortizacién. Aqui se considera que ambas variables son distintas y que una
depende de la otra, con lo cual no se traiciona a Sraffa —eso pienso—, pero se
subsana su modelo de alguna consideracion restrictiva indeseable. Puede
comprobarse que si hacemos t=s en (23) llegamos a la ecuacion:

(24) 1=(1—t)><(1—|— I’)t
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que es una ecuacion sin sentido econdmico. Ahora, si de la ecuacion (23)
despejamos el tiempo t que define los afios de amortizacién del capital fija
queda la notable ecuacion:

|Og i
"s—1

f=—— 272
(25) log,(1+7r)

gue nos da bajo el sistema de amortizacion (o renovacion del capital fijo) de
Sraffa el nimero de periodos t de esta en funcion del nimero de afios de
renovacion del capital fijo (el ciclo del capital fijo) y del tipo de interés aplicado a
la amortizacion (técnica=financiera). Sraffa simplifica la cuestion y hace que
este tipo de interés sea el mismo que la tasa de ganancia, tasa que es la que
disputa el excedente con el salario. La relacion entre t y s va a depender de la
tasa de interés para que ambas variables puedan expresarse para valores
concretos en nameros enteros (periodo de un afio o de 12 meses). En el caso
particular de que el periodo de amortizacién del capital fijo t fuera 1 (un afno),
de (25) se desprende que:

1

es decir, en el caso de una sola amortizacién (suponemos en un afo), para
poder enlazar un ciclo del capital fijo con el siguiente es necesario que el tipo
de interés de las amortizaciones r sea igual a la frecuencia de la renovacién del
circulante por cada vez que se renueva el fijo s. De (23) también se obtiene el
tipo de interés r de las amortizaciones en funcién del numero de afios de
renovacion del circulante por periodo del capital fijo y del tiempo de
amortizacién aplicado al capital fijo t:

(27)

Podriamos decir que la brillante idea de Sraffa de situar la carga de
amortizacion solo en el lado derecho de las ecuaciones, es decir, de los costes,
se ve mermada porque ha de suponer para ello que: 1) ha de haber una
relacion entre el capital fijo que se produce sin capital fijo en el primer periodo
con el ultimo capital fijo que entra como medio y que ya no produce ningun otro
capital fijo (hablamos de una maquina en particular); 2) establece un unico
precio (valor contable) para todas las maquinarias de la misma edad; 3) iguala
amortizaciones técnicas con financieras: 4) emplea la misma variable temporal
para tres cosas: la que determina la frecuencia de la determinacion del
circulante, la que determina la amortizacion técnica del capital fijo y la que
determina el periodo de amortizacién financiera. Sin embargo todas estas
limitaciones o restricciones son facilmente subsanables con tal de hacer variar
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sus supuestos por mor del realismo. Cosa distinta es la intencion ultima de
Sraffa cual es la critica a la teoria del capital neoclasico, tanto austriaco como
no austriaco. Entonces es preferible simplificar como lo hace Sraffa y siempre
con la brillantez y profundidad de la l6gica econémica que le guia. Vemos una
vez mas la versatilidad de la economia de Sraffa, su capacidad para adaptarse
a los problemas que estudia y la posibilidad de pasar de lo abstracto (teorético)
a lo concreto (contrastable), sin renunciar a los supuestos de partida, sino
adaptandolos, generalizandolos o eliminando restricciones. La economia de
Sraffa es como revelar una fotografia tal como se hacia antafio, con liquidos
reveladores y fijadores. Todo muy distinto a los modelos basados en el calculo
diferencial o el uso de las matematicas para explicar a Ricardo o Marshall, sin
gue por ello suponga merma a las contribuciones de estos autores a la historia
del analisis econdémico, especialmente del primero.

G) En el capitulo de la Tierra y su renta no entraré mucho en el tema
estrictamente econdémico dado que, en este trabajo, lo sustancial son las
matematicas explicitas o implicitas en la obra capital de Sraffa. Es David
Ricardo quien define con precision lo que es renta cuando dice que “Renta es
siempre la diferencia existente entre el producto obtenido mediante el empleo
de dos cantidades iguales de capital y de trabajo”*°. Sraffa lo matiza de esta
manera: “Puede decirse que los recursos naturales que son utilizados en la
produccion, tales como la renta y los depdsitos minerales, y que por ser su
oferta escasa permiten a sus poseedores la obtencién de una renta, ocupan
entre los medios de produccion una posicion equivalente a la de los productos
“no basicos” entre los productos™’. Pasinetti, que estudi6 el tema en 1974 en
su obra Crecimiento EconOmico y Distribucion de la Renta, da la siguiente
ecuacion para definir la renta ricardiana:

df
R=f(N)-N—
(g1) (N) N

siendo R la renta de la tierra buscada, f(N) la funcién de produccion (del trigo o
bien final), N el nimero de trabajadores (u horas de trabajo) y df/dN la
productividad (marginal) del trabajo. Sraffa nos da a partir de su sistema de
ecuaciones discretas la ecuacion:

PY=PT+wL+(@+r)P X

2 .
(g ) 1xn nxn 1xf XN 1xn 1xm mxn

donde renta de la tierra es P(T, siendo P; la renta unitaria y T una matriz
diagonal nxn, que representa las cantidades de las diferentes tierras segun sus
cualidades. Sraffa lleva los precios de los medios de produccién desde 1 a m,

% Principios de Economia Politica, edt. FCE, 1973, pag. 54 (On the Principles of Political
Economy and Taxation).
" pag. 108 de PMPM.
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en lugar de n. Yo no entiendo por qué, por lo que haré que haré m=n. Si ahora
despejamos esta renta (unitaria) P; y teniendo en cuenta que, como siempre, la
ecuacion que nos da la tasa maxima de ganancia es la que resulta de hacer
cero los salarios en (g2), ambas ecuaciones quedan de la siguiente manera:

W
P=— " xLX1
(93) g —r
wl+9,) T Ty-1
P =|PY — MZx LT (TT
(94) = g —r ITrarh

Porque la (g4) sale de sustituir los precios P en (g2), pero sélo en los del lado
derecho de la ecuacion, es decir, en los que pre-multiplican a los medios de
produccion X. Este modelo recogido en (g4) recoge el agudo pensamiento de
Ricardo cuando dice que “dicho cereal no se encarece porque hay que pagar
una renta, sino que debe pagarse una renta porque el cereal es caro"®.
Tomando derivadas, puede comprobarse que la renta (unitaria) P; de la tierra
aumentara si aumenta el precio de la cosecha (trigo) P, la productividad de la
tierra (YT'(TT)™), la relacién tierra/trabajo /(LT (TT')™) y la tasa de ganancia
maxima gm (que es una medida, no hay que olvidarlo, del excedente);
disminuird, por el contrario, si aumentan la tasa de ganancia r, los salarios w.
Esta forma de presentarse dos sistemas (el ricardiano y el esrafiano) que tratan
de hablarnos sobre el mismo fendmeno econdémico ejemplifica quiza mas que
cualquier otro de los capitulos de Sraffa las diferentes visiones matematicas —y
creo que también de l6gica econdmica- de la que hablabamos al comienzo del
articulo. Para Ricardo, en version Pasinetti, el instrumento formal (ecuacion gl)
es una guia légica que ayuda al razonamiento econémico, que evita cometer
errores. De hecho Ricardo no utiliza ninguna férmula en su obra. Nada que
reprochar, porque aun no se habia puesto de moda el uso de las matematicas
en la economia. Los historiadores del andlisis econémico constatan que es
Antoine Augustin Cournot (1801-1877) el primero que utiliza las mateméticas
en la economia. En cambio, en el modelo esrafiano de la renta de la tierra es
ya un sistema de ecuaciones enclavado en la légica econémica de la renta de
la tierra, donde se puede complicar y generalizar el modelo hasta tocar con los
dedos la contrastacion empirica. Nada de esto podemos hacer con el modelo
Ricardo-Pasinetti de la renta diferencial de la tierra, tanto en su version
intensiva como extensiva. Por ejemplo, damos la siguiente ecuacién
generalizada de la renta:

) P=[PY-LW@+F)(F,—F) a+F)[T7[tT"[*

que se obtiene a partir de las ecuaciones de definicion del sistema
PyY+PT=(LW+PX)(I+F) y P,Y+PT=PX(l+Fy), donde los precios de los
productos finales Py, las rentas unitarias Py y los precios de los medios de
produccion Py son distintos entre si y con diferente nimero de bienes o rentas;
donde hay sxn tipos diferentes de tierras, y donde ahora las tasas de salarios

%8 Principios de Economia Politica y Tributacién, pag. 56, edit, FCE, 1973.
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W, de ganancias F y las tasas maximas de ganancia F, son matrices
diagonales con n términos (o no diagonales con nxn términos, a elegir), es
decir, tantos como procesos. Hemos supuesto que los productos finales Y, las
tierras T y los medios de produccion X son datos, aunque muy bien podrian
considerarse, bajo otros criterios, variables. En términos aritméticos (g5) queda:

wiL+ F)A+ ) | .

(96) Z pyl Yik — Z J fo_f oS Xjk
mjj I}

j=1

1
donde los x con sombrero son los elementos de T' [TTTT . Sraffa hace una

afirmacion que resulta, prima facie, sorprendente en el sistema esrafiano: “Si
no hubiera escasez, solo se utilizaria un método, el mas barato, sobre la tierra
y no podria existir renta”°, que contradice el texto de Ricardo que hemos
seflalado antes. Pero como este articulo no discute sobre conceptos
econdmicos -solo los presenta- acabamos aqui el tema. En este capitulo mas
que en otro de los vistos o los que estan por venir, se ve con diafana claridad la
diferencia —y la ventaja- del tratamiento con un instrumento formal (el &lgebra
matricial) respecto al otro (el calculo diferencial).

H) Llega Sraffa al que se supone debiera ser uno de los capitulos estrella en su
modelo, al capitulo de la eleccion de técnicas o -en el lenguaje de Sraffa
(traducido por L. A. Rojo)- desplazamientos de los métodos de produccion. Lo
despacha el turinés en 8 ajustadas paginas y ademas entra en una discusion
sobre los productos basicos y no basicos, que no parece sustancial al objetivo,
puesto que los resultados son los mismos, aunque difieran en su relato formal
(matematico). Tampoco se entiende el grafico de la pag. 115 como veremos
ahora, aunque puede ser un problema del ilustrador, porque la intencion de que
se corte dos veces los dos graficos que relacionan precios con tasas de
ganancia es certera. Vayamos a las ecuaciones. Partimos de una ecuacion de
definicion de un sistema con bienes basicos y no basicos tal como:

) PY.+PY, =(1+g)|wL+P X

1x11xn  1xn nxn 1x1 Ix11xn gy NXn

donde P, y P, son los precios de los productos no basicos y basicos,
respectivamente, Y, Yy Yp los productos finales no basicos y basicos, g la tasa
de ganancia, w la tasa de salario y X los medios de produccion. El bien no
basico Y, es cualitativamente el mismo, pero es producido desde n métodos de
produccion diferentes (n columnas). Es pues una generalizacion del problema
planteado por Sraffa que habla de “una mercancia” desde dos métodos
diferentes. Calculamos ahora como siempre la ecuacion con la tasa maxima de
ganancia resultado de hacer cero la tasa de salarios:

¥ pag. 110 PMPM.
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(h2) PY.+RY,=1+9,)RX
Ahora, entre la (h1) y la (h2) sale:
w(l+g) A
P=———xLX
(h3) b g.—g

Y tomamos como numerario los inputs de trabajo y la suma de los bienes de
productos finales que, recordémoslo, en este modelo son iguales
cualitativamente

(ha) LI=1 , Y1 =1

Si ahora llamamos f a LX 1Yl obtenemos:

w(l+g)l+g,~ f]
(h5) I ——

donde el precio del producto no basico p, depende de la tasa de ganancia.
Supongamos ahora que tenemos dos técnicas o meétodos de produccion
(Sraffa) definidos por dos ecuaciones tales como la (h5):

o w(l+ g)[1+gm1_ fl]
(h6) P, = G
ml

y otra como:
w(1+ g)[l"‘ Om2— fz]
(h7) P2 =
(ng_ g)
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P — w(l+ g)[1+gml_ fl]
........................................ 1 G-
_ w(l+g) [1+ Oma— fz]
........................................ o = @)
> 9

lim p,(g —) —>—w(1+g,—f)

Desplazamientos de los métodos de produccion

Ambas técnicas, al igualarse los dos precios, es decir, al hacer que sean pa; =
Pa2. podra ocurrir que ambas técnicas no se crucen, se crucen una vez o, a lo
sumo, dos veces segun las soluciones de la ecuacion:

1+g,—f 1+9.,,- 1,
gml_g ng_g

(h8)

como puede verse en el gréfico.

Las funciones (h6) y (h7) son mondétonas crecientes porque sus dos primeras
derivadas son positivas:

dP _ w(+g,)+9,- ],

h9
(h) dg (9,-9)°

d?P  2w(l+g, )l+g, - f]
h10 = = L >0
(n10) dg”? (9.~ 9)°

con puntos de corte en:

Pal(r _ O) — W[1+ Omi— fl]

hll
( ) gml
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Paz(r — O) — W[1+ Omo— fz]

(h12)

m2

y con las asindotas para ambas en:

(h13) lim.de P(g > ©) > —-w(@+g,— f)
(h14) lim. de g (p, = £0) = g,

Y si ambas técnicas se cruzan dos veces -y esto es lo importante— significa
que una de las técnicas es mas rentable para una tasa de ganancia (entre los
puntos 1y 2 del gréfico), luego es rentable la otra técnica (entre los puntos 2 y
3), para luego ser mas rentable de nuevo la primera (a partir de 3). La teoria del
capital y relacién entre precios y tasas de ganancia (uno de sus tdpicos) queda
por el suelo. El resultado de (h8) son los valores de las tasas de ganancia en
las que se cruzan los dos métodos:

— gmz[l_ fl]_ gml[l_ fz]
(gml_ fl) H (ng_ f2)

Sin embargo, donde se ha consagrado en la teoria del capital sus topicos es en
la llamada frontera salarios-ganancia, donde se relacionan ambas variables. La
teoria neoclasica del capital dice que salarios y ganancias han de estar en
relacion inversa y monotona; también que ante un aumento de lo entendemos
por capital (conjunto de medios de produccion fisicos) se ha de suponer
siempre una disminucion de su retribucion, es decir, de la tasa de interés. Lo
mismo para el trabajo y el salario.

(h14)
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Om—9

W=
£1/+ g)(1+gm1_ fl) :

W= gmz_g
(1+ 9)(1+ Om2— fz) |

gw=0)=9,

+ /// \\\
V :

frontera salario-ganancia

Estos topicos han sido ya rebatidos en la historia del andlisis econémico por
Garegnani, Pasinetti, Robinson, Badhuri, Nuti, etc., y el propio Sraffa en la obra
gue comentamos. Sin embargo estas revisiones no han pasado a los manuales
de economia y aun se sigue explicando esa cosa llamada “capital” como un
factor de produccién autbnomo, independiente del trabajo y merecedor de una
retribucién segun el valor*® de su productividad marginal.

Vayamos a las ecuaciones y al gréafico. Si en (h14) se toma como numerario el
precio de la mercancia no béasica p,, es decir, se hace p,=1, obtenemos la
ecuacion:

gm_g
W=
(h15) (1+g)1+g,-f)

9 En algunos articulos o libros de divulgacion de bajo nivel se omite a veces la palabra valor.
Supongo que es un descuido y no cabe atribuirlo a una mala intencién porque es precisamente
esta palabra la madre del cordero. En efecto, en los modelos mas abstractos marginalistas
(version austriaca) se llega a la conclusion de que las rentas de los factores ha de pagarse de
acuerdo con el valor de la productividad marginal del factor. El irresoluble problema que tiene
este modelo es que para saber ese valor —que es el precio del producto final si hablamos de
valor unitario- han de conocerse los costes y la funcién de produccién, pero para conocer los
costes ha de conocerse el precio de los factores, que es justamente lo que se trata de calcular,
y con ello entramos en un circulo infernal o, con menos dramatismo, en un circo, en el circo de
la inconsistencia marginalista de la cual no salimos.
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En el gréfico se puede ver como una técnica (la 1) es mas rentable entre los
niveles de tasa de ganancia 1y 2, cédmo lo es en cambio la segunda entre los
puntos del gréfico 2 y 3, para volver a la primera a partir de 3. Las variables
técnicas L, X e Y estan representadas en las tasas maximas de ganancia gm
porque estas son proporcionales al excedente, es decir, a X*(Y-X). Con esta
formulacion e interpretacion formal del contenido del capitulo de Sraffa sobre
los desplazamientos de los métodos creo que se puede seguir mejor y sin error
los razonamientos econdmicos** de Sraffa, y ello a pesar de su erréneo gréfico
y su mezcla en la discusion entre bienes basicos y no-basicos.

Aqui, la primera derivada de los salarios respecto a la tasa de ganancia de la
funcion (h15) es:

dw 1+49, <0
h16 ==
(9 dg  (1+9)°(U+g,-f)
y la segunda:
d?w 2(1+
(h17) = 1+g,) >0

dg?  (@+9)°@+g,-f)

gue nos da una funcidn convexa siempre que 1+gm>f.

En el caso de que no hubiera bienes no-basicos la cosa es mas sencilla
y la curva de la frontera salario-ganancia o es una recta (con salarios post-
factum o es una curva convexa con salarios pre-factum. En efecto, si hacemos
pPaYa=0, tomamos como numerario en este caso PYI=1 y siguiendo los pasos
anteriores se obtiene:

R—r
W=——
(h18) (1+1)f

con un so6lo punto de corte como maximo para dos técnicas:

r= Rz fl_Rl fz

(h19) [t

Siguiendo la intencionalidad de este articulo que es demostrar la versatilidad
del modelo esrafiano que permite elevarse de lo abstracto a lo concreto, damos

“ En la pag. 118 de PMPM el traductor emplea la palabra desplazamientos para referirse al
paso de una técnica a otra, tal y como hemos explicado. Creo que es una traduccién
desafortunada porque el término desplazamiento —por el contra de deslizamiento- se ha
consagrado en castellano para indicar que las variables que no son objeto de estudio o de
representacién en un grafico se mueven; con ello las curvas que representan la funcién
también se mueven paralelamente a los ejes. No es el caso, porque ahora estan presentes los
dos métodos, al menos hipotéticamente en ese “libro de las técnicas” de la que habla
Samuelson. La palabra que mejor indicaria este hecho econdémico tan relevante seria el de
traslado.
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a continuacion una ecuacion de un modelo mas general con salarios pre-
factum tal como:

P,Y,+PY=|LW+P X |x(1+G)

1%S SXN 1xn nxn 1xn nxn  1xn nxn

(h20)

donde el nimero de bienes no basicos s se han obtenido de n sectores; donde
los salarios estan definidos por la matriz diagonal W, es decir, donde hay n
salarios diferentes (tantos como sectores); donde la matriz de medios X consta,
como es habitual, de igual nUmeros de medios que de sectores n, y donde la
tasa de ganancia G es también una matriz diagonal con n tasas diferentes, al
igual que los salarios. Los precios P,, y P quedan definidos en funcién de los
productos y medios. Si ahora se hacen cero todas las tasas de salario W se
obtiene, como es habitual, la ecuacidén que hace maxima la ganancia Gn, con la
salvedad que ahora G, sera también una matriz diagonal con n tasas méaximas
de ganancia diferentes posibles.

1%5 sxn 1xn nxn  1xn nxn XN

y de (h20) y (h21) se obtiene:

h22) |P.=LW(I +G)(G,—-G) (1 +G)(1 +G,— X Y)Y, (Y.Y))™

gue es una ecuacion que muestra la misma relacion funcional y teorética entre
precios, salarios y ganancias que la (59), pero que se acerca con mas decision
a la realidad o, al menos, a los datos que retratan borrosamente la realidad.

I) Remata Sraffa su extraordinario libro Produccion de mercancias por medio
de mercancias con 4 apéndices a modo de notas aclaratorias, como si no le
merecieran simplemente una nota a pie de pagina. Una de ellas, que lleva el
largo titulo de “Nota sobre productos no basicos que se auto reproducen”, es
algo mé&s que una nota aclaratoria como se verd. Sraffa dice que
“consideremos una mercancia que entra en su propia produccién en un grado
desusadamente grande”. Parrafos mas tarde aclara lo de desusadamente
grande y seria aquella mercancia cuyo producto neto relativo*, es decir, el
cociente que surge dividir la diferencia entre el producto y el medio de
produccion, y el propio medio de produccion, supera a la tasa de ganancia del
sistema. Sraffa no lo dice con estas palabras, pero es lo que quiere decir. Pone
un ejemplo -no pone muchos a lo largo de su obra- y dice que si se recogieran
110 unidades de habas de cada 100 sembradas, el sector de las habas no
tendria problema mientras la tasa general de ganancia del sistema

2 Este concepto no es de Sraffa sino de este modesto autor, por lo que pido disculpas por tal
atrevimiento.
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permaneciera igual o menor al 10%, que es justamente el producto neto
relativo (0 excedente relativo) de las habas*. El problema surge si la tasa
general de ganancia sube por encima del 10% por una bajada, por ejemplo, de
los salarios™. Y he dado una pista dos veces sobre el punto crucial y es el de
que la tasa general de ganancia depende del conjunto del sistema; un segundo
punto decisivo es que la mercancia protagonista -las habas- no puede influir
en la tasa de ganancia general porque es una mercancia no basica, es decir,
no es consumida como medio de produccidn por ningun otro sector de la
economia, por lo que tampoco puede influir en los precios del resto del sistema
y, por ende, en la tasa de ganancia®* general, dado que, en el sistema
esrafiano, en el sector de bienes basicos, tanto precios, tasa de ganancia y
tasa de salarios se determinan conjuntamente y autbnomamente, aunque con
al menos un grado de libertad. Para terminar con el planteamiento de Sraffa,
dice el autor que la subida de la tasa de ganancia general hasta llegar al 10%
“haria aumentar sin limite” el precio de este producto (las habas del ejemplo). Y
si se rebasara el 10% de tasa de ganancia general, s6lo seria posible “el
reemplazamiento de las otras materias primas si se obtuvieran gratuitamente”.
Lo cual tiene su logica, porque el precio de las habas se haria infinito en
términos relativos*® dado que llegado a ese punto, los medios que emplean las
habas como medio de produccién deberian comprarse a precio cero, es decir,
en forma de regalo. Es verdad que todo esto se hace dificil de seguir sin ayuda
de las mateméaticas por mas que se empefara el gran Sraffa en utilizar
exclusivamente razonamientos economicos, cosa que hace, por cierto,
magistralmente casi siempre.

Antes de entrar en los aspectos formales habria que aclarar que el caso
planteado por Sraffa no es el caso extremo de un sector que no tuviera
comunicacién con el resto del sistema aunque compatrtiera las mismas tasas de
ganancia y de salarios, porque, si bien este sector -el de las habas- no es
suministrador de esos bienes al resto del sistema, si compra del resto del
sistema -y se puede suponer que de todo el sistema- como medios de
produccion los productos finales de este. No es, por lo tanto, un sistema
aislado. No estamos en el caso del trigo ricardiano, donde se vendia a si
mismo el trigo (igual que el caso de las habas) a la par que no utilizaba ningun
otro medio ni compraba nada del resto del sistema (aqui esta la diferencia).
Para caracterizar formalmente lo que nos dice Sraffa en este apéndice hay que
particionar en 4 trozos, tanto la matriz de productos finales del conjunto del
sistema Y como de medios de produccion X de la siguiente manera:

Yl,l A Yl, n-1 Yl, n X 11 A X 1n-1 Xl, n
M O M M M O M M
(i 1) Y = X =
Yn—l,l A Yn—l, n-1 Yn—l, n X n-11 A X n-1,n-1 Yn—l, n
L nl A Yn,n—l Yn i L Xn,l A Xn,n—l Xn i

“3 (110 habas recogidas - 100 habas sembradas ) / 100 habas sembradas = 10%
4 Aunque no parece posible que otra variable monetaria puede influir en la subida de la tasa de
gsanancia general

Tampoco puede influir este sector -el de las habas- el salario general del sistema, pero Sraffa
centra inteligentemente en la tasa de ganancia en lugar del salario por lo que luego se vera.
“% Es decir, en términos de las mercancias suministradas.
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Las matrices de productos finales Y, de medios X, de trabajo L y de precios P
seran:

Y, Y X, X
(i2) Y:{YA YB} xz{ A xB} L=[La Lb] P=[P, R]

C D ><C D
donde:
Yl,l A Yl,nfl Yl,n
(Ab.3) Y,=| M O M Ye=| M Ye :lYn,l A Yn,nflj
Yn—l,l A Yn—l,n—l Yn—l,n
Yo =Y,
Xl,l A Xl,n—l Xl,n
(Ab4)| | X,=| M O M X,=| M Xe=[Xos A | Xyoal
Xn711 A xnfln—l x -1,n
X D~ Xn
(Ab5) I—A = [Ll,l A Ll,nfl] LB ~ Ln Pa 3 [Pl A Pn—l] Pb = Pn

De estas matrices podemos establecer la ecuacion que define el sistema que
responde al problema planteado por Sraffa en su apéndice B.

Y, Ys Xa Xg
O R N R R o]

La (i6) nos da las ecuaciones de precios, tanto la de los precios P, de las n-1
mercancias basicas, como la del precio Py, de la singular mercancia de la que
habla Sraffa: las habas. Estas son:

(i7) PY,+PRY. = (1+0)x|wL, + P,X, + P X, ]
(i8) P.Ys +PYs = @+ ) x|wL, + P,Xg + R X, ]

De la (i7) se despeja el vector de precios P, de bienes y servicios basicos y
queda:

i P=[wlro)LY, - R|a+ )XYt oY I [1- @+ o)A T

siendo As=XaYa! la matriz de requerimientos de las mercancias basicas.
Viendo (i9) pareceria que los precios de los bienes basicos P, dependiera,
entre otras variables, del precio del bien de autoabastecimiento no basico Py,
es decir, de las habas de Sraffa. Pues no es cierto, porque el vector Y¢ es cero,
dado que es precisamente el vector fila que suministra -debiera suministrar-
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medios de produccion (las habas) a los otros sectores, es decir, al resto de las
columnas excepto la Ultima, que es justamente la de las habas y que se
suministra asi mismo (Yp). Si Yc y Xc valen cero, la (i9) queda:

wo  P=[war LY K[ -+ 9)A ]

En (i10) se comprueba que los precios P, de los bienes basicos dependen sélo
de sus propios medios (Az=XaYa™), de sus propios productos finales (Y,), de la
tasa de salarios w y de la tasa de ganancias g, que se determinan
conjuntamente por este sistema de n ecuaciones con n+1 incégnitas. En
efecto, tenemos n-1 precios, una tasa de ganancia g y una tasa de salario w.
Hay, por lo tanto, dos grados de libertad. Una de ellos se puede eliminar
tomando un precio como numerario; el otro grado de libertad no se puede
eliminar si se quiere respectar la filosofia que entrafia la obra de Sraffa. Segun
esta, la distribucion de la renta y riqueza -representada en el modelo por el
conjunto de valores de tasa de ganancia y de salarios que satisfacen (i10)- no
es resuelta técnicamente por ningun elemento del sistema, sino por la
sociologia, por las relaciones de conflicto de la sociedad o, simplemente, por la
luchas de clases, segun los gustos. Aqui no hay productividades marginales, ni
relaciones marginales de sustitucién, ni costes marginales, ni utilidades
marginales que determinen precios, salarios y ganancias, niveles de
produccion y utilizacion de factores por si solos, sino que es el conjunto del
sistema, representado en esta ocasion por (i10), quien lo determina, aunque
siempre con un grado de libertad.

Vayamos ahora a la ecuacion (i8) y despejemos de ella el precio de la
mercancia objeto de andlisis de Sraffa y de este articulo: las habas. Sale que:

W+ 9)L+ P [+ g) Xz Y]
- YD_(1+g)XD

(i11) R

dado que Yp y Xp son dos escalares. De (i11) son destacables al menos tres
cosas: 1) En primer lugar vemos que, a diferencia de la ecuacion anterior de
precios del sistema de mercancias basicas, aqui el precio de las habas, es
decir, el de (s6lo hay una) la mercancia no basica con autoabastecimiento,
depende del resto de los precios del sistema P,; 2) Las tasas de salarios w y
de ganancia g vienen dadas por el sistema anterior y no puede este sector (el
de las habas) influir en ellas. Diriamos, emulando a la teoria de la competencia
perfecta, que este sector es ganancia-aceptante y salario-aceptante; 3) Si nos
fijamos en el denominador de (i11), se puede comprobar que tiende a cero si
Xp tiende a Yp/(1+Q), y si eso ocurre los precios tienden a infinito. Quedaria:

i Y
(i12) SI XD_)ﬁ: Pb—)OO

con lo que se cumple lo que sefiala Sraffa en el apéndice para las mercancias
no béasicas que se autoabastecen (las habas del ejemplo) porque que se

© EMUI Euro-Mediterranean University Institute | Universidad Complutense de Madrid | ISSN 1578-6730
Publicacion asociada a la Revista Nomads. Mediterranean Perspectives | ISSN 1889-7231



Nomadas. Revista Critica de Ciencias Sociales y Juridicas | 36 (2012.4)

cumpla (i12) es como decir que el producto neto relativo o excedente relativo
de este producto tiende a cero. Sraffa dice que eso no ocurriria para las
mercancias basicas. Es verdad que, contemplada la ecuacién (i10) de
mercancias basicas no parece que eso pueda ocurrir, pero a mi la explicacién
gue da Sraffa no me convence. Luego veremos el tema con mas detenimiento.
Si ahora sustituimos los precios del sistema de mercancias basicas P, -es
decir, la ecuacion (i10)- en la ecuacion de la mercancia que se autoabastece
(i11) queda:

| W+ Q)L + LY, 1= L+ 9) AT [(L+ 9) X g =Y ]
(i13) P =

YD - (1+ g) X D
Viendo (i13) en un primer momento resultaria sorprendente que el precio P, de
esta mercancia dependa de las mercancias basicas, teniendo en cuenta que
hemos dicho que no suministra su producto al resto del sistema, aunque si
parece logico que le influya la n-ésima columna, es decir, la columna que
representa las compras del sector de las habas al resto de los sectores. Sin
embargo, el resto del sistema influye en el considerado por Sraffa, no sélo por
las tasas de salario y de ganancia determinadas autbnomamente por el sector
de bienes basicos, sino que estos sectores lo hacen indirectamente en el de las
habas porque todo el sistema es suministrador (las n-1 filas de la matriz Y, es
decir, Y,) de los sectores que a su vez suministran al de las habas (columna n-
ésima de Y, es decir, Yg). ¢Qué ocurriria si el resto del sistema dejara de
vender productos al sector de las habas y tuviera éste que contentarse con
utilizar su propio producto como Unico medio de produccién (el caso del trigo
ricardiano)? Ocurriria que la n-ésima columna de Y hasta el elemento n-ésimo
seria cero, por lo que Xg y Yg también lo serian, y (i13) quedaria en:

) P . W(1+ g)Lb
(14) ’ YD_(1+g)XD

donde la determinacién del precio P, sélo depende del trabajo Ly utilizado en la
siembra y recoleccion de las habas, de la cantidad de habas empleada Xp y de
la cantidad Yp cosechada. Aun asi, no perderia este bien el cordén umbilical
que le une al resto del sistema, porque éste le daria como datos las tasas de
salario w y de ganancia g. También puede considerarse, en este caso, que
ambas tasas son independientes del resto del sistema: todo depende de las
hipotesis de partida.

Puede generalizarse todo lo anterior porgue quiza uno de los supuestos que
resultan mas molestos para la credibilidad del modelo esrafiano es el de la
unicidad de la tasa de ganancia y de salarios. Hay que considerar que el
modelo, tal y como él lo expuso, es un modelo pedagdgico y sencillo, que es
atil siempre y cuando, como todo modelo, al generalizarse sus supuestos o
hipétesis no haga variar las conclusiones, cosa que ha ocurrido con los
modelos marshalianos y marginalistas del equilibrio parcial (la paradoja de la
agregacion, la diferencia entre costes privados y sociales de Pigou, los efectos
externos, los juegos no cooperativos, etc.). Afortunadamente en el caso de los
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modelos de origen esrafiano no ocurre esto. La razén es que, a pesar de la
simplificacion, parte Sraffa del conjunto de la economia, entendida esta como el
estudio de las relaciones intersectoriales y de la distribucion de la renta. A
diferencia de la economia marginalista, en la economia esrafiana no sélo no es
un problema la agregacion, sino que es uno de sus presupuestos. Para
acercarlos a la realidad sélo hay que relajar los supuestos y generalizarlos.
Segun esto, la ecuacion:

(i15) PY,+PY. =[LW,+P,X,+PX.|x(1+G,)

representaria, por ejemplo, al sistema econémico, pero con n-1 tasas de salario
en la diagonal principal de W,, a su vez G, representa las n-1 tasas de
ganancia, también en su diagonal principal. Si despejamos de (i15) los precios
P. de bienes basicos y recordando que Yc e Xc valen cero segun lo que hemos
comentado en el texto principal, queda:

(i16) P, = [LW,([1+G,)|x[Y,—1+G,) X, ]

Por otro lado y con estos supuestos, la ecuacion que define el precio de las
habas vendra de sustituir (i16) en la ecuacion (i11) del texto principal y sale:

W@+ g)L, +[LW, 1+ G, ) x[Ya— @+ G )X ] X [+ g) X 5~ Y |
- Yo—(@+9)Xp

(i17) P,

jPobre agricultor! Es mejor que no sepa nunca que los precios de produccion -
mejor de intercambio- se determinan de forma tan compleja®’. Las conclusiones
son las mismas que las obtenidas en el texto principal y con los supuestos
simplificados de tasas Unicas de salario y de ganancia, pero ahora estamos tan
cerca de la realidad que casi podemos sustituir los datos reales en el modelo.

Quiza sea en este capitulo de las mercancias que se autoabastecen donde
mas se deja ver el perfecto maridaje entre la l6gica econdmica desarrollada por
Sraffa y el instrumental adecuado, cual es el algebra matricial. Nada hay
comparable a este capitulo en la visibn marginalista, ni en la teoria
desarrollada, ni en la logica formal que la sustenta. Aqui no hay que hacer
apenas supuestos restrictivos sobre comportamientos de los consumidores, ni
de funciones de produccion determinadas, ni de teoria de costes
(rendimientos), ni procesos de optimizacién. Sraffa nos dejé en este capitulo de
su obra la semilla de una teoria de los mercados. Es verdad que de una
manera un tanto dicotbmica (un sector vende o no vende a otro, que le compra
0 no le compra), pero con una relajacion de los supuestos puede obtenerse una
teoria de los mercados basados, no en los precios como variable estratégica tal
y como hace el marginalismo, sino con las ganancias ocupando su lugar.

*"'Y hay que recordar que estamos en un sistema de reproduccién simple y sin reducir a trabajo
fechado los medios de produccion del pasado.
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mercancias que se auto-reproducen (el caso de las habas de Sraffa)

Conclusiones

La obra de Sraffa no es simplemente un modelo econémico mas por importante
que parezca, sino que es un modelo que afecta a los fundamentos del analisis
econdémico. Sraffa innova una nueva forma de interactuar entre la ldgica
econdémica y el uso de las matematicas que auna en un mismo sistema los
modelos hipotéticos-deductivos al modo de Ricardo y Marshall, con los
modelos que permiten la contrastacion empirica como el de las tablas Input-
Output de Leontief. La versatilidad de su modelo hace que pueda atender a
estas dos formas de utilizacion de las matematicas. Pero no son sélo aspectos
formales: es la ldgica interna de Produccion de mercancias por medio de
mercancias la que permite pasar del simple modelo de produccion de
subsistencia a las complicaciones del capital fijo y los de la produccién
conjunta; mas aun si no nos quedamos con lo avanzado extraordinariamente
por Sraffa y generalizamos su modelo a multiples salarios, ganancias y
ganancias maximas, a la produccién conjunta con un numero de bienes y
servicios producidos superior al de medios de produccidn empleados
cualitativamente distintos; al capital fijo con méas variables cualitativamente
distintas que las que recoge Sraffa; a la reduccion de trabajo fechado con
matrices de requerimientos distintas cada afio; si no suponemos iguales
precios para los mismos bienes y servicios segun que sean medios 0
productos; si no nos quedamos sélo con la busqueda de los precios de
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equilibrio y dinamizamos el ciclo de la reproduccion simple de Sraffa, etc.
Leyendo el libro se nota el esfuerzo de Sraffa porque el uso del instrumento
formal apareciera lo menos posible, que se quedara entre bambalinas, aunque
él debia tener sobre la mesa mucho de las mateméticas que sus amigos
Besicovich, Ramsey y Watson le ensefiaron y desarrollaron a partir de los
problemas que el propio Sraffa les planteaba. Pero la aplicacion de las
matematicas tiene sus limites. Uno de ellos es la indeterminacion en el calculo
de los precios en la produccién conjunta cuando hay mas bienes y servicios
gue medios de produccién; otros, las complicaciones formales a los intentos de
dinamizar el modelo esrafiano, la pérdida de la razén-patron cuando salimos de
la produccion simple, la imposibilidad de garantizar soluciones de los precios
de equilibrio fuera del sistema de produccion simple (sin Perron-Frobenius). En
definitiva, lo avanzado por Sraffa es extraordinario, pero lo que falta por
desarrollar es méas. Y sin el uso adecuado del instrumento formal, imposible.

Otra virtud resultante del uso del algebra matricial como instrumentos formal es
la de que el valor concreto de las variables monetarias del modelo —precios,
salarios, ganancias- surgen de la resolucién simultanea del sistema de
ecuaciones, sin que haya que establecer diferencias entre variables explicitas y
implicitas, enddégenas o exdgenas, como ocurre con el modelo keynesiano (que
en Keynes es una virtud por mas que Hicks y demas intérpretes hayan
intentado y conseguido aguar su contenido®® en el modelo IS-LM). El uso de
este instrumental permite elegir sin cambiar de instrumento cual es en cada
momento la variable implicita y cudl es la explicita, a diferencia, por ejemplo,
del modelo de renta de la tierra de Ricardo-Pasinetti que hemos visto.

Mas virtudes. El algebra matricial permite contar las variables del modelo y el
namero de ecuaciones, y con ello saber los grados de libertad en que nos
movemos. Es verdad que esto puede quedar establecido con formulaciones
tradicionales del campo de la teoria de las funciones, pero sin ninguna
versatilidad. Con el algebra y el teorema de Perron-Frobenius sabemos,
ademas de calcular un vector de precios estrictamente positivo en la
produccion simple, que la razon-patron no es una variable mas, sino una
consecuencia de la matriz de medios X y de productos finales Y, por lo que no
pone ningun grado de libertad al sistema. Por ello en la produccion simple
puede eliminarse la influencia de los precios en el reparto del excedente y
construir la mercancia-patron a partir de los datos de la realidad. En la conjunta
la cosa se complica porque ya no podemos aplicar el teorema tantas veces
mencionado y la tasa maxima de ganancia —el equivalente a la razén-patron en
la produccién simple- es, en principio, una variable mas, por mas que se pueda
establecer su relacion proporcional al excedente relativo.

En definitiva, el modelo economico creado por Piero Sraffa, intentando
responder a algunas de los problemas planteadas por David Ricardo, pero
yendo mucho mas alla, permite construir una imagen borrosa de la realidad,
pero de toda la realidad, para ir aumentando el nimero de pixeles de esa
fotografia casi hasta donde queramos, llegando hasta la misma contrastacion
de hipotesis, puesto que la informacidn con la que se trabaja es la misma que

8 Esta es la tesis de Pasinetti en Growth and Income Distribution. Essays in Economic Theory,
1974
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en los modelos Input-Output de Leontief. Pero, a diferencia de este ultimo,
detras —o delante, como se prefiera- de los datos estadisticos hay un modelo
econdmico que puede reclamarse como una alternativa a los fundamentos
microecondmicos-marginalistas de la teoria econOmica ortodoxa. Mayor
versatilidad es imposible. Queda desarrollar su modelo, a veces de forma
alternativa y a veces de forma complementaria, con el corpus de conocimiento
de la economia mas tradicional que, aun cuando la mitad al menos es un
cadaver pendiente de enterrar, la otra mitad (los fisiécratas, Ricardo, Keynes,
Kalecki, Marx, la teoria de los juegos, como ejemplos) resulta valiosa, y mas
aun si Sraffa pone los fundamentos.

Anexo 1: Tres tasas de ganancia maxima en Sraffa y su significado
| — Tres tasas

Cualquiera que haya leido la obra de Sraffa Produccion de mercancias por
medio de mercancias le resultard sorprendente el titulo que encabeza este
articulo. Los mas avezados en la obra del turinés entenderan que una de las
tasas maximas sea la razén-patron R en la produccion simple porque esta,
dada las caracteristicas esrafianas de esta produccion, la tasa maxima de
ganancia coincide con la razdn-patron. Entonces, ¢cuél es la tercera tasa
maxima que emplea, utiliza o se deduce de la obra de Sraffa? Lo mas
sorprendente es que el propio Sraffa no reconoceria estas tres tasas porque él
cometio el error de identificar una de ellas con una de las otras dos. Estas tres
maximas de ganancia son: la de la razén-patrén en la produccién simple, la de
la tasa maxima de ganancia en la producciéon conjunta y la del recuento de los
excedentes relativos. Esta es la tercera tasa en cuestion y que veremos que es
jsorprendentemente! distinta de las otras dos. Veamos una por una.

Razon patron (R)

Es ya muy conocida y es el icono de la produccion simple junto con la
mercancia-patron. Surge como una propiedad de la mercancia-patron. Se
define esta como aquella cesta de mercancias tal que el producto final de cada
mercancia esta en relacién a la suma de esas mismas mercancias empleadas
por el conjunto de los sectores (0 procesos) en igualdad con el resto de las
mercancias. Dicho de otra forma, que los excedentes relativos de todas las
mercancias sean iguales entre si. Es una cesta virtual porque soélo una
casualidad imposible de considerar seria que tal circunstancia se diera en el
mundo real. Pero que sea virtual no quiere decir que no surta efecto en el
mundo de la teoria econdmica abierta por Sraffa. Su principal virtud: que, a la
postre, le permite al italiano establecer una relacién entre salarios y ganancias
gue no depende de las variaciones de los precios. Con ello, el suefio de
Ricardo se ve cumplido a los 150 afios de su muerte. La razén-patron R se
define a partir de las 4 ecuaciones siguientes:
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O PY = (1+r)xPX +wL
2 PY =(1+g,)xP X

3) PYI-PXI=1
2) LI=1

Y sin embargo esta razon-patréon R jno esta... adn! en ninguna de este sistema
de ecuaciones, en las que Y es la matriz jdiagonal' nxn de productos finales, P
el vector de precios 1xn, r la tasa de ganancia, w la tasa de salarios y L el
vector de inputs de trabajo 1xn. La razon de ello es que en la ecuacion (2)
surge solo de hacer cero la tasa de salario w en (1). Sraffa creia que g, era la
razon-patron R y lo razona desde el punto de vista econdmico en el capitulo V
de su obra que trata del “caracter Unico del sistema patrén”. Dice Sraffa en ese
capitulo que “puede demostrarse que el valor de R al que corresponden todos
los precios positivos es el minimo de todos los k posibles™®. Veremos que la
frase de Sraffa es totalmente desafortunada porque es falsa, a pesar de lo cual,
su obra avanza genialmente hasta el mismo apéndice B de los productos que
se auto-reproducen. Nos quedamos de momento con esto y avanzamos por
nuestra parte que la razon-patron se obtiene del sistema de ecuaciones:

(5) UYQ = XQ
(5bis)™ LQ=1

9 Pag. 51 de PMPM. En Oikos-Tau. Tal es asi que Sraffa, segun criterio de Bertram Schefold,
nunca conoci6 el teorema de Perron-frobenius. Dice Schefold en Joint Production: Triumph of
Economic over Mathematical logic?: “Perron published his theorem in 1909, Frobenius his in
1912 in Germany. Several others proofs were published around 1950, but neither Sraffa nor his
mathematicians took notice of them”, pag. 175, Routledge, 2009. Sin embargo, Kurz y Salvadori
recogen lo contrario en Sraffa and the mathematicians: Frank Ramsey and Alister Watson
cuando dicen que “As regards the second remark, as reported by Sraffa, we do not know,of
course, what was at the back of Ramsey’s mind. However, had the starting point of his remark
been the Perron-Frobenius Theorem, then things would have been crystal clear. Yet in this case
he could have been expected to draw Sraffa’s attention to the existence of this theorem, which
is a most powerful tool to solve the kind of problems Sraffa was interested in. There is no
evidence to this effect; on the contrary, Sraffa’s papers would seem to imply that none of his
mathematical friends referred him to this theorem”. Parece pues que, a pesar de los esfuerzos
de sus amigos —especialmente del sufrido Ramsey- y a pesar de que el teorema dejaba claro el
problema (“cristal clear”), Sraffa no lo tuvo en cuenta. El problema es que no parece que fuera
consciente de las consecuencias de esta omision a lo largo del texto, porque ello le obligé a un
esfuerzo explicativo que, a pesar de sus errores formales, dio como resultado un libro
(Produccion de...) de economia y no so6lo un mero modelo matematico a la manera de Von
Neumann. No ha bien que por mal no venga.

% La ecuacion LQ=1 es una genialidad mas de Sraffa porque permite afiadir una ecuacién al
sistema de (5) cuando lo necesitaba sin afiadir ninguna nueva variable. En efecto, los inputs
de trabajo se consideran constantes y el vector de multiplicadores Q ya han aparecido en (5).
La necesidad de una nueva ecuacion se derivaba de que en (5) hay n ecuaciones, pero sélo n-
1 variables: el autovalor u y los n multiplicadores g;. Al afiadir la ecuacion (5bis) a las n
ecuaciones de (5), el nimero de ecuaciones se iguala con el de incégnitas y el sistema tiene —o
puede tener- solucidon. Ademas, como subproducto de este proceder, se incorporan los inputs
de trabajo que, de lo contrario, no hubieran jugado ningln papel, lo cual dejaria al sistema
patron y a la propia mercancia patrén (5) bajo sospecha.
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junto con (2). En (5), u es el autovalor maximo de la matriz A=XY'y Q es el
vector columna nx1 de multiplicadores que sirven para construir la mercancia-
patron que es el sistema (5) de n ecuaciones. El sistema (5) se ha obtenido
previamente de uY=X, siendo u=1/(1+R), que es la definiciébn de razén-patron,
la matriz A de requerimientos sale de post-multiplicar uY=X por Y. Pues bien,
si ahora pre-multiplicamos por los precios P la (5) y pos-multiplicamos la (2) por
los multiplicadores Q queda:

(6) uP (YQ)=P(XQ)
. (PY)Q=(1+g,)(PX)Q

Y los sistemas de ecuaciones (6) y (y) son el mismo si hacemos que
u=1/(1+gm), 0 de otra manera, gm=(1-u)/u. Sraffa no nos dice nada de esto
porque en ningn momento emplea —aunque lo conociera porque tuvo 3
magnificos matematicos que le asesoraron®'- el teorema de Perron-Frobenius.
Este teorema nos dice que, dada una matriz A (en este caso concreto, A=XY™)
cuadrada, positiva e irreducible (version fuerte del teorema) existen dos
autovectores de A (una por la izquierda y otro por la derecha) y un autovalor -
que es el maximo de los autovalores-, tal que es el Unico de los autovalores
que haces que esos dos autovectores (en este caso, los precios y/o los
multiplicadores) sean estrictamente positivos. Sraffa no sélo no habla de todo
esto, sino que no lo emplea, y construye su razén-patron como el menor de lo
k, es decir, el menor de los excedentes relativos posibles. Al sostener la
igualdad gm=(1-u)/u merced al teorema mencionado, llegamos a que gm=R, €s
decir, a la razén-patrén, cosa que cree llegar Sraffa mediante el que hemos
llamado método del recuento de los excedentes relativos. Y con ello estamos
ya en la razon-patron R como —ademas- tasa maxima de ganancia gn. Sraffa
planté la semilla -que era lo importante- aunque la plantara en lugar
equivocado. Llegado a ese punto de igualdad entre excedente y tasa maxima,
la razén-patron deja de ser una variable monetaria para convertirse en una
variable que depende s6lo de los medios X, de los productos finales Y y de los
inputs de trabajo L (merced al numerario LI=1)

Tasa de ganancia maxima (gm)

Esta tasa surge también de hacer cero la tasa de salarios en la ecuacién de
definicidn del sistema, pero en el sistema de produccion conjunta. Este sistema
lo caracteriza Sraffa como aquel en el que “dos mercancias son producidas
conjuntamente por una sola industria™?. Es el caso méas simple, pero a partir de
él podemos decir que un sistema de produccion conjunta es aquel en el que n
industrias, sectores o procesos producen hasta mxn posibles productos finales.
La ecuacion que define el sistema de produccion conjunta —version Sraffa- es
similar a de la produccion simple:

°! Besicovitch, Ramsey y Watson. Es el propio Sraffa quien hace reconocimiento a estos
matematicos.
%2 pag. 67 de PMPM.
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@ PY =wL + (1+r)PX

pero con la notable diferencia de que, en este caso, la matriz Y no es una
matriz diagonal, sino una matriz con posibles nxn elementos positivos. Ello da
lugar a una matriz de requerimientos A=XY' en la que ya no podemos
asegurar que todos sus elementos a; sean todos positivos, razon suficiente
para que ya no se pueda aplicar el teorema de Perron-Frobenius, con lo cual
no tenemos autovalor que de lugar a precios estrictamente positivos o,
alternativamente, unos multiplicadores todos positivos. Sraffa no emplea estos
argumentos al no considerar el teorema y recurre para ello al método del menor
de los excedentes relativos. Es verdad que con ello llega también a un vector
de precios estrictamente positivo, pero se equivoca al considerarlo como
condicion necesaria para obtener el vector positivo cuando en realidad es una
condicion suficiente. Por eso no es errénea lo que dice Sraffa en el comienzo
del capitulo VIII: “tan pronto como consideramos en detalle la construccion de
un sistema patron con productos conjuntos, resulta obvio que puede que
algunos de los multiplicadores tengan que ser negativos™3. De (8) —al igual
que de (1) — se obtiene la ecuacién de precios:

©) P=wLY [l -1+ g)A]"

pero donde, al estar en la produccién conjunta, ya no podemos asegurar que
todos los elementos de A=XY sean positivos; tampoco podemos de los LY™.
El resultado es que ya no se puede garantizar que todos precios sean positivos
en (9).

Ahora, al hacer cero los salarios y tomar como numerario®* el valor de

los medios de produccion, es decir, al hacer PXI=1 (primer numerario) en (8) y
LI=1 (segundo numerario) obtenemos:

w

gm_ g
Y si ahora despejamos la tasa de salarios de (10) en (9) queda:
-1 -1
a  P=(g,-g)LY I -(+g)A]

que en términos de tasas de ganancia maximas gn, (tercer numerario) queda lo
habitual:

3 pag. 71 de PMPM.

** En este caso la tasa de ganancia de la produccién conjunta g, no es comparable a la de la
produccién simple no sélo por los supuestos sobre la matriz Y de productos finales ya
comentado, sino porque también en la produccién simple se ha tomado como numerario el
productos neto, es decir, PYI-PXI, mientras que en la produccién conjunta se ha tomado PXI.

© EMUI Euro-Mediterranean University Institute | Universidad Complutense de Madrid | ISSN 1578-6730
Publicacion asociada a la Revista Nomads. Mediterranean Perspectives | ISSN 1889-7231



Nomadas. Revista Critica de Ciencias Sociales y Juridicas | 36 (2012.4)

P ~ L
(11bis) g—=(1—gi)xw I -+ g)A]*

m m

donde los precios se determinan en funcién de la tasa maxima de ganancia en
este modelo de produccién conjunta y donde, como queda dicho, no se pueden
asegurar que todos sean positivos. Esta es la diferencia con la produccién
simple.

Tasa de ganancia-recuento (k)

Ya ha salido antes, pero la cuestion es que Sraffa nunca utiliz6 a Perron-
Frobenius y crey6 que su método de recuento de los excedentes relativos era
equivalente al del teorema. O al menos hay que suponer que conocia el
teorema y no lo quiso utilizar para evitar que su obra se deslizara hacia un
mero modelo matematico a la manera del de Von Neumann o los de equilibrio
general a la manera de Walras. Para Sraffa la razén-patron es igual al minimo
de los excedentes relativos de todas las mercancias. Es decir:

(12) k =menor k. =—— vi=lan

Sraffa razona que si la tasa de ganancia es menor 0 a lo mas igual que esta
tasa basada en el recuento de los excedentes relativos, los precios no podran
ser negativos en la produccion simple. Para la produccion conjunta ya queda
dicho que Sraffa, con acierto, razona que ya no se puede asegurar que todos
los precios sean positivos por los efectos indirectos de las diferentes
proporcionalidades de los medios en relacion a los productos todos aquellos
que intervienen en la produccion, sea de forma directa y/o indirecta. Veremos
gue esto es sélo una verdad a medias. Resulta sorprendente que ningun critico
o historiador de Sraffa se haya dado cuenta de este hecho. El caso es que no
afecta a las conclusiones econémicas de Sraffa en toda su obra, pero si en la
base formal de su sistema.

Relacion entre estas tres tasas

La pregunta que surge llegado este punto es: ¢ Qué relacion guardan estas tres
tasas? ¢Pueden compararse o pertenecen a supuestos diferentes que no
admiten comparacion? Veamos un sistema de ecuaciones que nos van a

permitir comparar la tasa de ganancia maxima y la razon-patrén. Damos el
sistema de ecuaciones para posterior explicacion:

(13) P.Yy + PY =wL+(1+g)PX
(14) P,Yy +PY =(@1+g,)PX
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(15) PY =(1+R)PX

(16) PYI - PXI =1
(17) LI =1

En este sistema hay bienes no-basicos representados por la matriz Yy de
dimensiones mxn y sus respectivos precios pm representados por el vector Py
de dimension 1xm. El resto de las ecuaciones ya han sido comentadas, y
especialmente el hecho de que, a pesar de estar en la produccidén conjunta por
existir bienes no-basicos “desgajados” de los basicos, la matriz Y de productos
finales es, en este caso, una matriz diagonal® (como en la reproduccién
simple). Del conjunto de las ecuaciones anteriores obtenemos:

(18) P.Yy! =(9,— R)PXI

Y en (18) se aprecia claramente que si se quiere que el valor del conjunto de
los bienes de consumo (no-basicos, dicho con mas propiedad) PnYnl sea
mayor que cero, ha de ocurrir que la tasa de ganancia g, sea mayor que la
razon-patron R, es decir, que:

(19) Sl PNYNI >:O:> gm >= R

En (19) vemos la ventaja de la razon-patron R sobre la tasa méxima de
ganancia gm, porque, sin necesidad de que el sistema haga desaparecer los
salarios (criterio de la tasa maxima), se puede obtener un vector de precios
positivos porque eso nos lo asegura la razén-patron, que es a la vez una
medida del excedente y la tasa maxima de ganancia. No es pues necesario
llevar la tasa de ganancia g a su maximo gn, para dar con un vector de precios
todos estrictamente positivos. En el caso de que fueran cero los productos no
basicos habriamos llegado al paraiso esrafiano de la produccién simple porque,
recordémoslo, en este modelo propuesto, la matriz de productos finales no es
diagonal, sino que puede tener todos sus elementos un valor positivo.

Ahora vayamos a la tasa de ganancia basada en el recuento de los diferentes
excedentes relativos y que hemos visto en (12):

(20) k =el menorde todoslos k, =—"— Vi=lan

2%,
j=1

> Este supuestos es fundamental y Unico para poder encauzar en un mismo sistema de
ecuaciones la razon-patron y la tasa maxima de ganancia. Si Y no fuera diagonal como en la
produccién conjunta tipicamente esrafiana, entonces ya no tenemos mercancia-patrén; adn asi
se puede concebir la mercancia-patron, pero con el inconveniente sefialado por el propio Sraffa
de que algunos de los multiplicadores fueran negativos.
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La ecuacion (20) en términos matriciales puede expresarse como:
1) PY =P(l + K)X

siendo K la matriz diagonal formado por los n excedentes relativos kj. Ahora, si
comparamos (21) con (15) se obtiene:

(22) PY =P(l + K)X =(1+R)X

Y si en (22) no tomamos los n diferentes excedentes relativos k; sino el menor
de todos ellos, es decir, k, de acuerdo con (20), lo que tenemos es:

(23) P(l +k)X =< (1+R)PX = k=<R

Y el resultado de unir (23) a (19) queda la notable:

(24) k=<R<=g,

que es la relacién que queriamos obtener. Nos dice que la tasa de de ganancia
maxima g, €s mayor que la razén-patron R y que esta lo es de la tasa-recuento
k (Sraffa), aunque podria haber algin caso extremo en que fueran iguales. En
el método de recuento de Sraffa resultd valido como condicion suficiente
porgue nos asegura precios positivos, pero falla como condicion necesaria
porque es demasiado exigente, puesto que no es necesario tomar el menor de
todos los excedentes relativos para tal fin, sino que basta con la razén-patron R
(en la produccion simple) como medida del excedente y como tasa maxima gm;
el método de la tasa de ganancia maxima falla si podemos aplicar la razon-
patrén (en el caso especial de produccién simple con bienes no-basicos)
porgue cuando llevamos la tasa de ganancia g a la tasa maxima de ganancia
Om —Y por tanto traspasamos el limite de la razén-patron R— algunos de los
precios pueden hacerse negativos antes de llegar a esa tasa maxima. Soélo la
razon-patrén nos asegura precios positivos sin partir del minimo de los
excedentes relativos y sin llegar al maximo de la tasa de ganancia. Cuando, por
las caracteristicas del sistema que hemos definido con nuestros conceptos,
reglas y ecuaciones, no podemos aplicar Perron-Frobenius, tenemos que
recurrir a lo que decia Sraffa, es decir, a que seran los propios empresarios y/o
actores de la escena econdémica los que evitaran llegar a extremos como
precios negativos o precios tendentes al infinito (las habas del apéndice B del
libro de Sraffa).

Pareceria por la discusién anterior y las variables implicadas que estamos muy
alejados de la realidad y que hubiéramos sacrificado ésta en aras de lo
explicativo porque: 1) empleamos tasas unitarias para salarios y ganancias; 2)
porque la mercancia-patron es una construccion virtual. Pues nada de eso. La
realidad esta inserta en el modelo porque, sin dejar de serlo, podemos hacer
las cosas siguientes: 1) podemos arribar a las tasas unitarias mediante
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ecuaciones de tipo wLI=LWI y wLI+(1+g)PXI=LWI+PX(I1+G)I; 2) podemos partir
de salarios pre-factum en lugar de los post-factum habituales esrafianos, es
decir, incluir en las tasas de ganancia todos los costes, es decir, hacer que
PY=(LWI+PXI)(I1+G); 3) porque podemos hacer que Yy no sea cuadrada, con
mxn mercancias distintas de n sectores (0 procesos) sin que varien las
conclusiones; 4) porque la matriz W tampoco tiene que ser cuadrada, puesto
gue no requerimos su inversa; 5) porque podemos tomar n tasas maximas de
ganancia mediante (1+gm)PX=PXI(1+Gp); 6) porque gm es dependiente de X
1(Y-X), es decir, de los valores fisicos de medios, productos e inputs de trabajo
(merced al numerario® LI=1).

= —

-1
5 _ W(l+g)LX

o k—q

w(l+g)LX

precios y tasas de ganancia

Anexo 2: Perron-Froebenius y una pista para el teorema del punto fijo

Los tratamientos sobre el equilibrio general competitivo de Debreu, Arrow y
Hahn, etc., suelen estructurarse de forma axiolégica, enumerando las hipotesis
formales para llegar a las conclusiones. Nada mas alejado del interés de Sraffa.
El italiano parte, camina y concluye en el mundo de las proposiciones
econdémicas, aungue se tenga que atener a la disciplina de las matematicas o,
al menos, utilizarlas como mero instrumento para no errar en las conclusiones.
Ambos métodos tienen sus ventajas e inconvenientes, ademas de que siempre
se ha de distinguir entre el método de investigacion y el de exposicion. Visto el
desarrollo de su libro, Sraffa fue sacando a la luz sus conclusiones sin tener un

°® Tomar un numerario es una manera de decir que una ecuacién —todas si hay mas de una-
han sido divididas por la expresion del numerario. En este caso, que hemos divido todas las
ecuaciones entre LI. También lo hemos tomado otros numerarios compatibles con el anterior
puesto que en ningun caso se repiten las variables.
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conjunto axiomatico de hipotesis que le iluminaran al final del tinel. Por eso
tuvo que rectificar, por ejemplo, su consideracion sobre los bienes basicos y no
basicos cuando abord6 la produccién conjunta y/o se vio contrariado con su
propia definicion, aun cuando ésta la tuviera in mente desde el principio.
También demuestran estos avances y titubeos con las consideraciones en el
apéndice B de su libro Produccion de mercancias por medios de mercancias
cuando convirti6 -en mi opiniébn con acierto- en un apéndice lo que en un
principio debia ser s6lo una nota a pie de pagina. A pesar de ello, hay que
agradecer a Sraffa que fuera mostrando sus resultados a medida que los
descubria, porque ello ha resultado mucho méas pedagdgico. Ha sido y es una
de las tareas de sus epigonos: matizar sus hipotesis si son incoherentes con
sus fines, solucionar sus errores y desarrollar su obra. Lastima que esos
desarrollos -aun muy insuficientes- no hayan llegado a los manuales
universitarios de economia y s6lo han quedado para tesis doctorales o articulos
con los que aumentar algun curriculo. Siguiendo con el contenido de lo que
veniamos comentado, no tiene Sraffa un desarrollo axiomatico que nos permita
cerciorarnos de que su sistema parte, conduce y llega a un equilibrio, aunque
no tenga sentido llamarle en principio competitivo. Mi opinion es que tampoco
es incompatible con él, porque las cantidades de medios, productos e inputs de
trabajo estdn dadas. De hecho si se puede afirmar que Sraffa trabaja siempre -
e incluso cuando reduce el capital a trabajo fechado- con un conjunto de
ecuaciones que implican un equilibrio. Ello es posible por dos cosas: 1) las
variables no estan fechadas; 2) el vector de precios de productos finales es el
mismo que el vector de medios. Sin embargo, Sraffa ni siquiera hizo en su libro
consideracion o mencion alguna al respecto, aun cuando los avances sobre los
aspectos formales de los equilibrios competitivos se estaban produciendo al
mismo tiempo que el desarrollaba su obra®’. Las razones pueden ser varias,
ademas quiza del desconocimiento que tuviera sobre estos tratamientos
axiolégicos. Una razon profunda es la absoluta diferencia que tiene la
consideracion de los precios entre los analisis mencionados y lo que pretendia
Sraffa: para los primeros, los precios son la guia de la asignacion de los
recursos y baremo de la escasez, mientras que para el italiano los precios son
meros coeficientes de intercambio. Empleo el término coeficiente, consciente
de que Sraffa no emplea un término ni parecido (podria ser ratio, por ejemplo),
porque probablemente su temor a sufrir un rechazo -por si no bastaba ya el
sufrido- por parte de sus compafieros de profesién que fuera total. Sraffa los
llama precios de produccion, a pesar de que no tiene una teoria de los costes
ni trabaja con funciones de produccion explicitas. En realidad el nombre le
debié importar poco. El norte de Sraffa, como ya he sefialado en otros
articulos, era doble: el estudio del excedente, su distribucion y sus limites, y el
mayor -y definitivo- ataque a la teoria de la produccion neoclasica-marginalista.
Sin embargo, al centrarse en estas dos cuestiones, creo que no se dio cuenta
de que su modelo se acercaba a los desarrollos del equilibrio general de la
época, que -y esta es una opinidbn muy personal- y compartia con ellos lo que
supone un ataque a la teoria del capital y, en general, del mercado competitivo
de la economia, por la necesidad de hacer explicitos los teéricos del equilibrio
competitivo los supuestos vaporosos y paradojicos en los que se sustentaban
la microeconomia de entonces (de Marshall) cuando se pasaba del analisis

* véase la Introduccion histérica de la obra de Arrow y Hahn Anélisis General Competitivo.
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parcial al general. En concreto, Sraffa no menciona nunca nada referido al
teorema>® de Perron-Frobenius. Cuando Sraffa plantea la ecuacion:

(1) PY =(1+ R)PX

como hemos visto que surge a su vez de la ecuacion de definicion de su
sistema al hacer cero la tasa de salarios, estd planteando una relacion de
equilibrio no demostrada, porque los precios son los mismos en el lado
izquierdo de la ecuacion (productos finales Y) de los del lado derecho (medios
de produccion X). Ya hemos comentado que las preocupaciones de Sraffa son
otras, pero la vision actual, para poder propiciar el avance de sus modelos,
deber ser también otra. Si llamamos como siempre A a la matriz de
requerimientos tal que X=AY, por lo que A=XY", la (1) se transforma en:

) P= (1+ R)PA

Hemos visto que R surge de la resolucion de un sistema de ecuaciones tales
como YQ=(1+R)XQ y LQI=1, siendo Q el vector nx1 de multiplicadores, por lo
que R=f(L,Y,X), y no de los precios P. Si ahora reemplazamos los precios P de
la ecuacion (2) en el lado derecho de la misma ecuacién de forma reiterada,
llegariamos a una funcién tal como:

(3) P = (1+ R)nPAn

Esta aplicacion transforma precios (el conjunto P=dominio de definicién de la
aplicacion) en (1+R)"PA" (conjunto imagen). Pareceria que fuéramos bien para
llegar al terreno del teorema de Kakutani, pero no es asi porque dado que R ha
de ser mayor que cero, el conjunto imagen es mayor que el conjunto dominio y
todo se va al garete. Eso no ocurrira si hacemos directamente que (2) sea:

1+
1+R

4) P PA

con tal de que r<=R. Y tras sucesivas sustituciones de P:

1+r

(5) P <= PA"

1+R

Se ha afadido la posibilidad del menor porque ello es imprescindible para
aplicar Kakutani, por lo que (5) es una construccion (una aplicacion) inspirada
en (3), pero no deducida estrictamente de (3). Falta ain una cosa para acotar
el conjunto de precios P, objeto de la aplicacion: dividir cada precio por la suma
de todos ellos:

%8 Sraffa and the mathematicians: Frank Ramsey and Alister Watson , por Kurz y Salvadori.
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(6) P == —

Zizl P'

0 en términos matriciales:

1
(6 bis) Fr =5 <P

por lo que (5) quedaria:

k
1+r "
P <= P.A
(7) sS"{17R) ' F

Con (7) tenemos una posible aplicacion que cumple el teorema de Kakutani si:
r<=R, si A“*<A¥ para k=1 a n y Pr>=0 para i=1 a n. De (7) se puede decir que
es una correspondencia continua (semicontinua por arriba) que proyecta
puntos de un conjunto cerrado, acotado y convexo (los precios Pg) en un
subconjunto del anterior (los precios Ps), también convexo, tal que tiene un
punto fijo>°, es decir, que ocurre que:

SO ELLA N
(8) " 1+R) ©

Dicho de otra manera, que existe un vector Ps en la imagen del conjunto
correspondiente mediante la transformacion (7) que hace que S=R, es decir,
que Ps= Pg. Hay que demostrar rigurosamente que (7) es una aplicacion
continua, cerrada, acotada y convexa. S6lo unos apuntes al respecto. La
aplicacion es continua® si trabajamos con nimero reales para los precios y la
funcidn es continua; es acotada por (6), es decir, porque hemos tomado como
numerario la suma de los precios originales, con lo cual la suma de los precios
transformados en (6) vale 1; es cerrada porque el signo de (7) es menor o
igual, con lo cual todos los puntos de acumulacién de Pg pertenecen al dominio
de definicion; por dltimo es convexa porque una combinacion lineal del lado
derecho de la aplicacion (7) pertenece a su vez al dominio de definicién si la
combinacion lineal se hace con dos coeficientes tales como m y 1-m, para m
tal que O<=m<=1.

Hay que pensar que no hubiéramos llegado a Kakutani si no hubiéramos
partido de Perron-Froebenius para obtener un R independiente de los precios,
lo cual implica que A ha de ser cuadrada, no negativa y reducible (version débil

% Para la definicién de teorema del punto fijo véase la pag. 136 del libro anterior mencionado
de Arrow y Hahn.

® | a condicién necesaria -pero no suficiente- para que una funcién sea continua es que su
dominio de definicion y su imagen pertenezcan al conjunto de los nimeros reales. Este hecho
no se suele resaltar en los manuales de matematicas, que suelen recaer la responsabilidad de
la continuidad de las funciones en la forma de éstas.
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del teorema) para obtener un conjunto de precios (autovector de A) no
negativo, con el afiadido posterior que ha de ser productiva, es decir, que se
cumpla que A**'<A¥ sj se quiere que R sea mayor que cero®.
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