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1. INTRODUCCION

En Astronomíay enGeodesia,comoen las restantescienciasexperimentales,
seoperaconfrecuenciaconvaloresnuméricosobtenidosporobservacióny medida.
Estosvalores,por muy cuidadosaque seala observacióny por muy grandeque
sea la precisión de los aparatosempleados,vienen siempreafectadospor un
conjunto de erroresque no en todoslos casoses posibledeterminar,y que son
debidos a variascausasde muy diversanaturaleza:deficienciasde los aparatos
de observación, variación de las condiciones ambientales, defectos de los sentidos
o distraccionesdel observador,etc, etc.

Si se repiteun ciertonúmerode vecesunaobservaciónen la que setratade
determinarel valor de una magnitud,efectuandotodaslas observacionescon los
mísmos métodosy aparatosy con en máximo esmeroposible, se obtendránen
generalresultadosdistintosen las distintasobservaciones.(En realidadestadis-
cordanciadependeen cierto modode la precisiónquesequieraobtenerpues,por
ejemplo, si se realiza una serie de medidas de un mismo ángulo solamente con
la aproximacióndel gradopuedeocurrir quevariasde ellas coincidan;esto difí-
cilmente sucederíasi se pretendiesenaproximacionesdel ordendel segundoo
fracción de éste).

Se presentaasí el problemade definir, partiendode estosdatos de obser-
vación,cual ha de tomarsecomo valorde la magnitudmedida,el quese llamará
valor másprobable, de modo que el error cometidoal tomar dicho valor más
probablecomomedidade la magnitudencuestiónseael menorposible. Y adop-
tando yaestevalor más probableinteresaconocerel gradodeprecisióncon que
sehan efectuadolas observaciones,y la aproximacióncon queaquelrepresenta
la magnitudmedida.

Porotra parte, la Ciencia llega por consideracionesteóricas a darunaex-
plicación de determinadosfenómenosobservados,teoríasque se enuncianme-
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diante ciertas leyes matemáticas.Ahora bien, es necesariocomprobaren cada
caso,hastaquépuntodichasteoríasestándeacuerdocon la realidad, comprobación
quehadedarlalaobservacióndel fenómenoestudiado.Efectuadaestaobservación,
los resultadosobtenidosno coincidiránexactamentecon los deducidosde la ley
matemática a que condujo la teoría; se encontrarán diferencias, que podrán ser
pequeñasperosiempreexistirán.Apareceasíla dudade si laexistenciadedichas
diferenciases debidaa erroresen la observacióno si, por el contrario, la causa
estáen no ser cierta la teoríadesarrollada.En estascircunstanciases necesario
algún proceso que nos permita dilucidar esta duda y conocer, como antes se dijo,
hastaqué puntola teoríaestáde acuerdocon la realidad.

Estosson, en líneasgenerales,los principalesproblemasen los que ha de
intervenir la Teoría de Erroresde Observación,mediantela cual se tratará su
resoluciónen el presenteescrito. Se estudiarásucesivamente:

1) La determinacióndel valormásprobablea partirdel conjuntodemedidas
efectuadasde unamagnitud.

2) La determinaciónde la precisiónde la seriede medidas.
3) La determinaciónde la precisióndel valor másprobableadoptado.

El desarrollohistórico de la Teoría de Errores,que va muy ligado al de la
Teoría de Probabilidades,comienzacon los trabajosde Simpsonde 1756 en los
que aparecenlas primerasdiscusionesmatemáticassobrelas distribucionesde
frecuenciasde los erroresde observación.Laplaceen su «Théorieanalitiquedes
probabilites»de 1811 introducela probabilidadde una función lineal de errores
con el asertode que una desviacióno error es la suma de muchaspequeñas
desviacionesy da fórmulasparala naturalezade unadistribuciónde frecuencias.
Poissonen 1827 abundaesestasdisquisicionesdandola distribuciónque llevasu
nombre. Thiele en su «Teoría de las observaciones»de 1897 introducelos se-
miinvariantesen teoríade probabilidadesy estudiadiversas distribucionesde
frecuencias.Poincarétambiénescribesu «Calcul desprobabilites».

Pero es a Gausscon su «TheoriamotuscorporunCoelestium»de 1809 y su
«Theoriacombitationisobservationunerroribusminimis obnoxiae»de 1823, a
quien se debeel establecimientodefinitivo de la Teoríade Erroresdeobservación,
y su aplicación práctica, llegandoa la deducciónde la ley que los gobiernay que
lleva su nombre.

2. DEFINICIONESY CONCEPTOS

Supóngasequeparadeterminarel valordeunaciertamagnitudseharealizado
una seriede observaciones.

Se denominaerror verdaderoa la diferenciaexistenteentreel valor realo
ideal de unamagnitudy el valor observadode la misma. Esteconceptogeneral-
menteno tiene realizaciónprácticapuestoque casinuncaseconocenlos valores
realesde la magnitudque se pretendedeterminar.El valor ideal o verdaderode
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unamagnitudpuedeconocerseen aquelloscasosen los quees matemáticamente
determinable,independientementede las observaciones,(por ejemplola sumade
los tres ángulos de un triángulo plano, que es 180 grados).Convienedistinguir
entre error y equivocación,esta última no es más que una diferencia debida, como
su nombre indica, a una falsa interpretación teórica o a un despiste práctico.

Se establece el conceptodeexactituddiciendo que una observacióno resultado
es más o menos exacto en tanto en cuanto sea más o menos aproximado a la
verdad o bien a un patrón o modelo si existe; se estimarámediantela magnitud
de los errores cometidos.

Por otra parte se llama precisión al grado de perfección o afinamiento con
que se realiza una observación o se establece un resultado; dependeráprincipal-
mente de los aparatosutilizados,fórmulasempleadasy esmerodelosobservadores.
Así pues, puede darse el caso de que una medida sea exacta sin ser precisa y
viceversa.

Es interesantetambiénel conceptode discrepanciautilizado por algunos
autores.Puededefinirsela. discrepanciacomo la diferenciaentre dos medidas
obtenidasde una mismamagnitud. Si se tienen dos seriesde observacionesde
una mismamagnitudy si la discrepanciaentre las dosespequeña,esto indica a
priori que no se han cometidoequivocaciones.

3. CLASIFICACION DE LOS ERRORES DE OBSERVACION

Los errorescometidosen unaobservaciónpuedenobedecer,como yaseha
dicho,a causasmuydiversas.Segúnestopuedehacerseunaprimeraclasificación
en:

Errores personales:Son los debidos a imperfeccionesen los sentidosdel
observador(vista, oido, etc.) o bien a distraccionesen el momentode la obser-
vación, o a tendenciasnerviosas.La llamadaecuaciónpersonal es un ejemplo
claro de esta clase de errores; un mismo fenómeno, por ejemplo el momento de
pasode unaestrellapor detrásdel hilo del retículode un anteojoes señaladapor
distintosobservadoresen distintosinstantes,presentandocadauno unatendencia
a adelantaro a retrasardicho instante.

Errores instrumentales:Comosu nombreindica sondebidosal aparatoque
se utiliza parala observación.Al observarcon un aparato,su puestaen estación
nuncaes perfecta,ni sus componentes(ejes y cfrculos de lectura,por ejemplo)
ocupanlasposicionesqueteóricamentedeberíanocupar,lo quehacequelos datos
obtenidosno seannuncalos valores verdaderos.La utilización de fórmulas y
parámetrosde calibraciónes necesariaen muchasocasiones.

Errores teóricos: Sondebidosa deficienciasen la teoríaen quese basanlas
observaciones.Porejemplo,aldeterminarpor observaciónla alturadeunaestrella
sobreel horizonteo la distanciaentredospuntosconun distanciómetroelectrónico
ha de corregirseel resultadoinstrumentalparateneren cuenta;entreotrascosas,
el efectode la refracciónatmosférica;ahorabien, estacorrecciónpor refracción
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se introduceaplicandofórmulasobtenidasteóricamente,peroque sólo daránva-
lores aproximados.Se tieneasí unanuevacausade error.

A partir de estaclasificaciónpuedehacerseotra másexhaustivaque es la
que presentamayor interésparala Teoríade Errores.Los erroresde cualquiera
de las trescategoríasanteriorespuedenclasificarseen:

Errores constantes:Un error esconstantecuandoproduceel mismo efecto
sobretodas las observacionesde una mismaserie de medidas.Porejemplo el
errorde orientaciónde un aparato,dadoquetodaslas medidasrealizadasvendrán
afectadasdel mismoerror; el error de cero de unaregla graduada,etc.

Erroressistemáticos:Un error sistemáticoes aquelquevienedadopormedio
de unarelación,establecidade antemano,en función de algunacondiciónde las
que intervienenen la observación.La naturalezade las causasa las queobedecen
estoserroresno siempreseconocencon precisiónperosontalesquesiempreque
se realiza un mismo tipo de observacionesen las mismascircunstancias,sepre-
sentancon el mismo valor y el mismo sentido.

Por ejemplo, si se hacenmedidascon una cinta métricaa diferentestem-
peraturas,el error resultantede estavariación es sistemáticoy puedecalcularse
conociendola temperaturay el coeficientede dilatacióndel material de que está
hechala cinta.Otro ejemplodeerrorsistemáticoesel de graduacióndeun círculo,
esteharáque,siemprequese realiceuna lecturaen la división afectadade error,
la lectura apareceráfalseada,y siempreseráen la mismamagnitudy el mismo
sentido.Un estudiopreviodel círculograduadopermitiráconocerestoserroresy
por lo tanto eliminarloso corregirlos.

Este estudioprevio de los aparatos,métodosy circunstanciasde las obser-
vaciones,con objetode determinartodaslas causasposiblesde erroressistemá-
ticos, asícomolas leyessegúnlascualesinfluyen enlosresultadosdeobservación,
esnecesarioconel fin depodersuprimiro eliminartodosestoserroressistemáticos,
bien por el cálculo o bien por un procedimientooperatorioapropiado,lo que es
preferible.

Errores accidentales:Los erro’res accidentales,tambiénllamadosfortuitoso
aleatorios,provienende causasvariables,desconocidasde una forma precisae
imposiblesdeprever,que influyen deunamanerairregular,variandosu magnitud
y sentidode unaobservacióna otra. Se considerancomo sucesosal azar.

Así, el estadofisiológico del observadorinfluye en las lecturashechasde
una maneraimposible de precisar. Una masade aire más cargadade humedad
queseinterpongaentreel observadory leobjetoobservadodarálugara variaciones
de la refracción.Una pequeñavibracióndel piso dondeestéinstaladoun aparato
producirásu descorrección,etc. Todas estascausasy otras muchasfáciles de
intuir, sonlas que dan lugar a los erroresaccidentales.

En definitiva, estasdosúltimas clasesdeerrores sonuna solacon la salvedad
de que para las primeras pueden conocersesus causasy por tanto estudiarse y
paralas fortuitas no.

Ademásdelo dichoparaloserroresaccidentales,tambiénhayqueconsiderar
lo siguiente:despuésde eliminarun errorconstanteo sistemático,quedasiempre
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un pequeñorestodebido a que la magnitudde esteerror eliminado no ha sido
perfectamenteconocidao a que la eliminación ha sido imperfectaincluso por
consideracionesaproximativasde las fórmulas, empíricasen la mayoríade los
casos,utilizadas.Esteremanentetambiénpuedeconsiderarsecomo un error ac-
cidental.

El progresode la Ciencia, al estudiarlas condiciones,métodosy aparatos
de observaciónpor un lado y la habilidadde los observadorespor otro, auto-
matizandocuantoseaposible la toma de datos, hande tendera descubrirtodas
lascausasposiblesdeerroressistemáticosdandoasílugara suestudioy corrección
o elimínacion.

Siómpreque se utilizan datos de observaciónse suponenya corregidosde
todoslos erroresconstantesy sistemáticosposibles,quedandoestosdatosteóri-
camentesólo influidos por los erroresaccidentalesquees a los que se refiere el
presenteestudio.

4. PROBABILIDADES

Porserde aplicaciónconstanteconvienerecordarsomeramentealgunasde-
finicionesy teoremasdel cálculodeprobabilidades.(Paraunamejorcomprensión
de lo que sigue es necesarioel conocimientode los conceptosfundamentalesde
Teoría de Probabilidadesy EstadísticaMatemáticaque puedenadquirirsecon-
sultandoun buen tratadoen la materia).Supondremosconocidoslos conceptos
de frecuenciay probabilidady sólamentesedarána continuaciónaqueuoscon-
ceptosque de unaformamásdirectavan a interveniren la Teoríade Errores.

Se distinguentres tipos de pmbabilidades:simple, compuestay total.
Probabilidad simple: La probabilidadsimpleo de ocurrenciade un suceso

es la relaciónentreel númerode casosfavorablesa la produccióndel mismo y
el númerototal de casosposiblesque puedenpresentarse,siempreque,a priori,
seanigualmenteposiblestodoslos casos.

Ejemplo.En una urnaquecontienen bolasde las cualesm, sonblancas,
verdes,m3 rojas,etc. de modoquen = m1 + m2 + m + la probabilidadde
sacarunabola blanca,verde,roja, etc. vienedada,respectivamente,por

= ,n1In,P2 = m2In, p3 = m3/n ... (4.1)

Si todaslasbolasfueranblancasm1= n y laprobabilidadde sacarbolablanca
seríap1 = m1/n = nin = 1, es decir, la unidad es el símbolode la certeza.

Si no existieranbolas blancasm1 = O y por tanto la probabilidadanterior
seríap1 = m1/n = O/ii = O, es decir, el ceroes el símbolode la imposibilidad.

Se desprendede lo anteriorque la probabilidadde un sucesovaríade cero
a uno.Entonces,si esplaprobabilidaddelsucesosacarbolablanca,laprobabilidad
del sucesono sacarbola blancao sucesocomplementarioseríal—p.

Probabilidad compuesta:Cuandola ocurrenciade un fenómenoconsisteen
la coexistenciade otros varios independientesentre si, se estáen un casode
probabilidadcompuesta.La probabilidadcompuestaes igual al productode las
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probabilidadessimplesde los sucesoscomponentes,o dicho de otro modo, la
probabilidadde coexistenciade variossucesosindependienteses igual al producto
de susprobabilidadesrespectivas.

Ejemplo. Si se tienen dos urnascon bolas blancasy negras,siendo in~ y
m el númerodebolasblancascontenidasencadaunadelas urnas,laprobabilidad
del sucesoobtenerdos bolas blancasuna de cadaurna correspondea unapro-
babilidadcompuesta.

Las probabilidadesrespectivasde sacarbola blancaencadauna delas urnas
es

= m
1In, p = mIn’ (4.2)

siendon y n’ el númerototal de bolasen cadaurnarespectivamente.
Cadauno de los iii casosfavorablesa la extracciónde bola blancade la

pnmeraurna,combinadocon cadauno delos m casosfavorablesa la extracción
de bola blancade la segundaurna, da lugar a la produccióndel fenómeno.El
numero de combinacionesfavorableses pues,m1 in y el númerototal de com-
binacionesposiblespara sacaruna bola de cadaurna es nn’; de modo que la
probabilidadde extraerlas bolas en cuestiónserá

p = m1minn’ = p1 pf (4.3)

Escondiciónindispensableque los distintossucesoscuyacoexistencia cons-
tituye el fenómenoconsideradosean independientes.Si, por ejemplo,conside-
ramosuna urnacon m1 bolas blancas,m2 negras,m3 verdes,etc. la probabilidad
de sacardosbolasblancasno seráp = (m1In)(m1/n)puestoqueal sacarunabola
blanca,el númerode bolas que quedanen la urnaes n— 1 y de ellas m1—1 son
blancas,la probabilidadde sacaruna segundabola blancaserá (m,—1)/(n— 1) y
no m>In. Estoes un casode probabilidadmodificada.

Probabilidad total: Cuandola ocurrenciade un fenómenopuedeserdebida
a variascausas,que se excluyenmutuamente,la probabilidadcorrespondientese
llama probabilidadtotal.

Laprobabilidadtotalesigual a la sumadelas probabilidadescorrespondientes
a cadauna de dichascausas.O bien, la probabilidadde ocurrenciade uno cual-
quiera entre varios sucesosindependientesentre sí, es igual a la suma de las
probabilidades respectivas.

Ejemplo.Considéresela urna anteriorcon m1 bolasblancas,ni2 verdes,m3
rojas,etc. y n bolasen total. La probabilidadde sacarbola blanca,verde, roja,
es, respectivamente,

= m1/n, p, = m/n, p3 = tn]n <4.4)

La probabilidadtotal correspondienteal sucesosacarbola blancao verde
índistintamente,sería

p = (m, + m2)hn= p + p2 (4.5)
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Convienerecordarlos siguientes•teoremasdel cálculode probabilidadesque
se hande utilizar.

Ley de estabilidadde las frecuencias:En un gran númerode experiencias
independientesdel mismo fenómenoaleatorio,cadasucesosepresentaun número
de vecesproporcionala su probabilidadrespectiva.Es decir, la frecuenciase
aproximaa la probabilidadcuandon crece.

Principio de probabilidad inductiva. Dado un sucesoque puedeserdebido
a vanascausasdistintas,igualmenteposibley que se excluyenmutuamente,en
cadaunade las cualescorrespondeunaprobabilidaddistintapara el suceso,las
probabilidadesde que el sucesoen cuestiónseadebido a una de dichascausas
son proporcionalesa las probabilidadesrespectivasdel sucesoen cadauna de-

ellas.
En consecuencia,dado un sucesorealizadoque puedeserdebido a varias

causasdistintas igualmenteposiblesy quese excluyenmutuamente,la causaque
tiene mayor probabilidadde haberloproducidoy que se~denominacausamás
probableseráaquellaen la que la probabilidaddel sucesoseamayor.

5. POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE ERRORES

La Teoría de Errores se refiere exclusivamente,como ya se ha dicho, a los
erroresaccidentales,suponiendosiempreque las observacionesque se utilizan
estánya libres de toda clasede erroresconstantesy sistemáticos.

Parael estudiode errores, ademásde los teoremasdel cálculode probabi-
lidadesquesehanenunciado,separtirádelospostuladosfundamentalessiguientes
confirmadospor la experiencia.

PRIMERPOSTULADO.En una seriede un grannúmerode observaciones
efectuadasenidénticascircunstanciasy conel mismoesmero,los distintoserrores
posiblesse presentancon tantamayorfrecuenciacuantomenorseasuvalor ab-
soluto.

En virtud del teoremaantesenunciadosegúnel cual, enunaseriedeun gran
númerode observacionesindependientes,cadafenómenosepresentaun número
de veces proporcionala su probabilidad,si esp1la probabilidadde obtenerun
errorde magnitude>, estaprobabilidadseráfunción dela magnituddedichoerror,
esdecir, que puedeponerse:

= w(e>) (5.1)

En particularsegúnesteprimerpostulado,los erroresgrandessonmuypoco
probables.En la práctica,siemprequelas observacionesse efectúencon todo el
esmeroposible, puedefijarsepreviamenteparaunadeterminadaseriede obser-
vacíonesun límite de etrorde modo que nuncase presentaránerroresfuerade
estelimite.

SEGUNDOPOSTULADO.En una seriede un gran número de observaciones
efectuadasen idénticascircunstanciasy con el mismo esmero,los erroresdel
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mismovalorabsolutoperodedistinto signo,sepresentancon la mismafrecuencia
y son, por lo tanto, igualmenteprobables.Es decir, la distribución de errores
accidentaleses simétricarespectodel valor cero.

Segúnesto,a cadaerror +e~ cometidole deberácorresponderun error —

por lo tanto,siemprequesetratede un númerograndedeobservaciones,sepuede
poner

X c=0 (5.2)

El admitir estos postuladosno quieredecir que al efectuar una seriede
observacioneshayande verificarse exactamente,pero siempreque se trate de
observacionesefectuadasen idénticascondicionesy con la máxima precisión
posible, al crecer su número indefinidamentese verifican, extremo que viene
confirmado por la expériencia,siempre,naturalmente,que se supongaque las
observacionessonindependientesy estánlibres detodaclasede erroresconstantes
y sistemáticos.

6. POSTULADO DE GAUSS. VALOR MAS PROBABLE

En la primeraexposiciónde su teoría(en su obraTheoriaMotus Corporum
Caelestium)no aparecíael que se ha dado como segundopostulado,sino que
Gaussdabael siguiente:

«Obtenidospor observaciónn valoresdistintosde una magnitud, siempre
que todosellos Johayansidoen idénticascondicionesy se hayanefectuadocon
el mismoesmero,la medidamásprobablede la magnitudes la mediaaritmética
de los valoresobtenidos».

Convencidomástardede las dificultadesquepresentabael admitirestepos-
tulado, el mismoGausslo sustituyó por el que se ha dado anteriormente.Sin
embargo,puedeobtenerseeste valor más probablecomo una consecuenciade
dicho segundopostulado.

En efecto, seane~, ~2~••~ ~i’ los valores obtenidosal tratar de medir la
magnitud t, suponiendoque todas las observacionesse han efectuadocon los
mismosmétodosy con idénticocuidado,es decir, a priori todaslas observaciones
merecenla mismaconfianza; se supone,además,que los valores1,, ~ 4
no vienenafectadosde ningunaotra clasede erroresconstantesni sistemáticos.

Cadaobservaciónestaráafectadade un cierto errorverdadero

e = — t?, (i=l,...n) (6.1)

sumandotodoslos valoresresulta

e = ~ (tt) = n ¿‘ — 2
1—1 ¿—1 3—l

(6.2)
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peroen virtud del segundopostulado,(6.2) seráigual a cero

t=1

de dondese deducecomo valor másprobable

— iT’

e n (6.3)

Esto no quieredecir que la mediaaritméticaseael valor más exactode la
magnitudmedida,ni queentre los distintosvalores4 no puedahaberninguno
que se aproximeal valor verdaderomásque estamediaaritmética.

No obstante,seadmitiráconlas mismasrestriccionesconquehande admitirse
losdospostuladosfundamentales.Enefecto,si las observacionessehanefectuado
contodoel cuidadoy precisiónposibles,puedeesperarsequeloserrorescometidos
seansiemprepequeños,puestoqueprecisamenteal hacerla observaciónse tiende
a quedichoserroresno existan.Si se realizaun gran númerode observaciones,
puedeigualmenteesperarseque,en general,los erroresse presentantanto en un
sentidocomo en otro, no existiendoningunarazónparaquese presentenconmás
frecuencialos errorespositivoso los negativos,de modoque al tomar la media
aritmética,puedaesperarseunacompensaciónde errores.

Basándonosen estasconsideraciones,quecarecendesdeluego de rigor ma-
temático,puedeadoptarsecomovalormásprobablela mediaaritmética,esdecir,
se admitirá que estevalor másprobablees el que tiene mayor probabilidadde
acercarseal verdaderovalordela cantidadmediday elvalor asíobtenidomerecerá
mayorconfianzacuantomáscuidadosasseanlasmedidasy mayorseasu número.

7. ERRORESRESIDUALES

Los erroresaccidentalesconsideradoshastaahora quedandefinidos por la
expresión(6.1), siendoe el valorverdaderode la magnitudy 4 el resultadode
unade las medidasefectuadas.Pero,como en generalno puedeconocerse,como
ya se dijo, el valor exactode dichamagnitude, sino sólamenteun valor máso
menosaproximado,tampocoseconoceránexactamenteloserroresverdaderospor
lo quecon ellosno podríallegarsea resultadopráctico alguno.

Aplicandolos procedimientosque seindicaránen sumomento,se adoptará

comovalor de unamagnitude un cierto valor e que se denominarávalor más
probable.Con estevalor ¿ sedefinen los errores residualespor

A1= ¿—4 (7.1)
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estoes,comolasdiferenciasentredichovalormásprobabley losvaloresobtenidos
en cadaunade las observacíones.

La magnitudde los erroresresidualesasí definidossípuedeconocerseprác-
ticamenteparaun conjuntode observaciones.

Es evidenteque en unaseriede un grannúmerode observaciones,todasde
la mismaconfianza,si como valormásprobablesetoma la mediaaritmética(6.3),
siemprese verifica

(7.2)

puestoque

(i—e¿I=n¿—Xe,=0
1—1 i—i

es decir, los erroresresiduales,respectode su suma,tienenel mismo compor-
tamiento que los erroresverdaderos

8. LEY DE ERRORESDE GAUSS

Supóngaseque paradeterminarel valor de una magnitude se ha efectuado
unaseriede observaciones,todasellas en idénticascondicionesy con el mismo
esmero,habiéndoseobtenido los valores í~, e2,... y los erroresverdaderose1,
e,,..., definidospor (6.1).

Comoconsecuenciadel primerode los postuladosfundamentalesadmitidos,
la probabilidadde cometerun error tal que su magnitudestécomprendidaentre
e y e + 6 seráproporcionala la magnitudde dicho error, esto es:

P(e) = e
6

dondeg dependede e,e=q(e); tomandonotacióndiferencialpara6 pequeñoqueda

P(e) = q4e)de (8.1)

Dicho de otro modo, #e)derepresentala probabilidadde cometerun error
comprendidoentreey e+dey la funciónq(c)representael límite de laprobabilidad
de cometerun error entree y e±decuandode tiendea cero.

A estafunción #e) se le llama Ley de errores de Gauss.
Seha visto, por otraparte,queen unaseriedeobservacionespuedensiempre

definirselímites de error (—K,+K), de maneraque,siempreque todas las ob-
servacionesse realicenen idénticascondicionesy con la mismaprecisión, todos
los erroresque se cometanquedarándentrodel intervalo (—K,+K).

Se va a determinarahorael valorde la probabilidaddecometerun errorentre
doslímites ó y b.
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Paraello sedivideel intervalo [a,b] cnnpartesigualesde amplitud¿=(b—a)/
n, obteniéndoseasí los subintervalos

[a,a+¿], [a+¿,a+26] [a+(n—l)¿,b]. (8.2)

Si, como se supone,n aumentaindefinidamente,6 tiende a cero, entonces
la probabilidaddecometerun errorpertenecientea cadaunode estossubintervalos
será,respectivamente:

q’(a)¿, q(a+¿)¿,q(a+2¿)¿

en estascircunstanciasy como la probabilidadde cometerun errorperteneciente
al intervalo [a,b] es igual a la probabilidadde cometerun error pertenecientea
cualquierade lossubintervalos(8.2), dichaprobabilidadserála probabilidadtotal
del sucesoque como se vio por (4.5) es igual a la suma de las probabilidades
correspondientesy por consiguienteresulta

P(a~e~b) = «a)¿ + q{a+6)6 + q,(a+2¿)¿+...+ q~(a±(n—l)¿)6

y por tender6 a cero estose convierteen la integral

P(a~e~b) = J q(e)de (8.3)

En particular,puestoque todos los erroreshande estarcomprendidosentre
+K y —K será

I:; «e)de = 1 (8.4)

o, con másgeneralidad,

{ q(e)de = 1 (8.5)

Visto estohay queabordarel problemade determinarla formadela función
«e) (llamadaen generalfunción densidadde probabilidad)

Si seordenanestoserrorespor magnitudcrecientey se agrupancomo sehizo
anteriormenteparael intervalo [a,b], resultaráque la probabilidadde cometerun
errorcomprendidoentree1 y e1+deserápor (8.1) «e1)de1,entoncesla probabilidad
decometertodoslos erroressimultáneamenteseráun casode probabilidadcom-
puesta,por ser los erroresindependientes,que por (4.3) es el productode las
probabilidadesrespectivas(enestecasolasdecometererrorentodoslos intervalos)
y valdrá

P = «e,)dÉí«e2)der.. (8.6)

Esta probabilidadP es unafunción de e por intermedio de las ecuaciones
(6.1) de modoque a cadavalor que asignemosa e le corresponderáun valor de
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la probabilidadP, y como se trata de un sucesorealizadopuedeaplicarseel
principio de probabilidadinductiva, ya enunciado,según el cual la causamás
probablede un sucesoes la que da mayorvalor a la probabilidadde ocurrencia
del mismo. Así pues,puestoque todos los erroresse cometenteóricamente,el
valor más probablede la magnitud e quedarádefinido por la condición de ser
maximala probabilidad(8.6).

Si la probabilidadP ha de ser máxima, su logaritmo Q=logP también lo
será,estoes

Q = log[«e,)de1] + log[q(e2)de2] +... = máximo (8.7)

y paraque Q seamáximosu derivadacon respectoa e ha de sernula; entonces,

derivandoen (8.7) con respectoa e e igualandoa cero, queda

dQ _ d d

de — [log(«e1)de1)]+ —~ [log(q41e2)de2]+ ... = 0 (8.8)

y dadoquelos términos«e~)detienenformaanáloga,el desarrollodeunocualquiera
de ellos será

d de

d de de

____ [log(«e)de)] — «e)de

d«e) de d
2e dr

de — -de+«ede de & _ m’(e

)

q (e) de «e)

estoresultateniendoen cuentaque

de dQ—e) (~E
—— =l,yque —--*0

de de de

Así pues, la expresión(8.8) se convierteen

___ + ...=O (8.9)
«el) «82)

PorotraparteE e
1 = 0, y teniendoestoen cuentapuedeponerse

y q/( =k~e, (8.10)

dondek es una constanteque puedeintroducirsesin pena y que provienedel
significadode (5.2) y de (8.9).
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Comolos distintoserrorese~ son independientesentresí, la igualdad(8.10)
ha de verificarsetérmino a término y por tanto puedeponerseen general

q~’(e

)

= ke (8.11)
«e)

Entonces,multiplicandopor de e integrandoresulta

2

log(«c)) =-y lce + C’

de donde

«e) = Ce2 (8.12)

siendo C una constantede integraciónC = ec

Segúnel primerodelos postuladosfundamentales,el valordela probabilidad
decreceal aumentarel valor absolutodel error; estoexigequeel coeficientek sea
negativo.Si se ponek = —2W, la funciónq’ toma la forma

«e) = C eh’¿2 (8.13)
Aún falta determinarel valor de la constantede integraciónC. Para ello

aplicamosla condición(8.5) y resulta

«e)de = 1 = cfi e~”2dÉ (8.14)

Paracalcularel valordeestaintegralse haceel cambiodevariablehc=t con
el cual quedará

CJ e~’ dt= ~‘ f¿e?dt= 1 (8.15)

Porser la función e~ simétricarespectoal eje y y continua(en virtud del
segundo postulado de la Teoría de Errores)se verifica

e~ dt = 2 j’ e’ dt (8.16)

Ahora bien, (Wittaker and Watson,A Course of Modern Analysis, Cambridge
University Press, 1969)

2 e~ dt = (‘(1/2) = (8.17)
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donde¡‘es la función de Euler o integraleulerianade segundaespecie.Con esto
resulta

C
= = 1 (8.18)A>

de donde

h
C (8.19)

y por tanto la Ley de erroresde Gaussadoptala forma clásica

A>

En función de las propiasobservaciones, y de su valor verdaderoe la ley
de Gaussseescribe

A> —h
2<1 ¿>2

«e.) = «e—e) = e

entoncessu derivadarespectode e vale

A> —&V ~¿>2

«e) = —2(4—) e

de maneraque el valor de e queverifica la condición(8.6) (valor másprobable)
es evidentementeel que verifica la propiedadde máximo (8.10)

IX «e,)

de donde

— 1

1= —y.
por consiguienteel valor másprobablees precisamentela mediaaritméticadelas
observacionescomo se dijo anteriormente.

Porotra parte,estamedia,en el casocontinuode infinitas observacionesse
determinapor la integral

- 1 2/> 4?
1= n ~e, — eede

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)
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que en teoríade Probabilidadesrecibeel nombrede momentode orden 1.
Desdeel puntode vistaestadísticopuededecirseque la Ley de erroresde

Gauss«x) representala función de densidadde probabilidadde una variable
aleatoriaque siguela ley normal siendo su función de distribución

F(x) = Pr(e~x) = J «x)dx (8.26)

y representala probabilidadde cometerun error menoro igual a x.
Conviene aclararque siendo«e) la función de densidadde unavariable

aleatoriacontinua, la probabilidadde un sucesoaisladoe=a es ceroa pesarde
que el sucesono seaimposible

Pr(e~a)= «c)de (8.27)

así pues, la probabilidadde cometer un error de magnituda es cero aunque
realmentepuedacometersedicho error.

Hayqueaclararque la Ley Normal o Ley deerroresdeGaussnoes universal,
como comprobóHausdorff(1901)paraalgún caso,y estoha llevado a grandes
confusionesresumidasen la observaciónclásicade Lippmann a Poincaré:«Todo
el mundo admite la Ley exponencialde errores: los experimentadoresporque
piensanque está probadapor los matemáticosy estos porquecreen que está
establecidapor observación»(Para más referenciasver Hausdorff, leipzig Ber.
53 (1901), pag 152 y Poincaré,Calculde probabilités,pág. 149).

No obstante,si no se hacenhipótesispreviassobrela frecuenciade distri-
bución de los errorescabeesperarque estossigan la Ley Normal y aquí así se
supondrámientrasno se diga lo contrario.

9. CURVA DE ERRORES DE GAUSS

Si en un sistemadeejescartesianosserepresentala función de Gauss(8.20)
resultaráuna curva del tipo de la representadaen la figura 1.

y = «E)

£
—a Ob a

Figura 1. CurvadeerroresdeGaussy =

h 4,20
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Al error e=0 correspondeel máximo valorde y: y0=híV~. A los distintos

valoresque puedetomarel parámetrocorrespondencurvas de probabilidadho-
mográficas.El árealimitada por las abcisase=a, c=b, el eje de abcisasy la
curva vendrádadapor la expresión

A> e~”
2 de (9.1)

v~ fi
y representala probabilidadde cometerun errorcomprendidoentrea y b.

La integral (9.1) entre—~ y +~ representala probabilidadde cometerun
error cualquiera,estaprobabilidadcomo ya se ha dicho, es la unidad.

La ley de erroresde Gaussy la curva que la representasehanobtenidopor
consideracionesteóricas,partiendode los postuladosfundamentalesque,como
se indicó al enunciarlos,aparecenconfirmadospor la expenencia.

En efecto, supongamosque para medir una magnitudse ha efectuadouna
seriede un grannúmerode observaciones,todas en idénticascondicionesy con
el mismo esmero,y supóngase,además,que los datos de observaciónse han
corregidoya de todaclasede erroresconstantesy sistemáticos.

Tómesecomo valor másprobablede la magnitudla mediaaritméticade las
observacionesy determinenselos erroresresidualescorrespondientes.Agrúpense
estoserrorespor magnitud:así, será:errorescomprendidosentre0 y 0,1; entre
0,1 y 0,2; entre0,2 y 0,3; etc y análogamentelos comprendidosentreO y —0,1;
entre—0,1 y —0,2; etc. En generalclasificaríamosloserroresresidualesen clases
de magnitudcomprendidaentre (A

1,A2), (A2,A>) (A,,A~1), . ..etc. El
diagrarna defrecuenciasse obtendríasobre dosejes rectangularesllevando en
abcisaslos valoresde A1,A2,... A, que constituyenlos intervalosy enordenadas
aquellosvaloresy talesque el áreadel rectánguloconstruidosobre A,A+, sea
proporcionalal número n1 de errorescomprendidosentre 4 y Aitr

Estosdiagramasconservansu formatípica (Figura2) independientementede
la naturalezadel fenómenoestudiado.Cuandoen númeron de errorestiende a

A

qflA>

Figura2. Diagramade frecuenciasde eltoresresiduales.



9. Teoría de errores de observación 149

infinito y cuandoA1+1 — A~ tiende a cero, la curva limite es evidentementela
curvade Gauss.

La simpleinspecciónde estacurva muestraque:
- Se tratade una curvaexponenciale y tienderápidamentea cero cuando

A aumenta.Los erroresmáspequeñosse presentancon mayorfrecuencia.
2.- La curva es simétricarespectodel eje Y (funciónpar). Los erroresdel

mismovalor absolutoy distinto signose presentancon la misma frecuencia.
Estossonprecisamentelos postuladosfundamentalesde la teoríade errores

y de aquí la conexiónentrela teoríay la experiencia.
Las curvasde erroressonobtenidassiemprede la formaantesindicadapero

a condiciónde quesetratede un grannúmerode observacionesy queestasestén
ya corregidasde erroresconstantesy sistemáticos.

Si al representarla curva de errorescorrespondientea una seriede obser-
vacionesno aparecierala curva de erroresde Gausspodría serdebidoo bien a
no habereliminado todos los erroresconstantesy sistemáticoso bien a que el
númerode observacionesno fuese suficientementegrande.Si al aumentarpro-
gresivamenteel númerodeobservacionesla curvadeerroresnotendieraa adoptar
la formade la curvade Gausspuedeasegurarsequeexistenerroressistemáticos
sin eliminar. En estecasodeberábuscarsela valoración de la magnitudde los
errorescon los elementosquepuedanintervenirencadacasoparticular,segúnla
naturalezadel problema,con objeto de determinarla causay la ley de variación
de los errores.

Un clásicoejemplode un problemade estanaturalezase tieneen el estudio
de la aberraciónanual. TratandoBradley de determinarla paralajede la estrella
Draconis, efectuó una seriede determinacionesde la distanciapolar de dicha
estrellaen el transcursodeun año. Comparandolos distintosvaloresmedidoscon
la mediaaritméticadelasdistanciaspoíaresmedidas,encontróqueestasdiferencias
presentabanunavariaciónperiódicaa lo largo del año. Dibujó la correspondiente
curva de erroresqueresultó serunasinusoide.Existía, pues,una causade error
sistemático que, no habiendo sido eliminada producía variaciones periódicas con
el períodode un alio. Esto hizo pensara Bradley que la causadebíaestarínti-
mamenteligadacon el movimientode la Tierraalrededordel Sol; perolos valores
obtenidosno correspondíancon los que deberíandar lugar al fenómenode la
paralajeanual. Porúltimo llegó Bradleya la conclusiónde ser la aberraciónde
la luz la causabuscada.

10. LA FUNCION ERROR

La probabilidad de cometerun error comprendido entre los límites —ay +a
o bien la probabilidad de cometer un error menor que a en valor absolutoes,
segúnse vio

P(—a’Ce’Ca) = ~,r— { e”~ dc (10.1)
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que por serla curva de Gausssimétrica,puedeponerseigual a

2/> eh2r2 de

w
y medianteel cambiode variable it = A>c, queda

6(ah) = 7 f e’ dt (10.2)

querepresentala probabilidadde cometerun error entre—ay +a. Estaintegral,
representadapor O(ah), define la función

O(a) = ~ —eFdt (10.3)

que es la llamadaFunción error.
Existenvariosmétodosparacalcularel valorde la integral (10.3),perotodos

ellos se basanen la utilización de desarrollosen sede.Veamosalgunosde estos
procedimientos.

Tomemosel desarrollode la función exponencial

4

t it6 (10.4)

2! 3!

entonces,el valorde la integrales

2 a3 a> a7
___ (a— + — +...) (10.5)

1!3 2!5 3!7

Estasseriessonconvergentesparatodoslos valoresde t y de a.

2.- Pongamosahora

I: ~ dt = z (10.6)

diferenciandoqueda,

d
(e4 z) =

o bien

di

dt — 2tz = 1
(10.7)
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evidentementez comienzacon un término en it, entoncestomamosel desarrollo

z = it + at> + flf+ yt’ +

lo derivamosy sustituiiñosen la ecuacióndiferencial (10.7) identificandocoefi-
cientesde las potenciasde it, resulta

3a—2 =0

Sfi—2a=0

‘y>’ — 2fl = O

resolviendo el sistema y volviendo al desarrollo original queda

2 22
z = it + — it3 + it7 +

3 3x5x7
(10.8)

y sustituyendoen (10.6), resulta

2 ~2 t[l + 1
0(t) <-e 3(29)

1
+ (29)2 +

3x5

y estassenessonconvergentesparatodoslos valoresde it.

3.- Otro métododesarrolladopor WhittakerandWatson(The Calculusof Obser-
vations, Blackie, 1924) consisteen partir de la igualdad(8.17)

=2 1 e? dt

— V~ 0(t) = 2 4’ e4 dt

con el cambiode variable?=u se escribe

y escribir

e “W<’2du = e”u i~2] +

e”u”2 ~Á~~euu~t2+ 1x3 e~u~’2 —
2 22

(10.10)

(10.10)

En definitiva

0(t) = 1 — _____ ___

(10.9)
3x5x7

1:

1 x3
+

(29)’

1x3x5

(2?)>
(10.12)

Estedesarrolloasintóticoes convenienteparavaloresgrandesde it.
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11. MODULO DE PRECISION

Ha quedadoestablecidoen las seccionesprecedentesqueparadeterminarel
valor de una magnitude se efectúauna seriede observaciones,tales que todas
merezcanapriori la mismaconfianza.A estaseriedeobservacionescorresponderá
una ley dedistribuciónde errores

_____ (11.1)
e

siendo A>1 un parámetrocuyo significado se va a determinar.
Supóngaserealizadaunasegundaseriede observaciones,paradeterminarel

valor de la mismamagnitude, efectuadastodasestasobservacionescon el mismo
esmeroy en las mismascondiciones.Si en estasegundaserieseutilizan métodos
y aparatosdistintosa los utilizadosen la primeraserie,el valor másprobablede
la magnitude aquíobtenidoserádiferentedel obtenidoanteriormentey esevidente
que una serie tendrá más precisión que la otra. Para estasegunda seriese tendrá
una ley de errores del tipo

A>2 —i>k (11.2)

Este supuestose presentarápor ejemploal medir unadistanciapara lo cual
sehanefectuadodosseriesdeobservacionescondosaparatosde distintaprecisión.
Es evidenteque si el aparatoutilizado en la segundaseriees de más garantíao
estámejor ajustadoque el utilizado enla primera,la segundaseriedeberáserde
másprecisión.

Introduciendola función error se tiene que la probabilidadde cometerun
error menorque a1 en la primeraserieserá

0(h1a1) = —y-- f e
4 dt (11.3)

y análogamente,la probabilidadde cometerun error menorque a
2 en la segunda

senede observacionesserá

0(h2aD = ,j~ e
4 dt (11.4)

Si seimponela condicióndequeambasprobabilidadesseaniguales,esdecir,
queun errormenorque a

1 en valor absolutoenla primeraseriey un errormenor
que a2 en valorabsolutoen la segundaserieseanigualmenteprobablesse verifica

0(híaí) = 0(h=a2) (11.5)

y teniendoen cuenta(11.3) y (11.4) se verificaráque

h,a1 = h2a2
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o lo quees lo mismo,

h1 —~ (11.6)

a1

Esta ecuaciónexpresaque siendo igualmenteprobableel cometererrores
¡ ej <a1 y ¡ej <a2 enlas respectivasseries,dichoslímitesdeerrorsoninversamente
proporcionalesalasmagnitudesh, y h2.

Ahora bien, una seriede observacionestendrámás precisiónque otra si,
obtenidosdoslimites de errorigualmenteprobablesunoparacadaserie,el limite
de laprimeraes menorqueel de la segunda,o dichode otro modo, unaseriede
observacionesserátantomásprecisacuantomenorseasu límitedeerrorigualmente
probable,estoes, cuantomayor seael correspondientevalor de Ji.

Así pues,el parámetroh definela precisiónde unaseriede observaciones.
Este parámetroJi fue denominadopor Gauss«módulo deprecisión»de la serie
de observaciones.

Se estableceráa continuaciónunarelaciónentreel módulode precisiónh y
lasmagnitudesdeloserroresqueprobarádeunaformaefectivaque h crececuando
los erroresdisminuyen.

Seauna seriede observacionesde igual confianzae1, e2,...,e~, en la que
se han cometido los errorese, • 82~••~~ e~. La probabilidadde cometertodos los
erroressegún(8.6) será

h ~ d = A>” (11.7)

= JJ w eh
2Z4 flde,1=I

comose tratadeerroresqueefectivamentesehancometidoestaprobabilidaddebe
sermáxima,estandoloserrorese,determinados,se determinaráA> con la condición
de queP seamáxima.Paraesto se igualaa cero la derivadadePen (11.7) con
respectode A>, entoncesqueda,

~ —--—
7=—e [Ide,— ‘ e”~’

4 [Ide, = 0 (11.8)

es decir

___ (n—2hXe~) = 0 (11.9)

de dondese deduceA> = O y también

n

2X4
(11.10)

lo quemuestraque A> crececuandoe, disminuye.
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12. PESOSDE LAS OBSERVACIONES

El peso p deunaobservaciónesunacantidadqueindicasugradodeconfianza.
Los pesosde las observacionesdan unaideaacercade la precisiónde las mismas
y sedandiferentespesosa las medidasdediferenteconfianza.Puedeconsiderarse
el pesode unaobservacióncomoel númerodevecesque la observaciónse repite
dandoel mismoresultadonumérico.Los pesossonpues,relativosy dependende
la baseque se tome.

Se llamamedia ponderada o pesomedio de unaseriede observacionesa la
suma de los productosde cadaobservaciónpor su pesorespectivo dividida por
la sumade los pesos,estoes,

Pít, + P~4 +...+ Pi0 >»~ (12.1)
p+p2+...+pn ‘pi

Así pues,resulta igual multiplicar una observacióne~ por su pesop~ que
tomarp~ observacionesa e.

Seintroducentambiénlos pesosdiciendoque soncantidadesproporcionales
a los cuadradosde los módulosde precisión.

~t (12.2)
A>2Ji2A>2

2 a

13. ERRORPROBABLE

Se llama error probable r de una seriede observacionesal que gozade la
propiedadde que la probabilidadde cometer un error menor que él en valor
absolutoes igual a 1/2. Dicho de otro modo, es aquelerror tal que en la serie
total de observacionesexistentantoserroresmayoresque él como menores.

De acuerdocon (10.2),el error probable,r, quedadefinido por la condición

2 (~r 1
0(hr) = Ie~ dt = (13.1)

Jo 2

Puedecomprobarsemedianteunavaloraciónde la integralquese verifica la
igualdadparahr 0.476936de maneraque

r = 0.476936/A> (13.2)

Indicaestaexpresiónqueel errorprobablede una seriede observacioneses
inversamenteproporcionalal módulo de precisión,de modo que cuantomenor
seael error probabletanto másprecisassonlas medidasefectuadas.El nombre
de error probablese debea Galton.
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14. ERRORPROMEDIO

El error promedio,~ de unaseriede observacioneses la mediaaritméticade
los valoresabsolutosde los erroresverdaderos.

(14.1)
‘2=

n

Seauna seriede observacionese,, e
2,..., 1.,, en la que se han cometido

los errorese,, C2~ ..., e~, supuestoque«e)de es la probabilidadde cometerun
errordemagnitudcomprendidaentreey e+de,el númerodeerrorespertenecientes
a esteintervaloserá n¡e¡q(e)de con su valor. Al considerartodoslos erroresco-
metidosen la serie la sumade sus valoresabsolutospuederepresentarsepor

ile] = 4’ n¡e¡q(e)de (14.2)

y por tanto la mediaaritméticaserá

ile

]

_____ = J ¡e¡q,(e)de (14.3)

tomando«e) por su expresión(8.20)

= V~ ~IileIe~~¡e¡ de (14.4)El cálculode estaintegral va a dar la relación existenteentreel módulo deprecisiónh y el error promedio ~. En efecto,

Ji (~ 1
‘2 = 1 IeIe~’~

2 de — — 1 e<”6 (—2h2¡e¡)de
Jo

— hV~ [ehírZ]” = . (pues[e.~2e2]:= —1)

Luego

1
‘2 = hV7r (14.5)

Tomandoel valor de = 1.772465, resulta

= 0.564189/h (14.6)

y en virtud de (13.2)

‘2 = 1.182946r (14.7)
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Tambiénse obtienenlas relacionesinversas

A> = 0.564189j (14.8)

r = 0.845347v (14.9)

Esteparámetro~ quese ha llamadoerrorpromediofue llamadopor Laplace
error medio.

15. ERRORMEDIO CUADRATICO

Efectuadaunaseriede observaciones,se llama error mediocuadráticom de
estaserieala raízcuadradadela mediaaritméticade los cuadradosdelos errores
verdaderoscorrespondientes.(Gaussllama a esteerror, error medio).

10
ni = —y.e~ (15.1)

Desdeel punto de vista estadísticoni = a recibe el nombrede desviación
típica y d el de varianza.

Análogamentea como se hizo en el epígrafeanterior, dadauna seriede
observaciones,la mediaaritméticadeloscuadradosde loserrorescometidosviene
dadapor (momentode orden 2)

la
m2— y.e~ = e2eh?t2de (15.2).~ ~Jr:

y siguiendoel mismo procesoantenorse van a establecerahora las relaciones
entreel error medio cuadráticoy las demásmedidasde la precisión. Paraello
bastacalcularla integral (15.2), estoes

2/> P 1 1
m2= e2eh?F2de = vr~J 2e2A>2ehcí de =

— hV~ e e~’~ (—2A>2c)de = — <— f e d(e~2flde

Integrandopor panes,resulta

lo= — e>?t2 — e
hV~ dc~4? e~2c2 de = h2W 4’
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puestoque

e 1
hm e e4.lÉJ = hm 22 = hm —O

¿e v
12eeh

42

haciendoel cambioit = he queda

1 1—?<~.... 1 1

_ h2V~
1e— h2V~ 2 —

Teniendoen cuenta(8.17). Luego

1
m =

_____ (15.3)

Obsérvesequede(21.3)y. e,
3 = n/2Ji2,quesustituidoen (15.1)dala relación

1=

(15.3). Tomandovaloresnuméricosqueda

m = 0.707107/Ji
(15.4)

Ji = 0.707107/m

SustituyendoJi por su valor en (13.2)resulta

m = 1.482603r
(15.5)

r = 0.674489m

Porotra parte, sustituyendoen (15.3) Ji por su valorde (14.5) resulta

m = = 1.25333‘2 (15.6)

‘2 = m 2/n = 0,79787m

Resumiendo,se ha definido el módulo de precisión,peso,error probable,
errorpromedioy errormediocuadráticode unaseriede observacionesy también
las relacionesexistentesentreellos, las cualespermiten,unavezconocidaunade
dichasmedidasde la precisión, calcularlas restantes.En Europase utiliza pre-
ferentementeel errormedio cuadráticomientrasqueen EstadosUnidos seusael
error probable.Cadaunopresentasusventajasy sus inconvenientes.

De todaslas medidasde la precisión la mayores el error medio cuadrático
y la menor esel error probable.

Ahorabien, las definicionesdelas medidasdela precisiónvistashastaahora
no soncalculablesenla práctica.En particular,el errormedio cuadráticose define
como la raízcuadradade la mediaaritméticade loserroresverdaderos;peroestos
erroresverdaderosno sonconocidosni puedenconocersea partir delos datos de
observaciónde que se disponga.Es pues necesariobuscarpor otro camino el
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modode calcularestasmedidasde la precisión,segúnel tipo de observaciónde
que se trate;normalmenteestosehaceen funcióndelos erroresresidualesposibles
de determinarprácticamente.

Comoh2=112¿por (15.3), si sustituimosen (8.20) resultaqueen términos
de a la ley normal de Gaussquedarepresentadapor una función de densidaddel
tipo

e (15.7)
«e)-

diciéndoseque setratade unavariablealeatorianormal de mediaO y varianza<9

y se escribeN(0,a).En el casode considerarerroresresiduales(7.1) se tiene

1

= aV~ (15.8)

entoncesse escribeN<; u) donde e esla mediaaritmética(el valor másprobable
de la serie) tambiéndenominadoesperanzamatemáticade e que se calculapor
la integral.

= 3— 4’ MOde (15.9)

Partiendode los postuladosde la Teoríade Erroresresultaqueel valor de a
dadopor(15.1)esel quehacemáximalaprobabilidaddeocurrenciadelos errores,
en efecto,escribamosla expresión(8.6) en términos de a utilizando (15.7),esto
es

1 Ji”

= 1~I e’~’~ de, = eXc~2¿ udc (15.10)‘=1 a 2,r dXV2aY

el máximode estafunción se obtieneigualandoa cero su derivadarespectode a,
esdecir

—n + 1821dP _ 1 1 ¡e [ide O

da — (\‘SY[ 011*1 <311+3 ‘J

de maneraque,

—nr? + Le? = O

o bien

& = — Le~ (1=11)
n

como quedamosconfirmar.
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16. EXACTITUD EN LA DETERMINACION DEL MODULO DE PIlE-
CISION Y DEL ERROR MEDIO CUADRATICO

Seauna seriede observaciones~ en la que se hancometidounos
erroresLí,4,..., e~ y seaJi el módulo de precisiónde la serie

Si se suponeque Ji toma el valor H en toda la serie la probabilidadde
ocurrenciade todos loserrores, según(11.7) es

Ir
_____ e “~“~ udc, (16.1)
(Vox)” 1=’

Análogamentesi se suponeque Ji toma el valor H+2 la probabilidadde
ocurrenciadel mismo sucesoanteriores

1=’

aplicandoel principio de probabilidadinductiva la proporcionalidadentrela pro-
babilidadde que 11+2 seael verdaderovalorde Ji y la probabilidadde que lo sea
H seráel cocienteentrelas expresiones(16.2) y (16.1), estoes,

2.
R = (1 + —)“ e<m¿*A~>rci (16.3)

H

Ahorabien, si se suponequeH es el valormásprobablede Ji, esdeciraquel
quehace(26.1) máximo, según(21.3) resulta

n
11=

(16.4)

de donde

n
Le~ = 2W (16.5)

y por consiguientela expresión(16.3) puedeescribirse

2
R = (1 + )“ eHA+~~»h¡2.~í> (16.6)

11

o bien

R=ExP{— ‘} (i+ j<)+nío~(i+~-)} (16.7)
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y desarrollandoen seriequeda:

< n22 nY
R=Exp{ ~ + — (16.8)

1-1’

y como2 es muy pequeñoen comparacióncon ¡1, enuna primeraaproximación
queda

R=Exp{— ~ } (16.9)

Portanto la probabilidadde queel valor A> estécomprendidoentreH+A y
H+2+dÁ es,en primeraaproximación

Ke~L42~>12 dÁ (16.10)

dondeK es unaconstante,la cualy puestoque

4’ K e~I~H=d2 = 1 (16.11)

vienedadaparaJi = Vn/IP por (ver 8.19)

1 n
(16.12)

FI ox

por consiguientelaprobabilidadde queel valordeJi estécomprendidoentreH+2
y H+2+d2 es

1 n
e d2 (16.13)

H ox

Estoquieredecirqueel módulode precisiónparala determinaciónde A> por
(11.10)es

n
(16.14)

A>

A partir de aquí se deduceinmediatamenteque la probabilidadde que el
error medio cuadráticoni determinadopor (15.1) estécomprendidoentrem+ e y
m+e+de es

_____ e”””’ de (16.15)
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También se deduceque el módulo de precisiónparala determinacióndel

error medio cuaráticopor el métodode la raízcuadradaes
A estosresultadosy otros similaresllegaGaussen: Werke,4, pág. 109. (cf.

WhittakerandRobinsonTJie Calculusof Observations,Blackie 1924).

17. DETERMINACION DE LAS MEDIDAS DE LA PRECISIONDE UNA
FUNCION DE MAGNITUDES DETERMINADAS EXPERIMENTAL-
MENTE

Seala función

X = F(y1,y2 y4 = F(y¿> i1 k (17.1)

delasmagnitudesy,,y=,’••,ykcuyosvaloreshansidodeterminadosporobservación.
Supéngaseque realizadaslas respectivasseriesde observacionesse hanobtenido
los valores

xi,x3 x~ paray~

4,xt...,x~ paray2

x~ parayt

en general

it parayí, i=1 k;j=1 ,...,n (17.2)

entonceslos errorescometidosserán

= y1 —

4=y~-4

en general

(17.3)

Supongamosconocidaslas medidasde la precisiónde las seriesde obser-
vaciones,por ejemplo,seanm, ,m2,..., m~ los erroresmedioscuadráticoscorres-
pondientes.El problemaque se planteaconsisteen determinarlas medidasde la
precisiónde X en función de las medidasde la precisiónde y<.

Sustituyendoen(17.1) las y porsusvaloresobservados4 resultaráelconjunto
de expresiones

= F(iS,x~ = FÓ”1), i1 ,...,k;j=l n

reemplazandolos A por susverdaderosvaloresdeducidosde (17.3) resulta

X = F(y1 —e’~, y2 t2,...,y~ —eD = F(y1 —el) (17.4)
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Desarrollando en serie de Taylor estas expresiones y limitando los desarrollos
a lostérminosde primer gradoen el resulta

OF OF. OF
X’=F<y

1,y2,...,y3— e~.———e’ — — 4+...
ñy’ ~,2” k~V

= F(y,) — el +...

En estascondicionesloserroresglobalesdela magnitudX obtenidamediante
la función (1.1) serán,en las diferentesobservacionesde la serie

OF
¿~=x—x=y. ~ el+

y si se adoptala notación
OF

ay

resulta

= y. Del + .. (17.5)

En estascondicionesel error mediocuadráticode X será

M= Iy.~5;~
n

de donde

M2=+S6~ (17.6)

j=I

Sustituyendoen (17.6) ¿~ por su valor en (17.5) queda

Al
2 = ZILD~II—~YIVD~e42+2VDtY Dt+...I

Pl \/n \4i’’ .~.d’A...d PP

1
i1 l~I 1I

ordenandorespectode D~
1 ÉD~Sel

2+2XD~X D~y.el4+...
n j-I

Ahorabien, segúnel segundopostuladode la teoríade erroresa cadael le

correspondeun — el de tal formaque la sumade los productosy. ele% tiende a

cero y queda
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Ahora bien, por definición

2 1 tTh2m—Lt~
n

y sustituyendoen (17.7) resulta

M2=
1—t

de donde k

M XDl2mr

Desarrollandoy volviendo a la notaciónoriginal, resulta

m~ + (~?)2m; + ... +

dondelos m~ sonlos erroresmedioscuadráticosde las observacionesy
1 que se

hansupuestoconocidos.
Teniendoen cuentalas relaciones(15.3) a la (15.6) existentesentreel error

medio cuadráticoy las restantesmedidasde la precisión,resultanlas siguientes
expresionesparalas distintasmedidasde la precisiónde la función X = F(y1)
(M,H,R,P,’2) en función de las medidasde la precisiónde las y1 (m,Ji,r,p,’2).

Al
2 = (OF)2

2 +
(OF)2

(aFy

Hg

(oFyl

P

= ( x: y

1 ( OF)21 ...

)29(OF)y(OF)29

+

163

J=I
(17.7)

(17.8)

(17.10)

(OF +
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Comocasoparticularse va a suponerahoraque la función F es una función
lineal de las magnitudesy,. Sea

X=a1y1+a,y2+ ...+a0k=y.ay,

En estecaso

OF
— = a-

y por tanto si m~, Ji, r, p y ‘2 sonlas medidasde la precisiónde las y, resultan
parala X los parámetrossiguientes:

2

1 _ a~ a2

IP h~ h~

le

y.as~

2

(17.11)
21 a~ ¿4

P P, P2

Estafunción lineal presentatres casosinteresantes
1.- F es la sumade las y

OF
= y. y, entonces, = 1

y resulta
1 k

IP = y T~’
II

le

=Ér¾+= 1,
‘-1

2.- F es la media aritmética de las y,

= k ~ y, entonces, OF ~1¡-1 ~‘ k

1=1

1 1k

IP
IP = +2

=~Á: ;I

’

1—!

q2~’y.~2

LI

y resulta

1

P
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Si todas las observacionessonde la mismaconfianzaresulta

1 1 11 1 1 11 1
____ 2 2

k IP k W, k P k <‘2 r’2~

3.-Porúltimo, seaF = ca, donde ces una constante y a unamagnituddeterminada
por observación

OF
F = ca, entonces—v

0 = c

y resulta

1 c Pa
M=cm3,—=——,R=cr.,,P

H h~ c

ObsérvesequeP = p.,/c indica que si se tieneunamagnituda de pesop~ y

se multiplicaa por la raízcuadradade su peso ~ resultala función aVji~ que
tienepesounidad,pues

= Pa/Pa =

Estaúltimarelaciónesmuy utilizadaen Teoríade Errores.La generacióndeestas
fórmulasconducea la llamadaLey de Propagaciónde las Varianzas.

BIBLIOGRAFíA DE CONSULTA

BJERHAMMAR, A. (1973): «Theoiy of errorsgeneralizedmatrix inverses».Elsevier
Scientific Pub. Co. Amsterdam.

FAREBROTHER, R.W. (1988):«LinearLeastSquaresComputations».Marcel Dek-
ker Inc. New York.

FRANKLIN, W.S. (1925):«An Elementarytreatiseon Precisionof Measurements».
Franklinand Charles.LancasterPat

GOEDSEELS,P.J.E. (1907): «Theoriedeserreursd’observation.Louvain.
GooDwlN, HM. (1920): «Precisionof measurementsand graphical methods».

McGraw Hill. New York.
GRAYBIL, F.A. (1976): «TheoryandApplication of theLiner Model».Wadsworth

andBrooks. California.
HIRVONEN, R.A. (1971): «Adjustmentby Least Squares in Geodesy and Photo-

grammetry».FrederickUngar Pubí. C. New York.
HROMADKA II, TH.V., CH.CH YEN, G.F. PINDER (1987): «ThebestApproxi-

mationMethod an Introduction».SpringerVerlag. Berlín.
JA5CHEK, C. and F. MURTAGH (1990): «Errors,Biasand Uncertaintiesin Astro-

nomy». CambridgeUniv. Press.Cambridge.



166 M.J. Sevilla

Koc¡-¡, K.R. (1990): «BayesianInferencewith GeodeticApplications».Springer
Verlag. Berlín.

KUBACKOX’A, L., U KUBACEK andJ. KUKUCA (1987):«ProbabilityandStatisticsw
in GeodesyandGeophysics».Elsevier. Amsterdam.

LEVALLOIS, J.J. (1970): «GéodésieGénérale». Tomo 1. Eyrolles. París.
LINNIK, IV. (1963): «MéthodedesMoindresCarrés». Dunod. París.
LWrSER, RS. and A.N. SHIRYAYEV (1978): «Statisticsof RandomProcesses.

GeneralTheory». SpringerVerlag. New York.
MIKHAIL, E.M. (1976):«Observationsand Least Squares».IEP A Dun-Donnelley

Pub. New York.
MIKHAIL E.M. and G. GRAdE (1981): «Analysis and adjustment of Survey Mea-

surements».Van Nostrand.New York.
THIELE, T.N. (1903): «Theoryof Observations».Layton, London.
WRIGHT, 1W. and J.F. HAYFORD (1906):«TheAdjustmentof Observations».D.

Van NostrandCompanyInc. New York.


