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1. INTRODUCCION

Una de las ecuacionesfundamentalesde la GeodesiaFísicaes la ecuación
de Laplace AV=0 que debe verificar el potencialgravitatorio terrestreen el
exteriorde lasmasasde la Tierra. La obtenciónde solucionesaceptablesde dicha
ecuaciónes unproblemaclásicode la Teoríadel Potencial.Después,fijadasunas
condicionesde contornoadecuadas,es necesarioresolverel correspondientepro-
blemade Dirichlet paraobtenerla expresióny los valoresde los coeficientesde
la-función potencialgravitrarorioterrestreen cualquierpuntoexteriora lá Tierra.

Se tratade resolverun problemade Dirichlet en el exteriorde unaesferaS,
quecontengaala Tierraensuinterior,viendo,queenel casodequelascondiciones
decontornoesténdadasporfuncionessobrela superficieesféricaS~, las funciones
propiasdel operadorA nosresuelvenel problemade una formafácil.

El interésen la resolucióndé esteproblemasedebea quesiendoel potencial
gravitatorioV la componentedel potencialterrestrequeno estábien determinada,
puesdependede la formade la Tierray de la distribuciónde masasen suinterior,
y al no seréstauniforme, (la densidad~ no varíadeformacontinuaen el interior
de la Tierra), resultaque y. que tiene derivadasprimerascontinuas,no tiene
continuaslas segnndasderivadas,por lo queV verifica en el interior de la Tierra
la ecuaciónde Poisson(Levallois, 1970)
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dondeG es la constantede la gravitaciónuniversal;y en el exterior,como Q =

0, V verifica la ecuaciónde Laplace
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La resoluciónde (1,2) la haremospor trescaminos:el primeroutilizando el
método de separaciónde variables;por tener las condicionesde contornosobre

se emplearáncoordenadasesféricas.En un segundolugar se utilizará la pro-
piedaddel operadorlaplacianode serinvariantefrentea los desplazamientosdel
plano,y enparticulardel grupodetrasformacionesquedejaninvariantela distancia
al origen, GR, llegandoa que las funcionesdefinidassobreS~ estánrelacionadas
con las funcionespropiasdel operadorA~, parteangulardel operadorlaplaciano,
lo quenospermitiráencontrarla soluciónqueverifica lascondicionesdecontorno
dadas.Porúltimo, al considerargrandesdistancias,(los astrosactúancomo masas

m
puntuales),V se toma como la función escalarV = G — (ni es la masaatrayente

e
y ela distanciaentrela masaunidady la masaatrayente)y suponiendoqueadmite
un desarrolloen seriede potenciasdex,y,z,V seexpresacomocombinaciónlineal
de armónicosesféricos.

2. SOLUCION DE A2(V) = O POR SEPARACION DE VARIABLES

Se considerala resolución del problemade Dirichlet en la esferaS~ por lo
queemplearemoscoordenadasesféricasr, 6, 2;

x = r sen 6 cos 2

y = r sen O sen 2
z = r cos 6

quees un sistemade coordenadascurvilíneasortogonales,siendosu elementode
arco

di = h~ dr2 + h~ dO2 + h~ dY,

con

= ( ~ + (~Í )~ + (2 ~; (q,,q
2,q3) = (r,6,2)

bajo estascondiciones(1.2) se expresaen la forma (l-leiskaneny Moritz, 1985)

IO¡ dv \ 1 O ¡ dV 1 dV
__ —Ir

2 1+ ¡ senO ¡ + —— —

r2Or\ drt r2senO 86 86 r2sen26a2 —0 (2.1)

y suponiendoque existesoluciónV(r,6,2) = R(r)-t3(6). 0(2), éstase determina
por las solucionesde las ecuacionesdiferencialesordinarias
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d2R dR
___ +2r——kR0 (2.2a)

dr

d20

— a’> = O (2.2b)

1 d (seno d~) + (k + senze’)e=0 (2.2c~
senO dO dO,

dondea) esunaecuaciónlineal deEuler, que seresuelvepormétodoselementales
y su solucióngeneraldependedel valor de k; la ecuaciónb) tambiénse resuelve
elementalmentey su solucióngeneraldependede a; y en la ecuacióne), por el
cambio de varible t = cos 6, se obtiene

____ de [
a]

0(1—?) — 2t + 1k + (2.3)dt dt

ecuacióndiferencialde segundoorden con 1,—1, ~ como puntos singulares
regulares(p.s.r.), ecuaciónFuchsianade tipo hipergeométrico,cuyaexpresión
medianteel P-símbolode Riemannes

1 —1

—a/2 —a/2 1/2 + 1/4+k

—a/2 — —a/2 1/2 — l/4+k

1 —t
queporelcambiodevariableindependienteu = setransformaenla ecuación

2
diferencial

0 —1

—a’2 —a/2 1/2+ l/4+k it)

— —a/2 — —a/2 1/2 — 1/4+k

Estaecuación, como toda itipergeométrica,se resuelvesiguiendolos métodos
clásicosescogiendodossolucioneslinealmentéindependientesentrelas 24 solu-
cionesde Kummer (Rainville 1964).

Deshaciendoloscambiosdevariabley multiplicandolassolucionesde(2.2á),
(2.2b) y (2.2c) se obtieneunasolucióngeneralV = R(rftD(2$(6) de la ecuación
(1,1). -
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3. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET EN LA ESFERA

Dadasunascondicionesde contornoen la esferaS~, o seadando

f(a,6,2) =f(6,Á), Oca, 0C2<2n (3.1)

la determinaciónde solucionesde (1.2) en el exterior de S~ que verifiquen la
condición (3.1), dependerádefta,6,2);por ejemplosi f(a,6,2) es una funcion
definiday acotadaen S~, la soluciónde (1.2) se obtieneporlas de (2.2a), (2.2b),
(2.2c)que verifiquenestascondiciones.

Respectode (2.2b), por serla soluciónbuscadaunivaluada,y por ello pe-
riódica de período 2n, las únicassolucionesválidas son las correspondientesa
los valoresa= —ni2, o seaparacadam e Z, tenemosuna solucióndel tipo

~ (2) = Am cos mÁ + Bm sen mA; vn E Z

En laecuación(2.2c)paracadavalordemlas solucionesacotadasen(—ir,n)
sonlassolucionespolinómicascorrespondientesa losvaloresk~=Qn+n)(m+n+ 1)
con ir = 0,1,2,3,...,dadoque(2.2c)esunaecuacióndiferencialqueconel cambio
de variablecosO=t toma la forma

d2e 2t de ¡ k(l—t) —ni2’~

dt2 1—t2 di + k (It2)2 j@ = O

que es una ecuación diferencial de tipo hipergeométricocon a(t) = 1 —it
r(t)=—2t, aQ) = k(l—t2)—m2queverificanlas condiciones(Nikiforov 1988)para
las que las únicassolucionesno trivialesy acotadasen Ictcl sonlas soluciones
polinómicascorrespondientesa los valores~,, queverifiquen

dr n(n—l) da2
~ -l-n + —0,n=0,l,2,3...

di 2 di2

y que con y = k—m2—m, k=(vn+n)(m+n+l)==eQ+l) con pn+n=t; entonces,
en la resoluciónde (2.2c)distinguiremoslos casosm0 y m*0.

Si m=0, t=n la ecuación(2.3) se expresa

d2e de
(1—t2) — 2í + [e(¿+ 1)] e = 0 (3.2)

dt

queesunaecuacióndeLegendre,quecomotodaFuchsianade 3 p.s.r.por cambios
de variablese transformaen hipergeométrica.

Expresada(3.2) medianteel P-símbolode Riemann

—1 ~
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1—t
se transformapor el cambiode variableu = en la ecuacióndiferencial

2

e=P(O 1 ~ í—t)

ecuaciónhipergeométrica,con a = —e, fi = ¿+1, y = 1 cuyasoluciónen tomo
au = O es la función hipergeométrica

1.t ) ~ (t+I)r(~Or U r (3.3)
r=o

1 —t
con (e), = e (e+1) (e+2). ..(e+r—1); ir = (r!); = u, válida para u

2
tal que ¡ u ¡<1, y paratodo valor de e, soluciónconocida como la función de
LegendreP, (u) de primeraclase, y que parae enteropositivo es el polinomio
de Legendre1% (u) de gradoe.

(u) = 1+ [(¿+1) (—e)] u + -~- [(e+lt (—e)2] u
2 +

+ —=~-- k-~-~> (—ttj u’.

Unasegundasolucionlinealmenteindependientede (3.3)en tomo de u = O
es logarítmica,al presentarla ecuaciónindicial en u=0 exponentesigualesy se
obtienede la siguientemanera(Rainville, 1964): Dado queen la ecuación(3.2)

1—t
se ita hechoel cambiode variableu = estaecuaciónse trasformaen

2

d28 de
u(1—u) du2 + (1—2u) + e(e+1) e = 0 (3.2)

du

de la que u O es un p.s.r., y por tanto admite solucionesde la forma

e=X arur+c;
r0

Severifican las relacionesde recurencia

= O parar = O

(r+c)2 a, — [(r+c) (r+c— 1) — e (e+1)] a ,~ O si r = 1;
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los exponentesde la ecuaciónindicial para u = 0, son iguales a 0, luego dos
solucioneslinealmenteindependientesson

(e+1) (e)r
i) e1, = [6 (u,c)]~0 = u’ = 2F, (—e, e+l;l;u)

(e+I), (—O.
u) e~, = ¡ ~%O(u~cJ = 1 - (r!

2) ¿tlnu+
r0

(—e) (¿+1), ur [H(e+l,r) + l-l(—e,r) 2H(l,r)]
(r!9

con

1 1 1
___ + + ;paraeeZ

c c+I c+r—1

e
1 es el polinomio de gradoe (3.3), y 012 no es polinómica, por lo que no

cumplelas condicionesde acotación.

¡ —t
Deshaciendolos cambiosu = t = cos O obtenemosla solucióne»,

2’
— p~ (O) de la ecuación(2.2c).

Las solucionesde (2.2a), parak=e(e+ 1), estoes de la ecuación

d
2R dR

+2r —t(e+1)R=0
dr2 dr

son

R(r) = A, r’~’ B, r

quepor tenerque seracotadasparar—. ~, A, = O y por tanto la soluciónqueda

R,(r) = E, r”~’1

luego la soluciónde (1.1) param=0 es:

V(r, 6, 2) — B,CtI+¡í e,
0(O) . (A4+A2) = C, P/6) ~ + D, P, (6)

dondeC,, D,, sonconstantesarbitrarias.
Si ni * O tenemosque resolver la ecuación(2.3) que en función de e se

escribe

de de + 1—?
(1—e

2) dO — 2e de [41~) — e=0 (3.4)
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Estaecuacióntiene 1, — 1, ~ como puntossingularesregulares,se expresame-
dianteel P-símbolode Riemann

e-fm
-~ 2

1—1 ~

m 1
—f ti

2 J
___ 1+1 1-ni -ni

2 2

(3.5)

y trassucesivoscambiosde variabledependientee independientesetrasformaen
la ecuaciónhipergeométrica(Rainville, 1964)

e = (e+1t2 (t—1y”’2 ( -~tn

1
o m—t uI

—t ¿+1

que admite la solución(la y,, de las solucionesde Kummer)

e,, = (e2—1y”’2
2F, (ni—e, m+t+í; í+ni; u)

válidaparalos valoresdeu queverifiquen ¡u¡ < 1, y quesim E
y proporcionala la derivadam-esimade P/t), pues

(0m (e+ í)m (
df” (—2)”’ ml 21j m—t+e+l; l+m;

es polinómica

1—e

)

por lo que (32.16), en el casoque ni E N se puedeexpresarpor

I’(e+m+1)
e,, 2”’ ni! I’(e—m+1) (e

2—1y”’2
2F, (m—t. m+e+1; 1+m;

que es la función asociadade Legendrede 17 claseP~Nt).

Otrasoluciónlinealmenteindependientede (33.16) se escogeentre las )½,~

solucionesde Kummer, (k = 2,3,4,5,6),paracualquiervalordeni; asísi tomamos
la y3, resulta

(3.7)

válida para—1 ct < 1. (3.6) y (3.7), en estaregióncomún,forman unapareja
de solucioneslinealmenteindependientesy acotadas;además,en estaregióncual-
quierotra soluciónes combinaciónlineal de ambas.Deshaciendolos cambios,se
obtienela solucióneJO)dela ecuación(2.2c)quemultiplicadapor las soluciones

e3, = (9—it 2F, (ni—e, m+t+1; 1+m;

(3.6)

1.—t

)
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de (2.2a)y (2.2b) dan las solucionesde (13.11)V = R,(ryDmGOe,m(O)en el caso
m*0. Dadoque (1.1) es una ecuacióndiferencialhomogénea,por el principio
de superposicióntodacombinaciónlineal de solucionesde (1 .1), es soluciónde
(1.1).

La determinaciónde solucionesde (1.2) en el exteriorde S~, queverifique
(3.1) sefacilitasi encontramosun sistemaortogonalcompleto=2*,quenospermita
expresarj¶O4)como combinaciónlineal de sus elementos.

Porotraparte, las propiedadesde invarianzadel operadorlaplaciano,frente
a los cambiosde ejes rectangulares,y frente a los desplazamientosdel píano
euclídeo,en particular ¡si es invariantefrenteal grupode trasformaciones

GR = { movimientossobrela esfera~2 en R3}

es decir A~ es invariante frente a las trasformacionesque dejan invariante la
distanciaal origen, nospermite determinarun conjuntode funcionespropiasdel
operadorlaplacianoque setrasformanentresí por los elementosde GR. y queno
sonotrasque las funcionespropiasde A~, (Vilenkin, 1966).

Propiedad3.1: Las funcionesQ* = K1sen’2e~, t=0, 1, 2,.. sonfunciones
propiasdel operadorA ~.

Dadoque, en coordenadasesféricas,la expresiónde ¡s~ es

02 8 1 02=4= +cotg6 + ___—- (3.9)
062 06 sen’6

se compruebaqueparatodo ¿ se verifica

80 sen
26 ‘1( ~ +cotg6 + K,sen’ ~ae’M= (3.10)

= —t(t+ 1) K,sen’2e~’6

Luegocon =2*conocido, y como paralas funcionesdefinidassobrela esfera

es unsistemaortogonalcompleto,f(a,04) sepuedeexpresarcomocombinación
lineal de sus elementosy calcularlas constantesque determinanla soluciónde
(1.1) queverifica la condiciónde contorno(3.1).

4. SOLUCION POR DESARROLLO EN SERIES DE POTENCIAS

Dadoque nos movemosen R,, y con distanciastan grandesque se pueden
considerarlosastroscomomasaspuntuales,y bajolahipótesisdeque(1.1)admite
soluciónanalíticaenun entornodel origen,la función escalarV sepuedeexpresar
por (Whittaker andWatson, 1927)

Va
0 + a1x + b2y + c3z + a,1x

2 + a,
2xy +... (4.1)
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entonces,al sustituir(4. 1) en (1.2) sedeterminanuna infinidad derelacionesentre
los coeficientes,comopor~ejemplo

a11 + ~‘2= + c33 = 0, n(n—1)a~1+ (n—1)b~2 + (n—1)c~, = O

ya que la sumadelos coeficientesen O2/í~ de las distintaspotenciasx~~yrzs. con
m+r+s = ir debenanularse;si, por otro lado, consideramostodos los términos
degradon y buscamostodoslospolinomiosdegradon quesonsoluciónde (1 .2),
es decir los polinomios armónicosde gradon, nosencontramosque de un-total

de (n+2) (n+1) n(n+1

)

términos, existen relacionesentrecoeficientes,por lo
2 2

que sólo la diferencia 2n + 1 son independientes, y los términosde gradoir en V
tienenque ser unacombinaciónlineal de 2n+1 solucionesde la ecucacióndife-
rencial (1.2) todas de ordenn enx,y,z.

l)ado que si a,b,c son constantestales que a
2+b2+c2= O toda función

f(ax+by+cz) E <Y, satisfacela ecuaciónde Laplace(1.2), en panicularlo hará
el polinomio homogéneode ordenn

P(n,v) = (z + ix cosv + iy senv)” (4.2)

paracualquierconstantey, (Hobson ¡955) y como

(z + it cosv + iy senv~= ~ (7)t (ix cosv + ir senvy’’ =

‘—o

= L (x,y,z)cos mv + h,,, (x,y,z)senmv
ns—O .3—’

(z + ix cosv + iy senvy’ se expresaen función del sistemaortogonal {cos mv,
senmv, m=0, l,2,...} y por la reglade Fourier

4 1 (n
-a) gjx,y,z) = ~ J (z+ix cosv +iy enus)” cos mv dv

ni = 0,1,2,3 n

1 (a

b) h,,,(x,y,z) = 1 (z+ix cosv +iy sen 6)~ sen mv dv

ft 1—a

ni =

Derivando bajo el signo integral y sustituyendo en (1.2), vemos que cada función

g~ (x,y,z), Ji,,, (x,y,z) es una solución de (1.2), obteniendo así 2n+l polinomios

armónicos linealmente independientes de grado n, por lo que cualquier combi-

nación lineal de ellos se puede obtener como el resultado de

+ f (z+ix cosv +b~ senvY’f}v) dv
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stendof~(v)una función racional de e’” = cosv + isenv
Al sercierto para cadati e Z, V se puedeexpresaren la forma

V = ~ (z+ix cosv +iy senv)”f}v) dv (4.3)
rl—O

que convergeuniformementesi V+y2+z2 es suficientementepequeño.
Si nosinteresaexpresar(4.3)encoordenadasesféricas,tenemos(Lavrentiew-

Chabat1977).

a) J (z+ix cosv + iy senv~cosmv =

= r” 3’ (cosv+isenvcos (y—A)’ cosmv dv

= <cosmA 3’ (cos6+isenbcosr~cosmr dr con r=6.2

b) 3’ (z+ix cos6+iy senOysenmO =

?senmA 3’ (cos6+isenbcosr¡ cosmr dr

siendo los coeficientesde r”cosm2, y de r~senmAigualesa 2rP’ (cos 6), propor-
cionales,portanto,alas funcionesasociadasdeLegendre,por lo quecadasolución
de (1 .2) analíticaenun entornodel origen sepuedeexpresarpor la fórmulageneral

V=X r {AnPn(coso)+ E (tát:cos mA + B:senmA) r(coso)}
m—1

La determinaciónde unasoluciónque verifique ciertas condicionesde con-
torno f(r,6,A) se calcularáexpresandoesta función como combinaciónde los
armónicosesféricos,lo que nos permite hallar las costantesque determinanla
soluciónde (1.2) que verifique la condiciónde contornodada.
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