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1. INTRODUCCION

La necesidaddedisponerde un geoidede calidad y precisiónes sentida
por toda la comunidadgeodésicay geofísicainternacional,pruebade elio es
el elevadonúmerode simposiosy reunionescientíficasque secelebransobre
la determinacióndel geoide.

Las redes geodésicasclásicas de triangulación y trilateración deben
tratarsecon datos suficientementereducidos lo que implica la necesaria
consideraciónde las altitudesdel geoidey de las desviacionesde la vertical.
Así, por ejemplo, en la PenínsulaIbérica la influencia en la reducciónde
distanciasdel geoideal elipsoidepuedellegara serde 3 a 5 partespor millón
con respectoa sistemasgeodésicosvigentes,y esto no esdespreciable.

Porotraparte,la existenciadesistemasgeodésicosobtenidoscon técnicas
espacialesdiversas(Doppler, GPS, VLBI, etc.) que no son sensiblesa las
clásicas reducciones o correcciones, exige si se quieren utilizar con fines
geodésicosde control de redeso incluso en estudiosde movimientosde la
corteza,en conjuncióncon datosde la geodesiaclásica,que enel procesode
formación de los modelosse tengaen cuentala relacióndel geoidecon los
demás elementosque intervieneny por consiguientela necesidadde su
determinación.Y esto es sencillamenteun esbozode la situacion.

En estascircunstanciases necesariorevisar la metodologíaen usoparala
determinaciónde ondulacionesdel geoidey actualizaríacon el concursode
métodos estadísticos que bbs permitan garantizar la precisión de los
resultados.

Uno de los métodosmásutilizadosen la determinaciónde diferenciasde
ondulacionesdel geoide es el método de nivelación astrogeodésicacon la
aplicación de la fórmula de I-Ielrnert. Describiremos este método en forma
precisay estudiaremossu aplicacióna perfilesy en superficieplanteandoy
resolviendolos modelosmatemáticosutilizadosfinito a un análisisestadístico
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de resultados. Al mismo tiempo se han confecionado los correspondientes
programasde cálculo para ordenadorque estána disposición de quien los
solicite.

2. DETERMINACION ASTROGEODESICADEL GEOIDE. FORMULA
DE HELMERT

La determinaciónastrogeodésicadel geoide(engeneraldeun cuasigeolde)
consisteen determinardiferenciasde ondulacionesdel geoideen función de
las desviacionesde la verticalobtenidaspor métodosastrogeodésicos.

La fórmula básicaque resuelveesteproblemapuedeobtenersecon un
sencillo razonamientoqueaprovechalas propiedadesdel modeloal aire libre.

Consideremosdos puntos E y Q de la superficetopográfica terrestre
rnfinitamentepróximos.En estospuntospodemosdeterminarlascoordenadas
astronómicas:latitud $ y longitud A. SeanP’ y Q’ los puntosde la superficie
del teluroide,proyeccionesde E y Q segúnlas normalesal elipsoidegeneral.
En E’ y Q’ podemosconocerlas coordenadasgeodésicas(~, A) queseránlas
mismasde los puntos Pa’, Q del elipsoidecorrespondientesen la proyección
de Helmert y que puedencalcularsepor triangulación. La definición del
modeloal aire libre nosdice quelasdistanciasP’Py Q’Q sonlas mismasque
las queseparanlos puntoscorrespondientes,siempresegúnlas normalesal
elipsoide,del elipsoidey cuasigeoiderespectivamente,EJ1% y QQ, es decir,
conocidasE?, Q’Q, etc. tendremosdeterminadala superficie topográfica
sobreel teluroideo, lo quees lo mismo,el cuasigeoidesobreel elipsoide.En
particular tendremosdeterminadoel geoidesi consideramosel sistema de
altitudes ortométricas. Además, en la superficie topográfica podemos
disponerde la gravedadg y por tanto del ve-flor gravedadreal g y en la del
teluroidedel-vectorgravedadnormal y.

Si tomamosun sistemade referencialocal en E sean

(Ax, Ay, Az) = PQ . [1]

las componentesdel vector PQ, en particular Az es el incrementode altitud
brutade nivelacióndli’, sean

(zXg~, Ag~, zXg~)zz4gg—y [2]

las componentesdel vectoranomalíade la gravedad,en particularAg. = zXg

es la anomalíade la gravedad,y sea
dh=dN=Q’Q —E’? [3]

la diferencia entre las distancias elipsoídicas de los puntosF y Q’ a P y Q o
bien la diferencia entre las ondulaciones del geoide entre los puntos
correspondientespPQP y P,Q



.3. Ajustey análisis estadísticode ondulacionesdel geoide... 57

SUPERFICIE
TOPOGRAFICA

TELU RO ID E

CUASIGEOIDE

ELIPSOIDE

Pordefinición de teluroidelos potencialesgravificosrealesen E y Q son
iguales a los potenciales normales en E’ y Q’, por tantotambiénseráigual su
diferencia,entoncespodemosescribir

g~PQ= y1,- E’Q’

.

Ahora bien

pPQP = FU’ + PQ+ QQ’

,

luego

= y~ (PU’ + EQ -

de donde

(gp -yp-) PQ=y~.(E’E- QPQ)

Teniendoen cuenta[3] estosproductosescalaresse escriben

Ag.EQ= —y,, .dli —y,,. dli cos(180)= y,,. dli = y dN

y utilizando [1] y [2] resulta

1
dNj-( Ag~ ¿Ya + Ag5 Ay + Ag2 Az).

P g

[4]
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Paraobtenerla expresiónde dNentérminosde ladesviacióndela vertical
recordemosque,por definición, las componentesde la desviación~eescriben

lON _ 1 dT _

r ry

1 dN _ 1 8T~ _ _ óg,
~rcos~ 8k yrcos~ OX y

donde T es el potencial perturbadory 8g~, 6g~ componentesdel vector
perturbación de la gravedad (Heiskanen-Moritz, 1985, p. 233). Hemos
utilizado la fórmula de BrunsN f. Si aproximamosel vectorperturbación
de la gravedadpor el vector anomalíade la gravedad,lo que es lícito en
aproximaciónlineal, podemosescribir

[5]

-y

y sustituyendo[5] en [4] resulta

dN = — ~Ax - ~LSY+ dli’- [6]
-y

Ahora bien,en el sistemade referencialocal se tiene

StAY + y~ZXx = ~cosads + ~senads = OJs, [7]

donde

0=~cosa±ijsen& [8]

es la componentede la desviación de la vertical en la dirección PQ de
acimut a y ds = 1 EQ¡ es la distanciainfinitesimal entreE y Q.

Entoncescon [7] la fórmula diferencial[6] queda

dN=—Ods+ dli’ [9]
y

Por consiguiente,para dos puntos A y fi distantesla diferencia de
ondulaciones del geoide se obtiene integrandoestaexpresión,resultando

NB—NA=—j110d5+ A RzXg~~P [10]
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que es la fórmulade nivelaciónastrogeodésicabuscada.obsérvesequeesta
fórmula es válida tanto paradesviacionesabsolutasde la vertical como para
desviacionesrelativas(Levalléis, 1970).

Fórmula de Helmert

Como puedeobservarse,la primerapartede la e¿uación[10] procedede
la integraciónde la ecuaciónbásica

- dN=—Ods

establecidaenla superficiedel geoideo bienobtenidabajoel supuestode que
las superficiesde nivel fuesen paralelas,pues entonces,los ángulos que
formanla tangenteal geoideen la direccióndeacimuta conla tangenteauna
superficieparalelaal elipsoideenel puntoEdelasuperficietopográficay con
otraen el punto g sobreel geoideseríaniguales.

En estecasoresultala fórmula de Helmert

N
8— NÁ = ds. [11]

Este paralelismo de superficies de nivel será admisible en nuestros
razonamientoscuando las coordenadasastronómicasque figuran en las
expresionesde las componentesde la desviaciónde la vertical

= ‘1’ - 4’,
= (A — X) cos 4,, [12]

hayansidoreducidasal geoide,esdecirlas coordenadasobservadasenE han
debido corregirsepor curvaturade la plomaday movimiento del polo.

La correcciónpor movimiento del polo viene dadapor (Sevilla, M. LI.
1975).

4’ = <1> .— x,, cos A + y,, sen A,

A= A—(x,,senA+y,,cosA)tag~, [13]

donde4tA sonlascoordenadasresultantesde laobservacióny (ir,,.y,,) sonlas
componentesdel movimientodel poío.

La correcciónpor curvaturade la plomadaviene dadapor

~ _ Hdg~
g,. dx

A0—A Hdg~ sec4’,g,,, dy
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dondeH es la altitud ortométrica del punto E, g,,, es el valor medio de la
gravedada lo largo de la línea de la plomadaentreel punto E del terrenoy

el geoidey 8~NI 4g,,, sonlas componentesdel gradientehorizontal de la
gravedad, dx ‘

Si como aproximación se toma la gravedadnormal para calcular la
curvaturade la plomaday se tomanlosvaloresusualesde los parámetros,las
fórmulasde correcciónque se usanson

= 4, — 0’t00017 Hsen 24’,

A0 = A, [14]

dondeHes la altitud en metros.

3. DETERMINACION DE ONDULACIONES DEL GEOIDE A LO
LARGO DE UN PERFIL. ESTUDIO DE LOS ERRORES. COM-
PENSACION

3.1. Método de Helmert.Aproximación lineal

Consideremos,una serie de puntos dato E. i = 1,... ti, donde se han
determinadola latitud y longitud astronómicasy en donde se conocen
también las coordenadasgeodésicasy por tanto las componentesde la
desviaciónrelativade la vertical (~, ij), ¡ = 1. n.

Para una dirección dada por el acimut & en un punto 1’ donde las
componentesde la desviaciónde la vertical son (¿, ‘j), la desviaciónde la
vertical segúnla dirección definida por el acimut & es

0,, = cos & + ~ sen&. [151

Se supondráquese han efectuadolas correspondientescorreccionesa las
observacionesastronómicasefectuadassobresuperficiede la tierra,segúnse
ha establecidoen la secciónanterior.

Sean I~ y E±~dos puntos en el geoide(en generalen la superficiede
referenciautilizadaparalas correcciones)y ds el elementode arco de la línea
geodésicaque une ambos puntos. La diferenciaen ondulación del geoide
entreestospuntosvienedadapor la fórmula [‘ii, estoes

— — a [16]
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y llamando r’ al segmentode la líneageodésicaqueune fl y 1~ tomando
como parámetrode la curva la longitud de arco, la expresión[16] puede
escribirse

— Ni=AN;=~J0a(5)d5. [17]

La ecuación [17J sólo permite la determinación de diferencias de
ondulacióny por tanto paradeterminaciónde ondulacionesdel geoideseha
de tenerel valor de la ondulaciónen al menosun punto de los puntosdato.
Dicho en otras palabras,conociéndoseúnicamentevaloresde la desviación
de la vertical, no es posible determinar ondulacionesdel geoide sino
diferenciasde ondulación.

Puestoque 0a = 0~ (s) solamentese conoceen un número discretode
puntos del perfil entrelos puntos E, y E~, la integraciónha de hacersede
formaaproximada,esdecirpor métodosnuméricos.El métodoclásicoen la
literatura geodésicaes la aproximaciónlineal de Helmert que evalúa la
integral por la fórmula del trapecio,entonces

— N, = — 6<+0~+~ ¡Xv,, [18]
2

siendoAs, la distanciaentrelos puntosE y ~ yO-, ~ las desviacionesde
la vertical en estospuntosen la direcciónde acimut a de J~ J~.

Supongamoslos puntos P dispuestos a lo largo de un perfil y
= A y E~ = B los puntos inicial y final del perfil. La diferencia de

ondulaciónentrelos puntosA y fi se obtienepor la suma.

PI> Li PI—’

/al 2

y suponiendola ondulacióndel geoideconocidaen el puntoA, la ondulación
del geoideen otro punto cualquieraP,~ del perfil viene dadapor

k< 61+0

-

= IVA — ‘+‘ As,, k = 2,..., ti [¡9]

¡a’ 2

siendo

0, = (4’, — 4’,) cos &, + (A, — X,) cos 4’, sen &,,

= ~ — ~ ) cos ~ + (A,~ — X
4, ) cos 4’~±’sen

[20]
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dondea, es el acimut de la dirección E E1> en P, y a,> de la mismadirec-
ción en:P,~~,(4,; A~ las coordenadasastronómicasdel punto 1’,- y ~ A,+)
del punto P,±~,(4’,, X,) y (4’,>, X,+,) las coordenadasgeodésicasde los puntos
1’, y E,> y ¡Xs, la distanciaentrelos puntos.

- La aplicaciónclásicadel método de Helmert se suelehacera lo largo de
perfilessituadossobremeridianosy paralelos.Así a lo largode un meridiano
tendríamos(sen a, = sen &,,, = O, cosa, = cosa,> = 1) y por tanto

- - k-’ (4’,-,-~ + 4,,) —(4,+ + 4,,) As,, k2,..., ti
NK=NÁ-Z - 2

y a lo -largo de un paralelo de latitud 4’ (cos a, = cos ~1> = O,
sena=sena,< = 1) y por tanto

,k-l (A,> + A,) — (X,~, + X

)

NK=NÁ—S cos4’As,. k=2,..., ti
¡=1 2

El modelo ideal y quehasido seguidoen algunospaisesde granextensión
como Rusia (Zakatov,P. 5., 1975) es hacerdeterminacionesastronómicas
sobreunamalla de meridianosy paralelosparaunaposteriorcompensación
de los distintos itinerarios seguidospor mínimos cuadrados.

3.2. Estudio de erroresen el método de Hclmert

En cuantoal estudiode errorespropiosdel métodode Helmert daremos
unasbrevesindicaciones,puestoquehasido tratadoextensamenteen(Sevilla
y Núñez, 1979).

Existen fundamentalmentetres fuentesde error:

a) Los debidosa las observacionesastronómicas
b) Los debidosa lascoordenadasgeodésicasprocedentesdetriangulación.
cf El error dé - tr’uncamiento- de la fórmula de integráción numérica

utilizada.

Evidentementeentreestostipos de errory en unaaproximaciónquepara
nosotros es suficiente, los dos primeros puedenconsiderarsede carácter
aleatorio, siempre que la reducción de las coordenadasastronómicassea
correcta,mientrasque los del tipo (e) son sistemáticos.

Empecemostratando los dos primeros. Sea a la desviacióntípic~a y
supongamosque los errores en la determinaciónde la vertical son inco-
rreladospunto a punto,por la ley de propagaciónde la varianzase tieneque

/‘? + ¡

a(AN) = oQ%)ds [21]
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Ahora bien, se puedesuponerque los erroresen distanciay acimut al
multiplicarsepor las componentesde la desviaciónde la vertical que son
cantidadesde primer ordenpuedendespreciarse,y por otraparte,pararedes
modernaslos erroresen la determinaciónde las coordenadasgeodésicasson
despreciablesfrente al error en la determinación de las coordenadas
astronómicas,estoes el ordende0”03 que,comparadocon 0”6 a l’t en las
determinacionesastronómicasde segundoorden, es despreciable.Por tanto
se puedeescribir

a (0,,) = (u~ cos2a+ oj~ cos’4’ sen2a)

siendo i4 u~ las varianzasde las determinacionesastronómicasde latitud y
longitud.

Aplicandola fórmula de integracióndel trapecioa [21] obtendremosque
la desviacióntípica de la ondulación del geoide a lo largo de un perfil es
(Sevillay Núñez, 1919)

U~N= (cos24’u~+a~)2
2 2(n—l)

De gran importancia en este método es el error cometido en la
interpolaciónen el cálculonuméricode la integral [16]. El error provienedel -

truncamientode la fórmula del trapecio,pudiéndosedar unaacotacióñdel
error entrelos puntosextremosA y E por -

E (metros)< sen
6

El cálculo aproximadode 60 se puedeefectuarde la siguientemanera.
SeanE,A-,P,r-~, trespuntosconsecutivosdel perfiel, entonces

80(P) = ~ ~ —0,,

2

y se toma

60=max I80(P,)I,
E,e(A,R)

siendo E, un punto del perfil. -

En cuantoa los erroressistemáticosen las coordenadasgeodésicas(4’, X)
en redesgeodésicasde calidady recientementereobservadas,con control en
orientación ‘ en escalaaceptable,la influenciade posibleserroressistemáticos
queperturbenlas coorde»adasgeodésicasresultantesde la compensaciónes
despreciablepara fines de determinaciónde geoide, puestoque a lo sumo
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puedenllegar a valoresdel ordendel metro frente a los 15-30 metrosen las
coordenadasastronómicas.

En cuanto a los errores sistemáticosen la determinación de las
coordenadasastronómicasdiremosque su detecciónno es sencilla, pero con
los equiposde observaciónactualesen la medidadel tiempoy unacuidadosa
preparaciónde la observaciónestospuedenminimizarseen granmanera.Los
tres factores más importantes son: la refracción anómala imposible de
controlar, la ecuaciónpersonaldel observadorque debedeterminarseantes
de cualquiercampañade astronomíay los sistematismospropios de los
aparatosde observaciónque con una buenacontrastaciónantesde cada
campañapuedenprácticamenteeliminarse.

En los trabajosde Rice, 1962 en EstadosUnidos,se da unaacotacióndel
error introducido por estos sistematismosen la determinación de la
ondulacióndel geoideparaobservacionesastronómicasde segundoordendel
tipo

E (metros)<0,034 s

para una longitud total de línea astrogeodésicade s kms y estaciones
espaciadas22 kms.-

En todo este capítulo se han supuestolas observacionesastronómicas
reducidasal geoide, lo que suponeel conocimientode los gradientesde la
gravedaden la línea (Sevilla, M. LI. 1975). Esta corrección para zonas
montañosases importante,pudiendollegar aserdel ordende 1 ‘~, lo quepara
ladosde 25 kms introduceun error de 0.15 metrosen la determinaciónde la
diferenciade ondulacióndel geoideentrelos puntosdel lado en cuestión.

Por tanto la exactituden la determinacióndel geoideastrogeodésicopor
el método de Helmert dependede cuatro problemasdiferentes.

a) Exactituden las determinacionesastronómicasde latitud y longitud.
h) Espaciamientode las estaciones,dependiendode la variaciónde las

componentes(t~ ij) en los puntosdel perfil.
c) De los valoresde la curvaturade la línea de la plomada,necesarios

para efectuar una correcta reducciónde las coordenadasastronómicasal
geoide.

d) Error de truncamientode la aproximaciónlineal.

3.3. Compensaciónen el método de Helmert.

Consideradoslos ti puntos E, con desviacionesde la vertical conocidas
ahora vamos a discutir brevementela compensaciónde una línea de
nivelaciónastrogeodésica.Utilizaremosel modelode ecuacionesde observa-
clon.

Las’ relacionesde observaciónse puedenescribir a partir de [18] en la
forma

— /V, = 1, + y,, [22]
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dondeel desnivelobservadoes

1, = —(0~ + 0,~,) ¿Xs,/2.

Entoncespara i = 2 ti —2 se tiene

~PI-I = -N~ + ‘PI~I + VPI1

siendo

= ondulacióndel geoideen el punto 1 que suponemosconocida
NPI= ondulacióndel geoideen el punto n que suponemosconocida

= residuode la i-ésimaobservación.

Por tanto se puedenplantear las relacionesde observaciónen forma
matricial,

A x—t=v,

siendoA unamatriz (n —1 ,n —2) denominadamatriz de configuracióno de
diseñodel ajustede la forma,

00
00
lo

A=
0 0 —l

y los vectoresx y 1 vienendadospor

x = (dV’, N«,> )~,

y y es el vectorde residuales.

La soluciónmínimos cuadradoses (Sevilla M. J. 1986)

= (ATP Ay ATEt,

siendo E la matriz de pesosde las observaciones,quesepuedesuponer,

a) E = J la matriz identidad,

c) E = (l/AsD2 , i = 1 , 2., n —1.
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En el casoenqueel circuito de nivelaciónseacerrado,esdecir, coincidan
los puntos inicial y final, el planteamientoes el mismo, salvo el vector de
términosindependientesque se escribe

Estemétodo sobreperfiles es un casoparticular del que se desarrollaen
la secciónsiguiente.

4. DETERMINACION DE ONDULACIONES DEL GEOIDEEN AREAS
EXTENSAS. COMPENSACION MíNIMOS CUADRADOS

4.1. Planteamientodel problema

Supongamosuna región D de la superficie terrestreen donde se han
determinadolascomponentes~ dela desviaciónde la vertical en unaserie
de ti puntosno necesariamenteregularmentedistribuidos.

Introduzcamosen D un sistemalocal de coordenadascartesianasplanas:
sea(4’~. X0) un punto de origen,se tomael eje x tangenteal paralelohacia el
estey el ejey tangenteal meridiano haciael norte, entoncesparaun punto
cualquiera(4,, X) de D las correspondientescoordenadascartesianasplanas
vienendadaspor (se suponehipótesisde tierra esféricú)

ir = 1? (A — A0) cos 4’ = 1? A cos 4’— R A0 cos 4’,
y = R (4, — 4’~,) = R 4’ — R4,0.

Las coordenadascartesianasdel origenserán,evidentemente

x0R A0 cos4’0—R 4,~ cos00,
y0=R4’0-R~bj 0,

siendoR el radio medio terrestrepara la zonaconsiderada.
Sean(ir1, y), i = í, ..., ti lascoordenadaslocalesde los ti puntosdato 1’,

en dondese han evaluadolas componentesde la desviaciónde la vertical
dadaspor (¿,, 17,) (t,~, flPI) respectivamente.A partir de estosdatosy del
conocimientode la ondulacióndel geoideen al menosun punto,el problema
esestimarla ondulacióndel geoideen los demáspuntosdatospertenecientes
a ¡3 haciendomínima unacierta norma que se especificarámás adelante.

Matemáticamenteesto equivalea determinar la función ondulacióndel
geoide AV (x,y), (x,y) e ¡3 de la que se conocensusderivadasparciales,

eN
___ (x,y),(x,y)eD

dy dx
[23]
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y se verifica unacondición del tipo

- N(Xr,YF)zrN (xr,yr)ED

en algún punto de D.

Consideremosla diferencialtotal de la función N

dN— ON dx+ dy=—(~dx+~dy) [24]
ay

y seanE, Q dos puntosde D, la diferenciaen ondulación N~-N, entrelos
puntos P y Q vienedadapor integraciónde [24]

- - N~ = —J0(
17dx+ ~dy).

e

Si las observcionesastronómicasdelatitud y longitudestánperfectamente
reducidasal geoide, la forma diferncial dAt debeserexacta,esdecir

¡dAt=jt dx + dy) = O

para cualquier curva cerradacontenidaen ¡3, lo que da unicidad a los
resultados.

La aproximaciónde ondulacionesdelgeoideenlospuntosdato sehacede
la formasiguiente:Conel conjuntode puntosdato (x,, y), i = 1 ti de D
se forma una triangulaciónque idealmenteha de seróptimaen el sentidode
ladosde distanciamínimay triángulos bien conformados,evitándoseen lo
posibleángulosmenoresde 250, siendo el triángulo ideal el equilátero.Los
puntosen dondesedeterminala desviaciónde la vertical suelenser vértices
de la red de primer o segundoordenen dondesehanrealizadoobservaciones
de triangulación, pudiéndose aprovecharel esquemade triángulos ya
definidos. Tengamosen cuenta que la puestaen práctica del método de
Helmertensuperficiees la integraciónde unaecuaciónenderivadasparciales
de primer orden en dos variables por el método de elementosfinitos
(triángulosbien conformados)con la particularidadquelos elementosfinitos
vienen impuestospor los propios puntos observados,exigiéndosepor esto
que la distribuciónsealo más homogéneaposible.

Sean (TJ, ¿ = 1 ti los triángulos disjuntos de la triangulación
efectuadaen D, siendo los vértices de cada triángulo puntos dato en la
desviaciónde la vertical.SeanE, Q y 1? losvérticesdeun triángulo cualquiera
Tk, y vamos a considerarla función ondulacióndel geoideen Tk como un
polinomio de grado 1 en las variablesx.y (aproximaciónlineal de Helmert),
esdecir

N (x,y) = a,,, + a,0 x + a0,y , (x,y) e Tk. [25]
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Supongamosparafijar ideasqueel vértice E del triángulo es el origendel
sistemade coordenadascartesianolocal y sean(s, a) (distanciay acimut) las
coordenadaspolaresen dicho sistemade cualquierotro vértice. Entonces
todo punto de 71, se puederepresentarpor

x = s sen a,
y = s cos a,

y [25] en el sistemade coordenadaspolaresse transformaen

N(s,a)=a0,,+a~0ssena+a01scoscx. [26]

De [23] y [25] se deduce que

= — =

ex

r9N =—~= a0,
ay

y sustituyendoesto en [26] resulta

N (s,a) = a00 — (t~ sen a + ¿ cos a) s

ahorabien, siendo

= cosa+ tj sena

la desviaciónde la verticalenel origendel sistemalocal y en la direcciónde
acimuta resulta

N (s,a) = a,,,, — OaS [27]

Con esta fórmula podríamos calcular ondulaciones del geoide si
conocieramosla constante‘~O0, si no se conoce,lo queharemoses determinar
diferenciasde ondulaciónde la siguienteforma:

Aplicando la fórmula [27] a lo tres vérticesde cadatriángulo, tomando
sucesivamentesistemaslocalesen los vértices E, Q y R resulta:

Con origen en E

Np(O,a) = a00,
NQ (5p~, apg) = a<,0 — 0~ s,,~,

~R (5PR’ &pR) = a00 —
0PR 5PR,
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Con origen en Q

N,, (sup, aa,,) = a,,0—~ ~
N0 (O, a) = a,,0,
N~ (~QR. aQR)= a,,0 — OSR

5QR,

Con origen en R

N,, (sRp, aRr) = a,,,, — 0,, sa,,,
N

0(sRQ, &RQ)= a,,0 — 0Q
5RQ,

NR<’O,a) = a,,,,.

Combinandoestosvaloresobtenemoslas diferenciasde ondulaciones

— = — ~PO5pQ,
N

0—N~= O3,~sqp=—O%s,,0,
— N~ = — 0%,

5QR,

NR-.-NQ= 6Q5RQ=~0~RSQR,
— NR = 6RP 5RP,

Np—NR= 0RR~t’R=— 0~p5Rp,

y tomando los valoresmedios resultanlas fórmulas

N
0—N,,=—(O;0 +0%) 5p~/2,

NR—NO=—(OSR+ OZ,,) 5~4 2, [28]
N,,—NR=—(0%l+O,~P) SRp/2.

Apoyándonosen estosresultadosvamosa hacerel planteamientogeneral
del problema. Sobreunaregión ¡3 de la tierra se tienenunaseriede puntos
[EJ, i = 1 ti en dondeseconocela desviaciónde la vertical O,, i = 1
ti. Se efectúauna triangulaciónde ¡3 con vértices los puntos dato con las
condicionesdadasanteriormente.Entoncesparacadaladodela triangulación
se tiene unaecuaciónde la forma

AN~= N0N,=(O,+O~)5,~/2 [29]

siendo ANJ la diferencia de ondulación del geoide entre los puntos
E,, E~; 0,, 0~ las desviacionesde la vertical en la dirección de acimut a de
E, E1 en los puntos P, y E,, y 5,,, la distanciaentredichos puntos.

Sea ti el númerode puntos dato y ¡ el númerode triángulos disjuntos
(Tk fl 1) = 0 para k #j), entoncesla ecuaciónde Euler nos dice que el
númerode lados es (Struik, D. LI. 1973)

m=l+n—l
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queno esotracosaqueel númerode ecuacionesendiferenciasde ondulación
[29] quese puedenestablecera partir de la triangulación efectuada.

4.2. Aplicación del método de mínimoscuadradosa la determinacióndel
geoide

Ahora vamos a considerarla determinaciónastrogeodésicadel geoide
como un problemaquesepuede adaptara un modelo matemáticode ajuste
en dondetengasentidola técnicade mínimoscuadradosdentrode un marco
probabilístico que se justificará convenientemente(Modelo de Gauss-
Markov).

Se consideranunaseriede puntósE-, ¡ = 1 ti en dondesehandeter-
minadolascomponentesdela desviaciónde la vertical(sQ m), i = í,..., ti. Sean
N~, ¡=1 n las correspondientesondulacionesdel geoide(incógnitas a
determinar).Cadapuntoda lugar ap relacionesde observacióndel tipo [29],
siendop el númerode puntosunidosconél por la triangulación.Seael punto
E,yseanP-~,~ lospuntoscontiguos,lascorrespondientesrelacionesde
observaciónque se puedenescribirson

— ~‘ =v,

habiendotomadounosvalorescalculadoso aproximadosde la ondulaciones
N7 = O V? y dondelos valoresobservadosson

N~±
1=—(O~+O~) s,~/2 ,j=l p

con

O, = cos a,+ i~, sen al

9, = cos a~ + ,j~ sen a,,

siendo a, el acimut correspondientea la dirección E, E1 en E, y a,, el
correspondientea la mismadirección E, E3 en f~-, s,,, es la distanciaentrelos
puntos E, , E,, y y, ~~<,•••, y,, ,~,, los residualesde las observaciones
correspondientes.

Imponiendo la condición de mínimos cuadrados

2 -= minímo
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obtenemosla correspondienteecuaciónnormalparael punto i, dadapor

pN,—N½,— ... —N~~ +1(=0 [30]

Kz=XK,

Para los ti puntos de la red astrogeodésicase tendrán ti ecuaciones
normalesde la forma [30], en dondelas ondulacionesdel geoide son los
parámetrosingógnitaa determinar.Ahorabien,las relacionesdeobservación
dan como valores observadosvía desviaciónde la vertical, diferenciasde
onduacióndel geoideúnicamente,por tanto teniendoúnicamenteestosdatos
sepuededeterminarla formade la superficiedel geoide,perono suposición
en el espacioconrespectoal elipsoide,esdecir, se puedenestimardiferencias
de ondulación,pero no ondulacionespropiamentedichas. Paradefinir la
posición del geoide respecto del elipsoide de referencia es necesarioel
conocimientode la ondulacióndel geoideen algunode los puntosdato. En
términosmatemáticos,la matrizdeecuacionesnormaleses parati puntosuna
matriz de ti filas y ti columnasy su rangoes (ti — 1), es decir, es singular,
pudiéndoseencontrarunasubmatrizsuya de orden (ti — 1) no singular.De
momentonosocuparemosdel casoregular,estoes,supondremosconocidala
ondulación del geoide en al menos un punto de los ti puntos datos en
desviaciónde la vertical.

Las relacionesde observaciónpuedenescribirse,en la forma general

N,—N,,—K~=v
4, .t%=—(O+O,,)s,/ 2 [31]

paradospuntoscualesquieraP , E, , y

NvKqVq, K~= N,,—(O,+ O,,) s,,,/ 2 [32]

paraun puntofijo E,, (de ondulacióndel geoideZV9 conocida).
Entoncesparauna red astrogeodésicacon ni enlacesu observaciones,ti

puntoscondesviacióndela verticaly k puntosdondeseconocela ondulación
del geoide, se tendrá una matriz de configuración con m filas y (ti — k)
columnas.Cadafila dedichamatriztendrádoselementosdistintosde cerode
los (ti — k) o solamenteuno cuando uno de los puntos que enlaza la
observaciónsea fijo, por tanto, se trata de matrices totalmente huecas
(sparse).

En forma matricial las relacionesde observación[3 II y [32] se pueden
expresar

Ax — it = y [33]

dondeA esunamatriz (m,n~k)Tni> (n—k),es la matriz de configuracióno
diseño de ajuste, x=(N, N k) es el vector de parámetros u
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ondulacionesincógnitas a estimar, = (k¡,...,km)’el vector de términos
tndependientesu observacionesy x’ = (y,,..., v~, )Tel vectorde residuos.

Se planteael siguientemodelo lineal estocásticotipo Gauss-Markovpara
la determinaciónastronómicadel geoide,

A x—t = y

EQ)=Ax obienE(v)=O

cov(y)= E~yv’)=& Q= z,. [34]

ve N(Q,a~ Q)

siendo E () el operadoresperanzamatemática, coy (.) el operador de
covarianza,N (9 , a~j Q) la distribrución normal m-dimensionalde media
cero y matriz de varianzas-covarianzasa~ Q, con u~ el factor de varianzaa
priori de pesounidad.

Ahora bien,enestemodelosehansupuestoalgunashipótesisquehayque
contrastar,tales como

1. El vectorde residuossigue unadistribución normal.
2. E (y) = O, lo que equivalea decirque no existenerroresgroserosni

sístematismos.
3. Las p+ecisionesa priori de las observacionespostuladasen la matriz

u~ Q hande serconsistentescon los resultadosa posteriori.
Estashipótesisse puedencontrastarcontestestadísticosquediscutiremos

más adelante.
Bajo estashipótesis, la solución minimos cuadrados¿t, es decir, la que

minimizal Ax — tI ¡2 con la normadefinidaen el espaciode observaciones
por la matriz de pesosE, viene dadapor (Sevilla, M. J., 1986)

E =(ATPAyATPt=N~’d [35]

N=A’EAyd=A
TPt [36]

El vectorde erroresresidualesestimadoes

y = Ax~t=[AG4rpA)~I,4rp~J1t. [37]

La varianzade pesounidaddel ajustees

y= “‘1’

1v1 (m—’-ti+k). [38]o —

La matrizdevarianzas-covaríanzasdel vectorde parámetroestimadoX es

= &~ (A
T EA)-’ = &~ Y>. [39]
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La matriz de varianza-covarianzade los erroresresidualesestimados~ es

E1,0 = &~ (E> — AN> 4T)~ [40]

La matriz de varianza-covarianzade las observacionesestimadas1 es

= A E~, A
T= b~ AN> A”. [41]

5. DETECCION DE ERRORESGROSEROS.FIABILIDAD

Denominamosfiabilidad de una red geodésica(en sentido amplio y
considerandoel casodela nivelaciónastrogeodésicacomoun casoparticular)
a su resistenciaa los erroresgroseroso equivocaciones,o dicho en otras
palabras,a la facilidadparala detecciónde loserroresgroseros.Evidentemente,
cuanto más precisas sean las observacionesy homogéneas,óptima la
configuraciónde la red, un error groseroserámásfácilmentedetectable.En
la literatura geodésicase han dado varios métodospara la detecciónde
erroresgroseros,de los quevamosa resumiraquíel r-test (LI. A. Pope,1975)
y el .8-test (W. Baarda, ¡968), así como la aplicación de la hipótesislineal
generala la deteccióndeerroresgroseros.

5.1. El r-testde Pope

Consideramosel modelolineal éstocástico[34] dondesesuponeque Q es
no singular.El vector de erroresverdaderosy cumplela relación

y= EQ)-t,

con la condición E (j) = Ax, y matriz de varianzaa priori

= a~ E> [42]

El vectorde erroresresidualesestimados~ = A¿’~ — it estárelacionadocon

el vectorde erroresverdaderospor

[43]

donde(M. J. Sevilla, 1986)

K= I-AN>ATE,
N=ATEA. Ii~~i¡
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La matriz de pesosE = Q> es no singular y simétrica, entonces existe

unaúnicamatriz 5 triangularsuperiortal que

p =
5T5 (factorizaciónde la matriz .1’).

Consideremosahora los residualestransformados

= 5v,

0’ = SO, [45]

junto con

A’ = SA,

entonces,aplicando la ley de propagación
operadoreslineales,se obtieneque

de varianzas-covarianzaspara

,,,=STY2,~S=u~STJ> S=ufl’ [46]

luego el-vector y’ se distribuye según una normal de media cero y matriz de

varianzas-covarianzasu~ 1, siendo 1 la matriz identidad.
Por otra parte consideramosel vector ~‘ cuya matriz de varianzas-

covarianzases por [45] y [40]

= coy (SQ = S
TZ,~ 5= & ST(Q—A(ATEA)>A’) 5 =

= &~ (1— A’ (A/TAO> A’T)

y poniendo

1<’ = 1—A’ (APTAD> A’T, [47]

resulta

[48]= 0½,

Si la matriz de pesoses diagonal,que es el casoordiíiario

[49]
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entoncesla matriz 5 viene dadapor

y la transformación É¡ji directamenteel productopor la raízcuadrada
del peso

-0,’= x/?ñi-0,. [51]

La varianzadel residual i-ésimo W calculada con [42], [43] y [44] y
teniendoen cuenta[45] y [47] viene dadapor

2 = 2
_____ [52]U;

0o
pi

con k’, el elementoi-ésimo de la diagonalde K’, y a~ la varianza de la unidad

de peso a priori, que supondremosdesconocida.Entonces,LI. A. Pope,
basándoseen trabajosde T. Thomson, (1954) introduce la 2—distribución
mediantela it de Studentpor

2-, = \/Pt~..
1/ r—l + t

2,~
1 , [53]

siendoreí númerodegradosde libertaddel ajustey tía variable t de Student,
demostrándosequela variabletipificada0,/ñ,, sigueunadistribución i- con r
gradosde libertad, r=m—ti+k, siendoahora

= ____ — u~ (E> AN’ ,42-),, [54]
PI

la estimaciónde la varianzadel residual¡-¿simo,dadapor [40].

El test para la aceptacióno rechazode observacionesse planteaen los
siguientestérminos,

HipótesisH0: Se aceptala observacióni-ésima

Hipótesis alternativa H1: Existe un error groseroen la observacióni-
¿sima y se rechaza.

Se aceptaHa si i$~/b~l < C. [55]
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Se rechaza H~, es decir, se aceptaII, si ~ ¡d. > C, siendo C el valor
critico quedependedel nivel de significacióndel test, y del númerode grados
de libertad r del ajuste.Luego

C = tr~la r —l + t
2,,>,, - [56]

Digamos finalmente que se ha incorporado al programa de nivelación
astrogeodésicaparadeterminacióndel geoidepor el métodode Helmertuna
subrutina denominada POPE que determina el valor crítico C, el cual
tambiénpuedeobtenersede las correspondientestablas(Pope,1915).

5.2. Teoría de Baarda

Una forma intuitiva de contrastar una red es realizar el examen de los
residualesOqueproduceel ajustede mínimoscuadrados.Así, por ejemplo,si
el vector ~ estuvieseformado por variablesincorreladasse tendríaque la
distribuciónde lascantidadeso residualestipificados ‘%/&. con ñ

0 dadopor
[52], seríaunadistribuciónnormal de mediaceroy varianzaunidad N(O,l).
Ahora bien, esto en la práctica no sucede, demostrándose (W. Baarda, 1968)
que es mejor, esto es, el test es más sensible con respecto a la detección de
erroresgroseros,si secontrastala cantidadE~, siendoP la matrizde pesosde
las observaciones,queno esdiagonalaunquesiguesiendosimétrica.

Toda observaciónpuedeanalizarsepor separado,paralo cual introduci-
mos el vector auxiliar c

T=(0 1 0), si se quierecontrastarla obser-
vación i-ésima. Definamosla cantidad.

[57]

siendo entonces la cantidad a contrastar

- w,=f/u

1, [5$]

con w1 e N (0,1) (aproximadamentedebido a la correlaciónde las variables
del vector~),La desviacióntipica de la cantidadfpuedecalcularsemediante
la ley de propagaciónde las varianzas,aplicadaa [57]

u)= u¿j c
T PQ

1,, Ec,

dondepor [40]

Q,~= Q~A(ATEAyí A’?

de modo que

U~ cT PQ1,, Pc,
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entonces[58] quedaen la forma

~cT p ~
— — [59]

~ EQ1,1, Pc

siendoa0e1factordevarianzadepesounidadapriori quesesuponeconocido
y Q00 la matriz cofactorde los residuos.

El w-testde Baardase planteaen los siguientestérminos.Dadoel nivel de
significacióna, el valor crítico ~tt vienedadopor

L~ ¡ e’
2’ di = 1— a. [60]

Porejemplo,parau=O.05, w
0=l.96 y paraa=O.Ol, w0=2.58.

Si ¡ w,¡ > w0 existeunaprobabilidad(1 — a) dequela observación¡—¿sima
sea errónea.

El cómputode las cantidadesw, necesitala determinaciónde la matriz
= Q — AQ~,AT o lo que es lo mismo de la matriz cofactor de las

incógnitas Q~. Distintas eleccionesdel vector e desde i = í ni, van
definiendolaWcantidadesw, y se contrastan todos los residuales inidividual-
mente.

Parámetrosdefiabilidad

A continuación se va a estudiar el efecto que producen en una red
geodésicalos erroresgroseros,estoes, las variacionesquepuedentenerlas
cantidadesde interésgeodésicoen el ajustede una red. Supongamosque la
observactoní-esímaestá afectadapor la presenciade un error grosero o
sistemáticoA, el efecto que esto produceenel vector de observacionest es

¡Xt = c• A, [61]

A es un escalar,_ y e son vectores,y como antes

c=(O,... 1 Q)T [62]

La obtención del efecto que produce el error grosero A en otras
cantidadeses inmediato,así por [35], [37], [57] y [58] se tiene

- &e=N>A
TPcA, [63]

PcA [64]

~f==T~Q
10-Pc A [65]

A w= c”PQ0-EcA/u,,. [66]
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Sea E= QTpQ, entonces el efecto en esta forma cuadrática es

AE=(f+AO)’ P(y+A$) $T pQ —

AOTPAO+2AOTJYO [67]

y puestoque es una cantidadestocástica,su esperanzamatemáticaes

E(AE)=X0” PAO=ag Aw
2. [68]

Esto es válido para cualquiererror en una observación.Consideremos
ahoraun valor especialo particular, tomadode tal formaqueel cambioVen
unaobservaciónpuededetectarsecon el w-test con unaprobabilidadfi, que
normalmentese tomael 80%y aun nivel de significacióna ladenominaremos,
siguiendola notaciónde la escuelade Delft, V w(a,/3), teniéndoselosvalores

a=0.05 /3=80% Vw=Z80,
a=0.0l /3=80% V w=3.44,
a0.00l /3=80% U w=4.13

Aplicando la expresión[66] para w, se tiene

V=Vwu
0 c

TPQ
1,1, Pc,

y sustituyendoen [61], [63], [64] y [65] resulta

U t = c U,

V9=N>ATPcV

VO=-Q1,0 EcU,

VJ= c
TEQ

1,, Pc u U

W. Baardaencuentraunaexpresiónparaacotar la cantidad

Ut/u~, krzl,..., ti,

por medio de

Viju~<i— Ux”NUx,

y puestoque

U xTNV x = c
2-PAN>N NIAT Pc U2=cT PAN>ATPcU2 =

= =2- E (Q - Q
1,1,) Pc U

2 = (jcT Pc~cTEQ
01, ~=) U

2,
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y

V
w2 «2

CTEQ~FC

se tiene que

1
— U xT N U ir

Jo

Tc Pc —1)

cTEQ Fe
U w’= VVw2

Al parámetro

r~= y Vw

tal que

V~Xk =r, u.

se le llama fiabilidad externa de ir y dependende c. Deformasimilar se define
la fiabilidad interna de las observacionespor

Uit — Uit —Uw

/

U

a ctic
t< Q==TPQ~-~‘=

Paraobservacionesincorreladas,Ey por tanto Q sonmatricesdiagonales,
entonceslos parámetrosque definen la fiabilidad externae interna vienen
dadospor las sencillasexpresiones

rx=~ j?iq
1 Uw

fl\/ «qUW

Qn — Q1,,Ct

ql= Qn

[71]

[72]

[713]

[69]

t70]

donde,

siendoQ,’ y Q1,1, los elementosdiagonalesde las matricescofactora priori y
aposteriori.En funciónde q,el criterio defiabilidad seestablecediciendo que
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para q1> 0.9 la observación está mal controlada, para q1 <0.9 bien
controladay para q, < 0.6 muy bien controlada.

Luego a cada observación le correspondenunos valores r~ y r,,
relacionándosesu magnitudconlasensibilidaddela redparadetectarerrores
groseros.Si una observaciónno estábien controlada,entoncesr— a, si una
observaciónestarelativamentebien controlada,re (5,10) y si r es menor que
5, la observaciónestá muy bien controlada. Si r es mayor que 10 la
observaciónno estábien controlada.Entendiendopor observacióncontrolada
la sensibilidadde la red paradetectarun errorgroseroen dichaobservación.
Estosparámetrossonfundamentalespara unared geodésica,puestoque la
precisión es una medida difícil de precisaren una red, y la fiabilidad es
perfectamentedefinible a partir de las propias observacionesy de la
configuración de la red. Pongamosun ejemplo ilustrativo del tema; en la
actualidadseplanteala cuestiónde triangularo trilaterar redespuestoquela
trilateraciónpararedesde primer y segundoordencon telurómetroses más
rápida y más económica. Ahora bien en redes de primer orden la
triangulaciónes mucho más fiable que la trilateración,puestoque parauna
red trianguladabien conformaday observadacon unaprecisiónangularde
0.5 segundos sexagesimalesse detecta un error grosero cuando una
observaciónestáen un error de unos3-4 segundos.Paraunared trilaterada
con una precisiónde 2 ppm, se detectaun error groserocuandoestáen el
ordende unas20-25ppm. En cambiopararedesde segundoordende control
dado por la del primero, el método de trilateración oferta precisionesy
fiabilidadescomparadasa la triangulación.

6. ANALISIS DE POSIBLES SISTEMATISMOS

El modelodescritoen la sección4 dadopor

suponedos hipótesisde especialimportancia

a) La mediadel vector y es O esdecir, no existensistematismosen el
modelo.

b) La matriz de varianzas-covarianzasa priori de las observacioneses
cg Q, y cg es la varianzaa priori de pesounidad del ajuste.

Estas dos hipótesisson muy restrictivas,en general mucho más que la
normalidadparael vectory o el vectort. En redesgeodésicasla presenciade
errores sistemáticos es muy corriente y pueden muchas veces pasar
desapercibidossilos programasde compensacióny tratamientoestadísticode
redesno sonlo suficientementecompletos,o bien,si las redesencuestiónno
verifican requisitosde control y fiabilidad, en cuantoaestarcontroladaspor
redes de orden ~áperior y a que su diseño sea adecuado.Estos errores
sistemáticosson debidosesencialmentea la falta o mala calibraciónde los
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- instrumentosde medida, a la refracción atmosférica,que en ocasioneses
totalmenteincontrolable,con variacionessignificativasen plazosde tiempo
muy breves,al campogravitatorioterrestre,respectodel cualsehacentodas
las observacíonesgeodésicas,y que usualmente,al menosen planimetríaes
despreciado,reducción inadecuadade las observacionesal elipsoide de
referencia,control de orden superiorde mala calidad para redesde orden
inferior, etc. El tratamiento matemático de estos posibles sistemáticos
solamentepuedeefectuarsecon la adición de nuevasingógnitasal problema
considerado,y el posteriorestudiomediantelos testsestadísticosoportunos
de la posiblesignificaciónde dichasincógnitas.

Supondremosqueseverifican las especificacionesay b y que la varianza
es una cantidad conocida a priori.
Bajo estashipótesis,el estadístico

[74]

tiene unadistribucióncentral c4X$PI (Núñez, 1987) y por tanto,

É¡u~ (m—ti) —a X~-0 ¡ (m—n), [75]

Entonces,

es unaestimacióninsesgadade la varianzaa priori de pesounidad

E (&~) = 4
Supongamosqueparanuestromodelo,la hipótesis&~ = cg no se verifica

a un nivel de significación a, es decir,

ag¡0g>~ al. a [77]

Ante estaposibleeventualidadvamos a considerarel modelo ampliado
con incógnitasadicionalesy, tomandola hipótesisnula 1I~ formuladapor

H0: E(t) = (A C) (~) con las restricciones(O 1) (~) =0, [78]

siendoCuna matriz (mj~) e y un sector(6,1) de incógnitasadicionales.La
hipótesisH0 indica queel modeloAx — t = y esválido, y que no esnecesario
introducir incógnitas suplementariasa nuestro problema. La hipótesis
alternativapuedeescribirse,

H4:EQJ=(A [79]
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Entoncesse tieneque la diferenciaentrelas cantidadesR0 y ~A sumas dc
los cuadrados de los residuales ponderados bajo tal hipótesis nula H0 y la
hipótesisalternativaHA, dividida por 0g es decir

A0 —A~ [80]
0’0

donde(Teunissen,19S5)

A0 - RA = ~ EKC [C
TEKCf’ CTPKt [81]

con K dadapor [44] tiene bajo la hipótesisnula unadistribución dadapor

una X~Ib, o lo quees lo mismo, E
5 , es decir

E[(flo—RA)/4b / Hj=l,

mientras que bajo la hipótesis alternativa, HA, la misma cantidad tiene una
distribución Eh,. no central,esdecir

E[(RO—RA) 0gt ¡ ÍÍÁLZZl + X¡b,

dondeA es el parámetrode no centralidadfijado un nivel de significacióna-
sea C el valor crítico correspondientepara la distribución E5,. entonces:

Se aceptaH0 si (J%—RA)-/4b < C

Se rechazaH0 si (Ro—RA)/u~b > C, [82]

En estas consideracionesse ha supuesto el factor de varianza a
priori u~ conocido,estopuedeno sercierto, esdecir, no setiene información
a priori realistade la bondadde las observaciones.En estecaso la cantidad

‘2

~— RA)!a0b, siendo &~ la estimaciónde la varianzade pesounidad u~, se
distribuye segúnunaE51centralbajo la hipótesis nula, y no centralbajo la
hipótesisalternativa,conf el númerode gradosde libertad del ajuste.

Tomemosb = 1, entoncesla matriz Cse reducea un vectorc, y si se toma

el vectorcT= cT= (0~.. 1 0), cuandola matriz depesoses diagonal,como
sucedenormalmenteen las aplicacionesgeodésicas,evaluando[80] con [81]
se tiene

(Ro—RA)/u~b= ¡t/«Ih¡ = ¡wj, [83]

es decir, resulta el residual tipificado i-ésimo, y la distribución de estas
cantidadeses una Fha, esto es, N (0,1) bajo la hipótesisnula. Haciendo
variar i = í ni, se tieneel clásicoprocedimientode «data-snooping»para
control de erroresgroserosen las observaciones.
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Vamosa aplicarestateoriaal casode unaredde nivelaciónastrogeodésica
en donde se manejandatos procedentesde desviacionesde la vertical
determinadasa partur de un DATUM geodésicolocal, y diferenciasde
ondulación del geoide calculadasa partir de observacionesespacialesy
convenientementetransformadasal sistemageodésicolocal. Si suponemos
gran precisióna estasobservacionesespaciales,sepuedeintentarcontrastar
posibles sistematismos propios de lasobservacionesastronómicasde determi-
nación de longitud, en la componente‘1 de la desviaciónde la vertical.

Parados puntos.P~-, E,,- dato en desviaciónde la vertical, la diferenciade
ondulacióndel geoideviene dadapor,

_______ op’> + Of’»
8/,3= sp +

2 2

80~ + 80,,
________ 5--+ 2

y por tanto

.A§—N—80, s,,,/2—89,s,,/2-a(0¡o) + 0>~~) s,J2

indicañdo por 0<0) los valores observados de la desviación de la vertical por
métodosastrogeodésicos,y por 60 los posiblessistematismospropios de la
observaciónastronómica,dadospor,

80, =8A, cos4’, , 80,,=8A,,cos4,1

siempre que supongamosque afectan a la longitud astronómica,caso
totalmentecoherentecon la realidad.

Porotraparte,tambiéntenemosobservacionesespacialesdediferenciade-
ondulación del geoide, que se suponenlibres de sistematismos,al menos
despreciables,frente a los anteriores.Estasobservacionespuedenescribirse
para dos puntos 1% y P~ entre los que se haya hecho una de estas
observaciones,de la forma

A%-Nk= ANQk.

El planteamientooriginal del problemasería,

Ax—t=v, it.—. N(O,agQ),

dondeel vector ir deincógnitasúnicamentetendríaondulacionesdel geoide.
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Si se introducen las incógnitas adicionales que contemplan posibles sistema-
tismosen la longitud astronómica,se tendría,

Air + Cy=_

y para contrastarla significación de las incógnitasy se puede utilizar la
hipótesisH0 dadapor,

siendo4 la matrizidentidad(ti,ti) paranondulacionesdel geoideincógnitas.

Sea

R==N y RA=v’Q
T Pv,

y un nivel de significación a. Entonces si,

seaceptala hipótesisU. En caso contrario, se aceptala hipótesisalternativa,
es decir, la existenciade posiblessistematismosen la componenter~ de la
desviaciónde la vertical.

Ahora bien, a pesar de que se aceptela hipótesisHe,, lo que equivale a que
globalmente no hay sistematismos, es posiblequealgunasde las observaciones
de las que forme partealgunacomponentedel conjunto se veaafectadade
algún posiblesistematismo,o equivalentemente,queexistanerroresgroseros
en las observaciones,lo que se puedecontrastarcon el test de-Baardaantes
descrito.

Esta situación se presentatambiéncuandose quierencombinaren un
ajuste único, observacionesrealizadasrespecto de sistemasde referencia
distintos. Supongamosquese quierendeterminardiferenciasde ondulación
del geoide a partir de tres fuentes diferentes y esencialmentedistintas,por
ejemplo con observacionesastronómicasy geodésicas,espacialesy gravimé-
tricas, y se quiere hacer unadeterminacióndel geoidecombinadodentrode
un mismomareolas tresclasesde observaciones,referidasa priori a sistemas
dereferenciadistintos. Parafines utilitarios los cálculosdel geoidese suelen
hacer en el sistemageodésicolocal o particular vigente en cada país, que
denominaremosS~, sea5,, el sistemaespacialy S~ el sistemageneral que
utiliza la gravimetria.Ordinariamentesetieneinformaciónapriori sobrelos
parámetrosquedefinenla transformaciónde Helmertparaligar los distintos
sistemas,es decir, (Núñez, ¡987)

T(y) S~y=(X
0, Y0, Z0, w,, w,,, w3, dL da, de

2)

Sj’=(X¿, 1%, Z¿, w , w, w~, dL, da, de’)
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Así, si se conocen las diferencias de ondulación del geoide entre los puntos

j~, 1’1 de la redastrogeodésica,por métodosespacialesy gravimétricos,y si se
conocelosparámetrosquedefinenlos vectoresy ey’, sepuedentransformar
estasdiferenciasde ondulaciónal DATUM geodésicopor

AN% (E, P)=AN0 (E,, P3+f

T(P. e,,»

siendo el vectorf(P,, E,) definido por (Núñez, 1987)( cos4, (P,) cos X (E,,) — cos4, (E,) cos A (E,)
y

cos44P,)senX(P,)—cos44P)senX(P,)
sen 4’ (P)—sen4, (E)
~2 R

1 (1’,,) sen 4, (P,) cos4, (E) sen A (P,)+e
2 R (E,)

sen 4, (E,) cos4, (1’,) sen A (E,)
2e R, (E,) sen 4, (E,,) cos4, (E,,) cos A (E,,)—e2 R, (E,)

sen 4, (E,) cos4, (E,) cos A (EJ

R, (E,) (1—e2 sen2 4, (E,,)) — R
1 (E,) (1—e’ sen’ 4. (E,))

(R, (E,) (1 —e’ sen
24. (E,,)) — R

1 (E,) (¡—e
2sen2 4, (E)))Ia)

(—R, (E) sen2 4, (P,,)+R
1 (E,) sen’ 4, (E,))/a

Ahorabien, la informaciónen cuantoa los parámetrosde transformación
dada en los vectores ye yP, segúnsuprocedenciapuedeno ser fiablecomo para
garantizarla bondadde la transformación.Se puedepor tanto considerarun
vector residual, sistemático, -

6y=(8X0,6Y0, 670, 8w1,8w,, 8w,,8L, 0, 0).

8y’=(BX,, 6Y~, 8Z~, 8w, 8w, 6w, 6L’, 0,0).

En losvectores
8y y 8y’ no sehanconsideradoresidualesen a y e2, puesto

que los parámetrosquedefinen las dimensionesde los distintoselipsoidesde
referencia vienen dados a priori, y en cuanto a los utilizados por la geodesia
espacialy la gravimétricadeterminadospor cálculosde carácterglobal, son

- muchomás fiablesquelos que a nivel local (depaís) puedanhacerse.

Por tanto,el problemapuedeplantearseen la forma:

Ax+B8y=v v—N(O, c4Q),
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y la hipótesisnula H» a contrastardefinidapor

4 8y=0,

siendo

6x=(6t 6»’).
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