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1. INTRODIJCCION

En el proceso de observaciónde los diferentes elementosde una red
geodésica,ángulosy distancias,aplicandométodospotentes,se obtieneuna
grancantidadde valoresde los observables;el destinodedichosvaloreses en
generalsuutilización parala formación de los términos independientesdel
modelo matemáticolinealizadoque se utiliza en la compensaciónde dicha
red. Entonces,desdéel puntode vistade la téoríadeerrores,estosvaloresde
los observablesdebensercantidadesen las que los erroresde observación
sólohande estarpresentesdeformaaleatoria,perola experienciademuestra
queenmuchasocasionesesteno es el caso,sino queademásdedichoserrores
aleatorios,aparecenotros de carácterconstanteo sistemáticoy estoinvalida
los ulterioresresultados.

El análisisestadísticoa posterioridelos resultadosdeunacompensación
es una forma común de estudiar la presenciade errores groseros o
sistemáticosen las observaciones,no obstantelos resultadosobtenidospor
estos procedimientosno son completamentesatisfactorios, pues sucede
frecuentementeque unaobservaciónno buenano seadetectadaa posteriori
sencillamentepor los efectosdistributivos de las correlacionesen el método
de mínimoscuadrados.

En consecuencia,siempreque seaposible es necesarioprocedera un
tratamientoestadísticode los datos de observacióna priori del ajuste o
compensación.En este análisis se trata de contrastar la Calidad de las
observaciones,la precisióninternade los instrumentos,la precisiónen las
determinacionesy la compatibilidadde las diferentesseriesde medidasy de
su precisión. Antes de procedera este análisis es necesarioeliminar los
sistematismesconocidos.

Es importantetenerunbuenconocimientodelasdistribucionesestadísticas
de lasvariables aleatorias y formas cuadráticas que intervienen en el ajustede
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un modelo estocásticode Gauss-Markov general, las cuales permiten
establecerlos criterios de aplicaciónde los diferentestestsde contrastede
hipótesisutilizados. El uso de dichas distribucionespuedehacersecon las
correspondientestablas publicadasal efecto en casi todos los tratadosde
estadísticao bien, comoes nuestrocaso,mediantesubprogramasde cálculo
adecuadosque permitenteneren cuentade forma automáticael númerode
gradosde libertad de cadaproblemaparticular.

2. MEDIDAS DE DISTANCIAS

La medidaelectromagnéticade unadistanciaentredosseñalesgeodésicas
proporciona,como datos de observación,un conjunto de i seriescon n-
valorescadauna.Todaslas observacionesdebenhomogeneizarsepor lo que
tienenquesercorregidas,tantopor efectosdelas condicionesmeteorológicas
como por la configuracióngeométrica(refracción,arco-cuerda,diferenciade
altitud), utilizándosefórmulasadecuadasa las característicasy precisiónde
los instrumentos.Es necesario,por tanto, disponerde medidasde presión y
temperatura,quepermitancorregirel efectode lascondicionesmeteorológicas
en la,velocidadde propagaciónde la onda,y las alturasde los instrumentos
emisory receptorcon respectoa las señalesquematerializanlos puntoscuya
distanciase ha medido. A partir de todas las series~demedidasefectuadas
debeestimarseel valor querepresentela distanciamedidajunto con el valor
de algún parámetroestadísticoque representela medidade -la precisiónde
dichadistanciaobservada. -

2.1. Correcciónpor influenciade las condicionesmeteorológicas

Esta correcciónse acostumbraa separaren doscomponentes:

a) Correcciónpor efectoatmosjéricosobrela velocidaddepropagaciónde
la radiación

Estámotivada por la variacióndel índice de refraccióna lo largo de la
trayectoria. Si e es el tiempo invértido por una ondaen recorrerel trayecto
entreel emisory el réceptory u el índicede refracción«medio»a lo largo de
la trayectoria,la distanciaviene dadapor

c0-t
u

siendo c0 la velocidadde propagaciónde la ondaen el vacio.
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En cambio, la distanciad,, queproporcionael instrumentoverifica que

41= ~

donde n es el índice de refracción estándardeterminadoen condiciones
normales.

Porconsiguiente,la correcciónaditiva por el efecto atmosféricosobrela
velocidadde propagaciónde la radiaciónque debe aplicarsea la distancxa
instrumentales

__ í) - [2.1]
n

La precisión en la medidade distanciasdependesegún [2.1] de la
precisióncon la quese obtengael índicede refracción. El conocimiento
preciso de dicho índice requieresu determinaciónempírica a partir de
resultadosdemedidasexperimentalesapropiadasrealizadasen diferentes
condicionesfísicas.No obstante,en ausenciade tales determinacioneses
normal utilizar un modelo teórico que nos proporcione un medio de
calcularlas correccionesatmosféricas.En unaatmósferanormal (00 C de
temperatura, 760 mm Hg de presión y 0.03% de CO2) el índice de
refracciónen un puntoparaluz puramonocromáticade longitud de ondaX
(en micras),se obtienea partir de la fórmula de Barrelí & Sears(Levallois,
1979)

(ng— 1) l0’=2876.04+ 16.288 + 0.136
x
2

En los instrumentosdé medida de distanciaspor infrarrojos, la luz
emitida estámodulada,esto es, se emiten trenesde ondas;por lo tanto la
velocidadde propagaciónseráunavelocidadde grupo a la quecorresponde
un índice de refracciónequivalenteque calcularemosmediantela fórmula

(n~—l) l0’=2876.04 + 3>< 16.288 + 5X0.136 [2.2]
xl

En unascondicionesatmosféricasde t0C de temperaturasecay p mm Hg
de presión,el índice de refracciónviene dadopor

n
1=l + _____ . p _ SSe 10-8

l+at 760 l+at
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dondea= 1/273.2es el coeficientede dilatación del aire y e la tensióndel
vapor de aguaexpresadaen mm Hg; esto es lo mismo que poner

~ + 0.359474(ng—l) ~ I.5026l0-~nJ= __________ e [2.3]
273.2+t 273.2+t

Para calcular la tensión de vapor de agua e utilizaremos la fórmula
(Burnside,1982)

e=E—0.00066[l+0.00115t’)] p (t—t’) [2.4]

dondeVes la temperaturahúmedaen0C y E la tensiónmáximade vaporde
aguadadapor

logEmm~ 26.í26l2~ 3049.50 — 5.86970log (273.2+ t’) [2.5]
273.2+0

Si-sehantomado varias lecturasde presióny temperaturaen un mismo
punto, tomaremos como índice de refracción en dicho punto la media
aritmética de los índices obtenidos aplicando la fórmula [2.3]. Para
determinarel índicede refracción a lo largo de la trayectoriañ deberemos
disponerde varios valoresde nf a lo largo de la misma (al menosen los
puntosextremosde la visual). Si nm es la media aritméticade los valoresn~
la teoríade ondasmuestraqueñ> n,~, y 71 puedecalcularseen función de nm
utilizando la expresiónestablecidapor Saastamoinen(Levallois, 1979).

ñ n [í K(1—K)d2 2N—l— INI — 21?í ( 6(N—I) [2.6]

donde K es el coeficientede refracción de la trayectoria, R es el radio de
curvaturade la geodésicaqueune los extremosde la visual y Nes el número
de puntosen los queconocemosel índice de refracciónpuntual ~L

Entonces,la distanciaverdaderasediferenciadel valor instrumentalen el
término

don4i—±] = dan, [4—-4
K(l—K)d3 (2N—í j

~6(N—l) 3/
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si sólo conocemosel índice de refracción en los extremosdel trayecto, se
reducea

( N=2—~ 2N—l 1 _ 3 1 —

6(Ñ-l) 3 6 3 61

Ad= K(l—K) d~ ±d( n> [2.7]
12R

2 n~ —)

Veamos ahora como determinar el coeficiente de refracción K de la
trayectoria.Paracadapuntoen el quedispongamosde datosmeteorológicos,
calculamosun valor K, mediantela expresión(Levallois, 1979)

- K-— R [(tz~—l) T, p fi g~T
0 _ dT ] [2.8]

PO 7” 1% dli

donde nf es el índicede refraccióna lo largo de la trayectoria, T0=273.2
0K

esla temperaturanormal,J’~= 760 mm Hg= 1013.25mbesla presiónnormal
g=9.81 ms’, dT/dh es el gradientetérmicode la zonay Tes la temperatura
en 0K y ~ es la densidad.Tomaremoscomo valor de K la media aritmética
de los K

1.

b) Corrección por efecto atmosférico sobre la curvatura de la trayectoria de
la radiación

Estacorrección(Bomford, 1980), nospermite pasardel arcode la curva
que recorre el rayo a la cuerda(distanciarectilínea)

zX,d = d’— d = -K
2 d’ [2.9]

24 R’

dondeK es el coeficientede refracción, y .1? es el radio de curvaturade la
geodésicaque une los extremosde la visual en su punto medio sobre la
superficiede laTierra. Enla práctica,si lasdistanciassoncortas,se aproxima
R por el radio medio terrestre(R= 6371 Km).

2.2. Correcciónpor diferenciadealtitud entreel distanciómetroy el prisma

SeanHD y H~ las alturasdel distanciómetroy el prisma,respectivamente,
sobrelas señalesque materializanlos puntosy z la distanciacenital de la
visual. Si d’esla distanciaobservada(corregidapor los factoresmeteorológicos)
y de la distanciacorregidapor diferenciade alturas,entonces(ver figura 1)

= sen(z—j3) d’
senz
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la ecuación

sen ¡3 = H~—J1,, sen z

Desarrollandosen (z—fi) y sustituyendosen /3 se obtiene

—. sen(z—/3) d’ =

senz

sen z cos /3—cos z sen /3

sen z

= d’cosfi —állcosz

y sustituyendoahoracos /3 se obtiene

dv = (d’2—AH2 sen z)’2 — AH cos z [2.10]

En definitiva la distanciacorregidapor efectosatmosféricosy diferencia
de alturasentreel distanciómetroy el prismaviene dadapor [2-lo] donde

= d, + A,d -fr A
2d [2.11]

U,.— ~D

Figura 1
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2.3. Análisisestadísticode las distanciasobservadasantesdel ajuste -

Una vez corregidos los datos de los efectos sistemáticosdescritos
anteriormenteprocederemos,utilizando el contrastede hipótesisestadísticas,
aanalizarlasdiversasmedidasde distanciasefectuadas.Esteanálisisdedatos
nosvaapermitir contrastarla precisióninternadel instrumentoy la precisión
de la determinación.

A partirde las n, lecturas d11, j = 1 n~ decadaseriei, supuestastodas
de igual confianza,calcularemosla mediad~ y el errormedio cuadráticos,de
la serie i por las fórmulas

‘o’

— X,=1 [2.12]

<1 k1
~=1I

[2.13]

paracadaunade las series,i= 1,2 k, siendok el númerodeEstose hace
series.

Sobreestosvaloresmedios realizamoslas correeccionesmeteorológicay
geométricadadasen la sección2.2 (estascorreccionesson prácticamente
constantesparacadaunadelas lecturasqueintegrancadaseriedadoel corto
intervalode tiempoempleadoen cadaserie,en cambiopuedenvariar de una
seriea otra). Seguidamentesehalla la mediatotal del conjuntode las series
junto con los errores medios cuadráticos,a partir de las lecturas medias
parcialesde cadaseriecorrespondientesa unamismadistancia.

Seand~ los resultadosdc aplicar la fórmula [2.10] a las distancias -

= d1± [2.14]

obtenidaspor aplicaciónde la fórmula [2.11] a las mediasparcialesd,, donde
A1 y A, d, sonlas correspondientescorreccionespor efectosatmosféricos
dadaspor [2.7] y [2.9], es decir

= (d;
2~AH~2 sen z3112—AH,cosz,
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Entoncesla mediatotal des

X d9
= ¡=1

k

El error medio cuadráticodel conjunto de las seriesvale

[2.16]S~j 2$
y el errormedio cuadráticode d es

[2.17]¾= ______

k

En estascondicionesaplicaremoslos siguientestest de hipótesis

2.3.1. Testsobrela varianza

a) Aplicado a series individualescon media desconocidacontrastala
precisióninternadel instrumentoen cadaserie,quese fija en unadesviación
típica de a

0 = 1 mm. Se aplica un test de unacola para la hipótesisnula,
H_ u

2 < u2, e hipótesisalternativaU,: u2 > u#.

Se defineel estadístico

~= (n—l)s7

Co

[2.18]

dondes7es la varianzamuestral[2.13] y n, el númerode elementosde la serie.

Se rechazaH
0 y se admite U1 si

[2.19]

[2.15]

Y > 4-la
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dondexk,0 es el valor de la distribución Chi-Cuadradocon n, —1 grados
de libertada un nivel de significación a. Porejemploconn~=20 y a=0.05
resulta

= x~9.005 = 30.144

b) Aplicado al conjunto de las seriescontrastala precisiónde la deter-
minación, que se fija en = 6 mm. Se aplican testsde una cola con las
mismashipótesisanteriores.

Con mediadesconocida(se toma la media muestral),secalculael esta-
dísticoy dadopor [2.18] con s dadopor [2.16] en vezdel s dadopor [2.13].
Se rechazaH0 si

2

dondeahorax - . a es el valor de la Chi-Cuadradocon k — 1 gradosde
libertad, siendok el númerode series.

2.3.2. Testpara detección de errores groseros

Si la hipótesis sobre la varianzaes rechazadapor el test anterior se
procedea la búsqueday eliminaciónde valoresaberrantesen cadaseriede
observaciones,paralo quese utiliza el testTau. Paralaaplicaciónde estetest
se suponequela mediay lavarianzade la_poblaciónsondesconocidaspor lo
quese trabajaconlos valoresmuestralesd y s,respectivamente.Entonces,la
hipótesisnula H0 estableceque una medida particular d~ sigue una distri-
bución normal N(d~ sf) y la hipótesisnula 1sf, indica que4 adolecede un
error grosero.

Se define el estadístico

= _________

n,—l
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con 4 y s, dadospor [2.12] y [2.13]. Fijado un nivel de significación a, se
rechazala hipótesisnula (d1 es unaobservaciónaberrante)si

l~I =%

2.3.3. Testde igualdadde medias

Este test se aplica para ver si las diversas seriesde observacionesson
compatiblesdos ados. Dadasdos series de n, y n2 elementosy medias
muestralesd, y d2, respectivamente,se aplica el test de dos colas con la
hipótesisnula H0: d, =d2 e hipótesisalternativa IJ~: 4 ~ d2. Se define el
estadístico

= a’ d2 fl1 . n2 -
u

con dL y d2 dadaspor [2.12] paraseriesdistintas,suponiendoambasseries
conigual desviacióntípica u.

R&recliázajahipótesisnula U0 si

[y¡ > tfl¡jfl

dondet~+~2,< a> esel valorde la ide Studentconn1 +n2—2 gradosde libertad
para un nivel de significación a/2. Por ejemplo,con n1 =n2=20, a=0.05
resulta

-2, a/2~ 0025 = 2.025

Si se aplica este test a las series tomando sus varíanzasindividuales
(distintas), en - general se rechaza la hipótesis nula, esto indica que las
diferenciasde mediasobtenidasen las diferenciaspunteriassonmayoresque
la precisión interna del instrumento. De esto concluimos que es muy
importante realizar cuidadosamentela instalación y orientación de los
prismasasícomo laspunteríasdel distanciómetroy que,además,estashande
hacerseen un númerosuficiente(másde 4).

Entoncesconvteneaplicar el test de igualdadde mediassuponiendoque
todas las seriestienen unamismadesviacióntípica de 6 mm (la precisiónen
la determinación),la mismaque se exige al conjuntode las seriesen el test
sobrela varianza.

2.3.4. Testde igualdadde varianzas

Estetestindica si lasseriestienenunaprecisióndel mismoordentomadas
2 2dos a dos. Es un test de doscolas con hipótesisnula H~: o~ = a~, e hipó-

tesisalternativaH,: u~ # u~. Se define el estadístico
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5¡

con 4, s~ dadospor [2.13] para seriesdistintas. Tomando s, > ~2 para
que resulte y > 1 , entoncesser rechazala hipótesis nula a un nivel de
significación a, si

y )‘
1Á, ~ .42

dondeF, - i. a

2- Ial’ es la F de Snedecorcon n, — 1, y n, — 1 gradosdelibertad,
aquí se ha tenido en cuentala propiedadFa¡í = l/Fi~aí2

Porejemplo paran, = n, = 20, las tablasdan

[.0~M. al

2 F,
9.~9.0,o25= 2.706

Es lógico que en algunos casos se rechaceeste test de igualdad de
vananzassi las series son de pocas observaciones,entoncesaunque las
varianzasseanaceptablesunasseriesaparecenmucho mejoresque otras.
Como engeneralno hayrazónfísica quegaranticeestadesigualdad,unavez
comprobadoqueéstoesasí,se tomarántodaslas seriesde igual pesoparael
cálculo de la media global [2.15], lo que nos parece más prudente que tomar
media ponderada, aunque entre ambos tipos - de medias no resulten
diferenciassignificativas.

2.3.5. Testde Barslett

Este test se aplica al conjunto de todas las seriespara contrastar la
igualdad de todaslas varianzas.Se toma la hipótesisnula H0: a~=u~ =

2 2

= 04, y sedefineel estadístico

k

n0 logs~— E (n1— 1) log4

k ~ 1
E

n, n
1+

3(k- 1)
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donde

n0=~ (n—l)

k

n=S ti,

O)

X (n—l)sf
2 =

so no

y s7 vienedado por [2.13].
Entoncescon un nivel de significacióna, se rechazaU0 si

Y > 4-~.a

Paraqueestetestfuncionebienel númerode gradosde libertadha de ser
mayor que 3.

3. MÉDIDAS DE DISTANCIAS CENITALES

Para cada visual en que se efectúenmedidas de distanciascenitales
tendremosun conjunto de datosde lecturas del círculo vertical en ambas
posiciones del teodolito (CD, círculo derecha, CI, círculo izquierda),
generalmenteagrupadas.Cadaunade estasóbserVacionessecorregiráde los
siguientes efectos.

3.1. Correcciónpor refracción

Sea2’ el valor de la distanciacenital instrumental,entoncesla distancia
cenital‘corregidapor refracciónvendrádadapor

z’=?±Az [3.1]

stendo

= K sen 2’ [3.2]
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donde K es el coeficientede refracción de la trayectoria dado por [2.8].
(En el cálculode K puedetomarse A = R si las distanciasson pequeñas).

ti

3.2. Correcciónpor diferenciade alturade teodolito y la mira

SeanII~ y HM las alturasdel teodolito y la mira, respectivamente,sobre
las señalesque materializanlos puntos,y z’ la distanciacenitalde la visual
corregidade refracción.Si d’es la distanciaobservada(corregidapor factores
meteorológicos),entoncesla distancia cenital corregidapor diferenciade
altura(ver figura 1) vendrádadapor

z=z—/3 [3.3]

donde 13 es tal que

HM—HT

sen fi— senz> [3.4]

En definitiva, la distanciacenital corregidaserá

[3.5]

dondelascorreccionespor refracción,Az,y diferenciade altituddel teodolito
y la mira, ¡3, vienendadasrespectivamentepor [3.2] y [3.4].

3.3. Análisisestadísticode distanciascenitales

Unavezcorregidas,utilizando[3.5], cadaunadelas medidasdedistancias
cenitales, calcularemoslos valores mediosde las n~ lecturas consecutivas
efectuadasconcírculo derechay circulo izquierda.

V2

2V 0’
D = ,n1

nc

Z
e

4),
¡ m1

=
nc
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calculandola correcciónde eclímetro, obtenemospara cadapareja

3600 — (4’ + 4

)

= 4 +
2

A partir de estosvaloressecalculael valor medio
z,por

de las n,~ determtnaciones

Z
1?

zí
7 =

np
[3.6]

y su error medio cuadráticopor

i2
[3.7]

3.3.1. Tesísobrela varianzapara distanciascenitales

Para contrastar la precisión del valor de la distancia cenital media
obtenidoen [3.6] con la precisióndel teodolito utilizado en la medida,cuya
desviacióntípica fijamos en o~= 175, aplicamosel siguientetest sobre la
varíanzaanálogoal utilizado en (2.3.1.). Hipótesisnula U0: u’ = u~,hipóte-
sis alternativa U, : u

2>
0g.

Se defineel estadístico

(ns— 1) e
2

2
00

donde e2 es la varianza muestral [3.7] y n,~ el
efectuadas.

Se rechazaU
0 y se admite U, si

número de determínactones

y > xt<.. [2.19]

dondeX~,-í,a es el valor de la distribuciónChi-Cuadradocon ~ 1 grados
de libertad a un nivel de significactona.
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3.4. Cálculo de diferenciasde altitudes

Los datosde observaciónde distancias,d, y cenitales,z, nos permiten
calcularla diferenciade altitudes ~h, entredos vértices estación.Paraello
utilizamos la expresión(Bomford, 1980).

= d cos (z —0/2) sec0/2 [3.8]

con la aproximaciónesférica

0=L/R

dondeL, distanciasobrela esfera,vienedadapor (Heiskaneny Moritz, 1985)

II
L=2Rarc sen ¡

21? V d2 -

(í +~j (í±~j

La ley de propagaciónde la varianzanos permiteestimarla precisiónde
la diferenciade altitudescalculadaen[3.8] enfunciónde lasprecisionesde las
medidasde distanciasy cenitalesqueintervienen.Aplicandodicha ley a [3.8]
se obtiene

= [cos (z —0/2) sec 0/212 u~ + [d sen (z ‘0/2) sec 0/2]2 a~ [3.9]

dondeu~ y u~ son las varianzasde la distanciay de la cenital respectiva-
mente.

4. MEDIDAS »E ANGULOS HORIZONTALES

4.1. Valores observados

En cadapuntoestacióndondesehayaefectuadounavueltade horizonte,
dispondremospara cada dirección observadai, de lecturas efectuadasen
ambas posiciones del instrumento (CD, circulo derecha y CI, circulo
izquierda),generalmenteagrupadasen dobleslecturas.

)
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A partir de las n~ lecturasconsecutivas,con círculo derecha,l4~, y círcu-
lo izquierda14, realizadasa un mismo vértice i, calculamoslos valores
medios.

nc

~ 14
1

nc

y a partir de ellos, el valor de la lecturaparala dirección i por

U’ + (1’ — 2000)
2

De estaformael valor del ánguloformadopor las direccionest j se calcula
por

1-!
1,1 ,)

obteniéndosefinalmenteel valor medio delas tiR determinacionesefectuadas
por

R —~

o = mal
a--

y su errormedio cuadrático

sin embargo,si las medidasse efectúan,por ejemplo,con un teodolito de
segundos,se tomarácomovalorminimo del error e 12”, quecorresponde
a una-precisiónde 1” para’cada dirección medida,sustituyéndosede esta
forma el valor resultantepor [4.2].

[4.1]

[4.2]
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4.2. Compensaciónde.estación

Paraasignarvaloresúnicos a las orientacionesde las direccionesy a los
ángulospor ellas formados,y como generalmentedispondremosde observa-
cionessuperabundantes,deberárealizarseunacompensaciónde estaciónque
nos proporcionelosvaloresmásprobablesde las direccionesy delos ángulos
y suscorrespondientesmedidasde la precisión.

De las diversas formas de efectuar la compensaciónde estación, en
nuestrocaso,parapoderprocederposteriormenteal cálculoy compensación
de unatriangulacióngeneralincluyendocomo incognitaslas correccionesa
lasconstantesde orientaciónde los vértices,utilizaremosla compensaciónde
estacióncon el modelode ecuacionesde observación(tantascomo ángulos
observados),tomando como incógnitas las orientacionesde los puntos
visados,en vezde los ángulosformadosencadavértice.

Consideremosun vértice estacióncon n direccionesvisadas,y seam el
númerode ángulosobservados(m=ti). Si asignamosun valor provisional 4
a una dirección arbitraria, por ejemplo la 1, podemosobtener valores
provisionaleslfl i= 1 ti, de las diversasdirecciones,y a partir de éstos
calcularunosvaloresprovisionalesde los ángulos.

a-- =‘3 3 3

De esta forma podemos plantear para cada ángulo observado una
ecuactónde observaciónen la forma ordinaria

a§+8a~—&ú—Vk ,k=1 m [4.3]

siendoVk el error residualde la observaciónk y a’, el valor del ángulo ob-
servado,dadopor [4.1].

Si llamamos 84, i= 1 ti, a las correccionesa las direcciones
provisionales,entonces

8a,~=84—81,

y lasecuaciones[4.3], tomandocomo incógnitaslascorrecciones64. resultan

lf+84—(lf+84) ag= 13k [4.4]
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Llamando

4 = & - 1 + 1

las ecuacionesde observación[4.4] se escribenen la forma

64 — 64 — t~ =

y en notaciónmatricial

Ax - t =

donde

x = (al,,..., 8l~) es el vector de parámetrosincógnita
(nxl),

1 = (t>..., 1,,,) es el vectorde constantesde observación
(mxi),

de dimensión

de dimensión

y = (y,,..., y,)’ es el vectorde erroresresidualesde dimensión(mx 1) y

A = (aO)2) es la matriz de coeficientesde las ecuacionesde observación,o
matriz de diseño,de dimensión(mxrt), siendo

a~=O,paras=l n,s#ts*j,

— 1,

aQ,= 1.-

Determinaremoslos parámetrosx bajo la condición de mínimos cua-
dradosen el espaciode observaciones,es decir (si designamoscon el símbolo

las cantidadesestimadas)

[4.5]

[4.6]

[4.7]

P y =
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esto requiereel conocimientode la matriz de pesosP, que obtendremosa
partir del error e calculando en [4.2] con las medidas realizadasen la
observaciónde cadaángulo en las diversasseries.

En nuestrocaso, la matriz de diseño A de las ecuacionesde observación
[4.7] verifica:

Z a~=O,k=l m
-‘—1

lo queindica quesuscolumnassonlinealmentedependientesy al tenercada
fila solo dos elementosdistintosde cero, resulta

rango (A)=n - 1 <n <

es decir, tenemosuna deficienciade rangode orden 1, que provienede la
indeterminaciónen la orientaciónde la vueltade horizonte.

Paraampliarel rangodel sistemay obtenersoluciónúnica utilizaremos
un conjuntode constreñimientosqueconsisteen añadira nuestrosistemaun
conjuntode relacionesdel tipo

Dx=O, [4.8]

siendo D la matriz de constreñimientosde dimensión(sxni) con s igual a la
deficienciade rango, en nuestrocasos = 1. Si elegimos D de forma que
verifique la relación

ADT=O, [4.9]

esto es, un constreñimientointerno, obtendremosuna solución mínimos
cuadrados,norma mínimay mínimo sesgo(Blaha, 1971).

Como solo se tiene indeterminaciónde orientación, la ecuación de
constreñimentoqueconducea la soluciónbuscadaes

Z 61=0, [4.10]

que en forma matricial se escribe

[4.11](1,1 a 1) 0
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por tanto la matriz de constreñimientoquedareducidaal vector de unos,

En definitiva el modelo matemáticoque debemosresolveres [4.7] con
[4.8]

Ax - t = [4.13]

Dx = O,

La forma del vectorD haceque un métodomuy adecuadopararesolver
el problemasea el de eliminación de los constreñimientos.Con este fin,
descomponemosel vectorx en dospartes

dondeen x2 están las ti —1 incógnitas independientesy en x, la incógnita
restante,que puedeser cualquiera.Descomponiendoconsecuentementelas
matricesA y D escribimos

[4.12]

A1x, + A,x2 - Y

D,x, + D2x2 = o,

donde

[4.15]

PI-’
D2=(ljw, 1)

El método de eliminaciónde los constreñimentos(Sevilla, M. J. 1987)
conducea las solucionessiguientes

[4.16]
= (Á

TPA)>~4TPt,

3?, = -DI 1)2&2,

donde

4= A
2 - A,DID2 = A2 - A, D2, [4. 17]

i-=t
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Entoncesteniendoen cuenta[4.15], [4.16] y [4.17] resulta

k,=[(AJ-DJAflF(A,-A,D2i$’ (AJ-DJAflP t,

La relación[4.9] permite escribir

A,Df+ A,DJ= 0,

es decir

A,

de maneraque

A, 1% = -A,DD,

que sustituidoen [4.18] permite obtener.% sólo en función de A,, estoes

= [<PA, + AJPA,DJD, + DD,A JPA, + DJD,A3tA,D3D,]

(A+ nIDAl) Pl

Los erroresresidualesvienendadospor

v== Á}J1
T PA)-’

21P1- M

que en nuestrocasose reducea

[4.18]

[4.19]

[4.20]

[4.21]

y = (A, +4, DJD,) ~ -~ [4.22]



50 P. Romero y M. .1. Sevilla

La forma cuadrática
1$Tp0 viene dadapor

.j3Tpj37

T[ppj(~rp~) 2f’P] 7~,

quese reducea

~TJ~ = íTPt - tTP(A, + A,DfD,)ív.

Entoncesla varianzaa posteriori de la unidad de pesoes

0 Tp~
.2 — —Go m—n + 1

Las matricescofactor a posteriori para los parámetrosy residualesson
respectivamente

Q~~=
Q

[4.23]

[4.241

(DJD. (AT FA< DJ(DJf
=

-DJD, (A’- PA)”

(ATPA)<

= P<—AQQ~JT.

En nuestrocasoestasmatricesson

[4.25]

y

= —¡33 Qfl = [4.26]



51

[4.28]

[4.29]

[4.30]
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= [IT PA. + ATPA,DTD,+ DTD24PA2 +DJD2AJPA2DJDA-’,
[4.27]

Qi’rP’-(A,+A,D~D,)Q~, (AT+DID2A2)

Las matricesde varianza-covarianzacorrespondientesson

= aif

= aif

4.3. Análisisestadísticode ánguloshorizontales

Una vezefectuadala compensaciónde estación,procedemosa aplicar el
siguiente test estadísticopara la detección de errores groserosque nos
garanticela fiabilidad de los resultadosobtenidosen el ajuste.

4.3.1. Testde Popede detecciónde erroresgroseros

Estetest parala aceptacióno rechazode observacionesse planteaenlos
siguientestérminos. La hipótesisnula .14 estableceque cadaresidual C’ se
distribuyesegúnla ley normal N(O, u1) dondeo~ es la varianzade t dada
en la matriz ‘de [4.30]. La hipótesisalternativaindica queexisteun error
groseroquedebeeliminarse.

Si definimos el estadístico

13-

y =
a-

¾

se rechazala hipótesisH~ si

¡ Y ¡ = al
2
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dondeT es la distribución tau, m el númerode ecuacionesy r el númerode
incógnitasindependientes.Si H0 se rechazael residualt se consideragrosero
en cuyo casohabráque revisarla observaciónde la que procede,y si no se
encuentrala causaeliminarladel ajuste.

4.3.2. Testsobre la varianza de la unidaddepesoa priori

Previamentea la aplicacióndel TestPopeaplicaremosel siguientetest de
la varianzade pesounidad.La hipótesisnula es II~: = y la hipótesis
alternativaU0: 6~ > a~ - Definiremosel estadístico

y— ~ (m—r) = ~TpQ
2 2

U0 GO

y fijado un nivel de significacióna = 0.05 se rechazala hipótesisnula si

Y> XZ-r. a

dondexk. es el valor del Chi-cuadradocon m—r gradosde libertad, en
nuestrocasom—n+ 1.
Nota: El test de varianza de peso unidad también puede plantearseen
términosde la distribuciónFde Snedecor.En estecasose defineel estadístico

y=max( ~ __

y fijado un nivel de significación& = 0.05 se rechazala hipótesisnula si

Y>Fm~r a, a,

donde E__ a a es el valor de la E de Snedecorcon ,n—r e —~ gradosde
libertad. Este testesequivalenteal anteriorcuandoá~y son cantidades
estadisticamenteindependientes.

5. PROGRAMACION DEL METODO

El tratamientode datos segúnla metodologíaexpuestaen el presente
trabajo se efectúa por medio de dos programas en FORTRAN 77. El primero
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AEDIST realizael análisis estadísticodedistanciasy distanciascenitalesy el
segundoAEANGH realizael análisis estadísticoy compensacióndeestación
de ángulos horizontales. Estos programasy ejemplos numéricos pueden
solicitarsea los autores.
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