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RESUMEN

Se presentandos procedimientosde tomografíaestocásticaparael análisisde la
densidadelectrónicadelaionosfera.El mecanismode sondeoesel análisisdel tiempo
deretardoenlapropagacióndelas señalesderadiode lossistemasdeposicionamíen-
to global. En primerlugar, se discutenlas técnicasbasadasen laTransformaciónde
Abel,quesonde aplicacióncuandoexistesimetríaesféricaen ladistribución.Segui-
damente,se discutenlas técnicastomográficas,que permitenmayor libertaden la
eleccióndelashipótesissobrelapresenciade simetríasenel sistema.

Palabrasclave: Tomografíaestocástica,TransformadadeAbel, ONSS,LEO, Sa-
télite Oersted.

ABSTRACT

We presenttwo techniquesof stochastictomographyof the ionosphere,usefulfor
thestudyof itselectrondensitydistribution.Thebasicobservablesarethedifferential
delaysexperiencedby two signalsemittedby a memberof the Global NavigationSa-
tellite Systemconstellationscollectedby receiversonboardLow EarthOrbitersatellites.
Wc discussdic Abel transformapproachas atwo-dimensionaltomographictechnique
useful when che sphericalsymnietryassumptionholds,and a more generalfour-di-
mensionaltomographicapproach.Finally, we applydieseanalysistools to datacollec-
tedonboardtheDanishsatelliteOersted.

Key words:Stochastictomography,Abeltransfonn,GNSS,LEO,SatelliteOersted,

1. INTRODUCCIÓN

Los sistemasdeposicionamientoglobal GNSS(de GlobalNavigationSa-
tellite Systems)proporcionanunaherramientapoderosaparael estudiode la
distribuciónde electrones.En laactualidadexistendos sistemasGNSS:GPSy
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GLONASS desarrollados,implementadosy operadosrespectivamentepor los
EstadosUnidos de América y por Rusia. Un nuevosistemaeuropeo,GALI-
LEO, se hallaen fasede estudio.Todosellos consistenen una colecciónde
transmisoresde radio. Los receptoresestánfundamentalmentebasadosen Tie-
rra o abordode satélitesdeórbita baja(LEO, Low EarthOrbiters).

Comoes sabido,los mediosmaterialesson, en mayoro menormedida,dis-
persivosparalas ondaselectromagnéticas.Estoes,las velocidadesde propa-
gación, tanto de grupocomode fasede las señalesradioeleléctricasdependen
de su frecuencia.Estadependenciaes,además,diferente,ya quelas velocidades
de grupoy de faseno sonúnicamentedistintasa la velocidadde la luz en el va-
cío, sino tambiéndiferentesentresi. Estees el principio sobreel quedescansa
la aplicaciónde los GNSS al estudiode la ionosfera.Supongamosquecono-
cemossuficientementebien las posicionesdelos transmisoresy de los recep-
tores,y que losretardosinstrumentalesestánbiendeterminados.Si medimos
los retardosde fasey degrupoqueexperimentanlas señalesa unafrecuencia,
o los retardosdefaseo de grupode dosseñalesde distintafrecuencia,podemos
inferir lacantidadde materiadispersivaqueha afectadoala propagación.Los
materialesneutros,comoel aire y el vaporde aguaatmosféricos,afectana la
velocidadde propagaciónde las ondaselectromagnéticas.Son,sin embargo,
muypocodispersivos.La materiaionizada,encambio,esademásfuertemente
dispersivaparalas señalesde radiofrecuencia,Graciasa ello esposibleidenti-
ficar el efectode la ionosferay distinguirlodel retardo,de magnitudcompara-
ble perono dispersivo,producidopor la atmósfera.

Las aplicacionesqueusanredesdereceptoressituadosen la superficiete-
rrestrehansidodescritasen detalleennumerosaspublicaciones,por ejemplo
[Lanyi, 1988], [Wilson, 1992], [Sardón, 1993, 1994]. Una recienterevisión
del estadodel arte puedeencontrarseen [Jakowski, 1996] y en [Manucci,
1999]. En estearticulonosconcentraremosenla posibilidaddeusarrecepto-
resembarcadosen satélitesquetenganórbitascercanasa la superficiede la
Tierra.

2. LOS OBSERVABLES

Los observablesprimarios quese obtienenenel receptorson las llamadas
pseudodistanciasy las fasesen función del tiempo. Laspseudodistanciassonlas
diferenciasentrelostiemposde emisióny de recepciónde las señales.Unaco-
dificación incluida en las señalesGNSS permite identificar el momentoen
quefueronemitidas.Estasdiferencias,derivanesencialmentede los retardos
producidospor la propagación(distanciaentreel transmisory el receptor,
existenciade la atmósferay la ionosfera),pero incluyen asimismoposibles
erroresenla medidadel tiempoy retardosinstrumentalestanto en el receptor
comoen el transmisor.Lasfasessonregistrosde la fasede la ondaportadorade
la señal,habiendoescogidoun origenarbitrario.
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El modelomatemáticoquerelacionalosobservablescon las diversasmag-
nitudesfísicases [flores, 1999],paralaspseudodistanciasy fases:

P=p4—cAr1+czS.t+-~--V+T!
2~ J

k

= p —cAt~ +cAt’ ~-É--~~+~
2J J

1—
k

donde:

• ~es ladistanciageométricaentreel satélitei y el receptorj
• c es lavelocidaddela luz en el vacío
• At’ es el errorde sincronizacióndel reloj del satéliteemisor¡
• ¿Xt, es el errorde sincronizacióndel reloj del receptorj

•a=40.3 2s ‘el
• P esel númerodeelectronescontenidosenunacolumnade secciónuni-

dadentreel satélitei y el receptor]

• Les lafrecuenciadelaseñal,L= 1,575420Hzyf2 1,22760Hz
• Tesel retardotroposférico

Conestasecuacionespodemosformarlas denominadascombinacionesio-
nosféricas:

Pi = Pi - Pi
JI 32 jI

14 =‘12 —1I~

Estascantidadesrepresentan,salvo constantesaditivas, magnitudespro-
porcionalesalacantidadde electronesquela señalencuentraensu caminodes-
de el transmisoral receptor.Análogamente,si tenemosencuentaqueel efecto
lonosféricosobreel tiempodepropagaciónes,paralaspseudodistanciasy las
fases,igual en valor absolutoperoconel signocambiado,podremosescribir
nuevasecuacionescombinando,paracadafrecuencia,fasesy pseudodistancias:

Qk =jQ~=-Liík)

En principio, lacombinaciónL~ es lamásprecisa,peropresentaunainde-
terminacióndebidoalorigen arbitÉriorespectoal quese mide la fase.~ en
cambio,es menosprecisaperoestáreferidaaun origen absoluto.
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Enladiscusiónquesiguenos eentraretnosenel uso de datosrecogidospor
receptoresubicadosen LEOs. ParaaplicacionesdesdeTierra,ver labibliogra-
fía citada.

3. TRANSFORMADA DE ABEL

Estamosinteresadosen conocerel campode densidadde materiadispersi-
va.Los observablesindican,no obstante,únicamentela densidadcolumnarde
materiadispersivaa lo largode la líneade visiónentreel emisory el receptor.

Bajo la hipótesisde queel campode densidadtiene simetríaesférica,re-
sultafácil relacionarlas densidadesvolúmicascon las densidadescolumnares.
Dicho problemaapareceen numerosassituacionesen las cualesunadistribu-
ción tridimensionaldemateriaes observableúnicamentea travésde su pro-
yecciónsobreun plano. Sucede,por ejemplo,alobservarun cúmulo de estre-
llas, las cualesaparecenproyectadassobrela bóvedaceleste.Lasdensidades
observablessonúnicamentelas densidadescolumnares,por unidadde áreade
seccióntransversa,mientrasqueresultaimposibleobtenerde maneradirecta
unaindicacióndela densidadvolúmica.Bajo la anteriorhipótesis,ambasden-
sidadesestánrelacionadasa travésde las llamadastransformadasde Abel, en
lasqueunadistribucióntridimensionalde densidad,de simetríaesférica,sepro-
yectaen unadistribuciónbidimensionalde simetríacircular, y viceversa.Am-
bassontransformadasintegrales.

Los observables,enel casoquenos ocupa,sonmuestreosde densidadco-
lumnaradiferentesdistanciasdel centro.El conjuntode medidasdefine ladis-
tribuciónbidimensionaldedensidadde materiadispersiva,de simetríacircular.
La deproyeccióndeéstaseefectúamediantela transformadade Abel inversa,
conla queseobtienela densidadvolúmicademateriadispersiva.

Aplicadasal problemaencuestión,estastransformacionesrelacionanla dis-
tribucióndedensidadde electrones,asumidaesféricamentesimétrica,con la de-
flexión de la direccióndepropagación,paraun parámetrode impactoadado:

4037 1 dne(r)d

1 ~sr —a

o, inversamente,dado un conjunto de ángulosdc deflexión obtenidosa dife-
rentesparámetrosdeimpacto,seobtieneel campodedensidadelectrónica:

1 a(a) da

Losángulosdedeflexión,muypequeñosparala ionosfera,se midenindi-
rectamentea travésde las variacionesde los excesosde distancia,medidosa
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travésdel efectoDopplersobrela fasey el pseudorango.Dadoquelo más im-
portantesonlos excesosde distanciarelativos,la fasees utilizadade manera
preferente,debidoa sumayorresolución.Angulosde deflexióny excesosde
fase se hallan relacionadospor las siguientesecuaciones,aplicablesa cada
unade lasfrecuencias,y dondeTy R representanel transmisory el receptor,y
r y t identificanlascomponentesradial y transversal(dentrodel planoTierra-
emisor-receptor)delavelocidad:

L = cos + 1)7 cos + cos <PR — cos <PR
r ~ ~ = rE sin <P~ = a
a

Siendola separaciónangular,vistadesdeelcentrode curvaturade la at-
mósfera,entreel emisory el receptor.Ello se ilustra enlaFigura 1. Estemé-
todo fue inicialmenteaplicadoparael análisisde las atmósferasplanetariasa
travésdel retardode faseenlas comunicacionesdesdesondasinterplanetarias
[Fjeldbo, 1971]. Es aplicable,en principio, tanto al análisisde la ionosfera
[Haaj, 1994, 1999] como,utilizandola combinacióndefrecuenciasadecuada
queelimine la componentedispersiva,parala atmósferaneutra[Kursinski,
1993].Enesteúltimo casola asunciónde simetríaesféricaes,sin embargo,mu-
chomásprecisaqueparala ionosfera.

Figura 1. Distribucióngeométricade la ocultacióny principalesparámetrosquela describen.

os
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4. TOMOGRAFÍA ESTOCÁSTICA

La transformadadeAbel presentala limitación impuestapor la hipótesisde
símetriaesférica,lo que dificilmente se cumple en el casode la ionosfera.
Unaaproximaciónque se adaptamejor a esteproblemaes la tomográfica.La
tomografíaconsisteen inferir la estructurade un objeto iluminadopor radia-
ción. El observableutilizadoenel análisises el efectoproducidosobrelos ra-
yosqueatraviesanel objeto,Técnicastomográficasson usadasnormalmenteen
medicinay geofísica[Tarantola, 1982, 1987], Menke [1989]. En nuestrocaso,
el objeto deestudioexperimentavariacionestemporales,peroa lo largode es-
calastemporalessuficientementelargascomoparaacumularunacantidadade-
cuadade datos. Con respectoa esaescalatemporal, la distribución de los
transmisoresy receptoresvaríarápidamente,Porello, estetipo de tomografíase
denominaestocástica[Bevis, 1992].

En nuestrocaso,suponemosla ionosfera(o partede ella) divididaen ele-
mentosdevolumendisjuntos,(véaseFigura 2) en losquela densidadelectró-
nica seconsideraconstante.El estadode la ionosferaseexpresapor medio del
vectorde dimensiónN:

Egura2. Distribucióndeelementosfinitos utilizadaparala resolucióndela estructurade la ionosfera
enel planode la órbitadel receptor.

Longitude LEO

¿ Latít: ¼
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en el quecadaelementoes ladensidadelectrónicadelvoxelo elementode vo-
lumen,equivalentetridimensionaldel conceptodepixel. La relaciónentreel
observablederetardoionosféricocorrespondienteal rayoy elvectorde estado
sera:

Y.= 0(m)

donde:

= ~ 0iN~

y 0.. representala longituddel rayo i en el voxel j. Agrupandotodoslos datos
de ¿tservacionesenel vector

[1]
dondeM es elnúmerodedatos,podremosescribirY (m), donde0 eslama-
triz

iii
La ecuaciónY

1 = 0. (m), establececondicionessobrelosvaloresdel vector
de estadom. En generalM» N y el problemapuedeinvertirseutilizandolas
técnicasde losmínimoscuadrados:

m — (0~0<G~I’

siemprey cuando(0T0pt exista.Paramásdetalles,ver [Herring, 1990], [Za-
rraoa,1992] y [flores, 1999].

En general,ladistribuciónderayosno permitedeterminardemaneraúnica
el vectorm. Por ejemplo,si por un voxel no pasaningúnrayo,el valor de su
densidadno puedeser determinado.Parapoder resolveresta circunstancia,
puedenestablecersecondicionesadicionalesentrelos elementosdel vectorde
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estadom. Es deseablequeestascondicionesreflejenalgunarealidadfísica. En
lo quesiguesupondremosque,en ausenciade datos,el valorde la densidaden
un voxel, seráunamediadelos valorespróximos.Estopuedeexpresarsefor-
malmentepormediode laecuación¡natricial:

1 = B(rn)

Las ecuacionesdel sistemapuedencombinarsebajo la forma

(~ )ni

o d = Orn. Si los datosy las condicionesson suficientesparadeterminarel pro-
blema, la solución, de acuerdocon las técnicasde los mínimos cuadrados,
sera:

rn = (GTG)-’GTd

Si consideramosqueel estadodela ionosferaes variable,podemosdividir
en intervalode tiempode observaciónen L segmentosS~ [t

1,t1~1];¡ = 1, L—l.
Podemossuponer,además,queexisteunarelaciónfuncional entrelosvalores
del estadopara segmentosconsecutivosdela forma rn1~, — F,(rn,) dondeF es
un operadorlineal, queen nuestrocasosupondremosqueesla identidad.Ade-
más,supondremosqueexisteunarelaciónestadísticaentrelosvaloresde seg-
mentosconsecutivos,queen nuestrocasosupondremosquepuedenmodeli-
zarseincrementadosucovarianza,en formaproporcionalal tiempo.

Resumiendoestostres elementos,paracadasegmentoi+l,tendremosla ex-
presión:

L d,+, 1
u
¡ -¡-1 +1
~2,j

quepuederesolversepor aplicacióndel métodode los mínimoscuadrados,de
maneraiterativa.

Las condicionesdel experimento,enelqueel receptorestáorbitandoenun
planoesencialmentefijo enun sistemadereferenciainercial, asícomoel hecho
dequela ionosferano giracomoun cuerporígido con la Tierra,sinorespectoal
sistemaTierra-Sol,muy cercanoen las escalasde tiempodel problemaa un sis-
temainercial,hacenadecuadoexpresarnuestrosistemade voxelesen dichosis-
tema.El planode referenciaseráel planoorbital,y el origende longitudesuna
de las interseccionesdel plano orbital con el plano del ecuador(nodo ascen-
dente). Además,como la órbita de los satéliteshastaahorausados(700-
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1000 Km sobrela superficieterrestre)sonsóloligeramentemayoresqueel má-
ximo enla distribucióndeelectrones(300400Km sobrela superficieterrestre),
únicamentelosvoxelespróximosal planoorbital tendránunabuenaresolución.
La capacidadde la técnicaha sido comprobaday demostradamedianteel uso
desimulacionesrealistasdedistribucionesde electronesen la ionosfera,obte-
nidas a partir del ParametrizedIonosphericModel (PIM) [Danielí, 1995],
[Ruffini, 1999]. Análisis de datosrealesobtenidosdel satéliteGPS/MET
[Ware, 1995] puedenencontrarseen las siguientespublicaciones:[Rius, 1997],
[Hernández, 1998]. [Ruffmi, 1998a,1998b], [Flores, 1999].

5. EL SATÉLITE OERSTED

Oerstedes un microsatélite(80Kg demasa)lanzadoen 1999,queincluye
en sucargaútil un receptorGPS capazde recogerdatosde ocultacionesio-
nosféricasy troposféricas.El instrumentoha sido desarrolladopor JetPropul-
sion Laboratory,y la explotacióncientíficacorrea cargodel Instituto Meteo-
rológico Danés.Dificultades en la adquisición de datosde la señalL2 han
limitado el retornocientífico deesteinstrumentoparalas ocultacionestropos-
féricas.No obstante,combinandola fasey el pseudorangodela señalL 1 espo-
sibleextraerel observableionosférico.

Los siguientesparámetrosorbitalessonrelevantesparaentenderlaconfi-
guraciónde nuestroexperimento(verFigura3):

Tonosobere
(irid denuition

Figura3. Disposicióndel satélitedanésOersted,uno de los casosenlos quesebaaplicadolatécnica
tolnogTáfica.

Oersted
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Figura4. Tomograftade la ionosferaenelplano de la órbitadeOersted,parael día6 dediciembrede
1999.

1200

loto

800

-gsc
etc .- - -

400

200

0•

-h

0 le+11 2e+11 3e+l1 4e±l1 5e+1l Ie+ll 7ej-11 Se<?l Oe+1l ls+12

Densidad de electrones el ¡metro cúbico>
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Perigeo 638 Km sobre]a superficieterrestre
Apogeo 849 Km sobrela superficieterrestre
Período 100minutos
Inclinación86.48grados

6. RESULTADOS

En estasecciónnosproponemosmostraralgunosresultadosderivadosdel
análisisdelos datosquenoshafacilitadoel Instituto MeteorológicoDanés.Por
las causasindicadas,el retardoionosféricohasidomodeladocomoL1 = 0.5(C1
— L1), endondehemosomitido enel todoslosefectosconstantesen laecuación.
Ello haceusodel hechoquela ionosferaafectade maneradiferentealas velo-
cidadesde grupoy de faseparaunamismaseñal,en lugarde utilizar la dife-
renciaentrelasvelocidadesde faseparadosseñalesde frecuenciasdistintas,lo
cualhubierapermitidounaprecisiónsuperior.

Debidoaquetantola órbitadel receptorcomola ionosferasonprácticamente
estáticasrespectoa un sistemadereferenciainercialy no giranconla Tierra,úni-
camentelapartedela ionosferacercanaalplanoorbital seráefectivamenteson-
deada.Sepodráobtenerunaelevadaresoluciónparaestazonaconla tomografía,
mientrasqueparalas másalejadasdel planose tendráunaescasao nula infor-
mación. Porello, en elanálisispresentado,se optó porresolverde manerato-
mográficaúnicamenteunazonatoroidalalrededordel planoorbital. La zonare-
sueltano incluyelas regionesdemasiadocercanasa la superficieterrestre,yaque
la ionizaciónes muy baja,ni las muylejanas,yaqueladensidadelectrónicaes
tambiénmuypequeña.Comoejemplodeestudiotomográfico,enlaFigura4 se
presentanlosresultadosdel análisis delos datostomadosdesdeel satéliteOers-
tedel 6 de diciembrede 1999.La escalahorizontalrepresentala longitudsobrela
órbita, en grados,medidaapartirdelnodoascendente.La verticalcorrespondea
laaltura sobrela superficiede laTierra,enkm.Las líneasde contornoexpresan
valoresconstantesde densidadelectrónicaenTeraelectronespor metrocúbico.
En la Figura5 presentamoslacomparaciónentrelosperfilesverticalesobtenidos
atravésde la TransformadadeAbel, y mediantela técnicadela tomografía.

CONCLUSIONES

La posibilidadde ponerenórbita receptoresGNSShaabiertoel caminopara
estudiarlaevolución,aescalaglobal,de ladistribucióndeelectroneslibresdela io-
nosfera.DemomentosoloGPS/METy Oerstedyahanservidoparamostrarla ca-
pacidadde la técnica.En esteartículohemosmostradocomo hacerlo.Peronuevos
proyectos(Champ,Cosmie,ACE, ...) deberánpermitir el establecimientode
constelacionesde sensoresque,en suconjunto,formaránun instrumentocapazde
obtenerlaevolucióntemporaldeimágenestomográficasde la ionosfera.
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