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El planteamiento de un problema tipico de maximizacidn en la Programa-
citn Lineal puede ser el siguiente:

Maximizar: Z=c¢ X +¢,x, +..+C X

sujeto a @)X, v @uX, .t a, X Sh

Gy X+, %t 4, X, Sb,

a-'nl x! * am2 xl o amn xn s bm
xz0;,x20;.x 20
”

Si formamos las matrices:

a, 4, an b, X 0
a, a,n b, X, - 0
4= " 7 Tlops= | s x=107 ;0=
am 1 a.w2 o a.wn b.w xm 0
{mx n) (mx1) (nx1) (nx1)
C=[cl ey c"]
{1 xn)

podemos expresar el problema asf:

Cuadermos de Estudios Empresariales, n” 6, Servicio de Publicaciones UCM. Madrid 1996,
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X2 O (Se dice forma abreviada, matricial o canonica)

Para resolver un problema de P.L. por el método Simplex, habremos de
convertlr previamente en igualdades todas las desigualdades (inecuaciones
existentes) utiizando el conocido procedimiento de las variables de holgura:

+ + =
al! xl al2x2 o alnxrs +xn*l bl
Ay X, HA, Xt L td, X, SEX,, =h,
a. x +da_x +...+d X . L+ X =h
ml 1 m2 2 [ ] e n

matrictalmente se expresa:

siendo:

{ = matriz identidad {m x #)
X, = matriz de las variables de holgura (m x {)

En el caso en que las desigualdades tuviesen sentido inverso (=), la matriz
de la izquierda seria: [A _-f] y para obtener una primera solucion bésica se uti-
lizarfan variables artiticiales.

NOTACION MATRICIAL DE LA SOLUCION DE UN PROBLEMA
LINEAL

Supondremos que los m primeros vectores de la matriz. A (columnas) for-
man un programa base y 1a solucién es Sptima.
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Hacemos las siguientes particiones en las matrices:

a]l a12 alru I alm+1
A=[B:N]- n n Lo : e
am 1 arrrl mmr i ammo I

seglin nuestro anterior supuesto, la solucién optima es:

B=[P\P,.P,

Z=CX=[C,: C]x %

"

= Cb'X!J + Can
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a”ll’t

ni+l

X,
AX=b=[B: N]x Yb =BX,+B X ,ycomo X =

n

tenemos

Z=C,X,
BX,=b

LA DUALIDAD

m+n

"A todo problema lineal, llamado primal, le corresponde otro que denomi-
namos dual. Entre ambos existen una serie de relaciones y propiedades impor-

tantes”.

(P,) —— programa primal

(D) —— programa dual
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Para un andlisis sistemdtico de la dualidad dividiremos su estudio en cinco

partes perfectamente diferenciadas:

1) PLANTEAMIENTO

2) RELACIONES ENTRE PRIMAL Y DUAL (Teoremas)
3) RESOLUCION DEL DUAL

4) SIGNIFICACION ECONOMICA DEL DUAL

5) PRINCIPALES APLICACIONES EN ECONOMIA

PIANTEAMIENTO DEL PROGRAMA DUAL

Podemos enunciar las siguientes relaciones entre un problema primal (P|)

y su dual (D)

a) El dual tiene tantas restricciones como variables existen en el primal.

b) El dual tiene tantas variables como restricciones existen en el primal.

¢) Los coeficientes de la funcién objetivo del programa primal son los tér-
minos independientes (con su signo) de las restricciones del dual.

d) Los términos independientes de las restricciones del programa primal
{con su signo), son los coeficientes de la funcion objetivo del programa
clual.

¢) La matriz de coeficientes de las restricciones del programa dual es igual
a la traspuesta de la matnz de coeficientes de las restricciones del pri-
mat.

) A un programa primal de maximizacion, le corresponde un dual de mini-
mizacion y viceversa.

£) El dual de un dual es su primal.

h) El sentido de la desigualdad o la igualdad de las restricciones del dual es
dependiente de la amplia casuistica que puede haber en la presentacidn
del primal. Lo mismo puede decirse del signo de las variables duales.

A continuacion abordaremos este problema v se extraerdn las reglas de

general aplicacion para plantear correctamente el dual, sea coal fuere la pre-
sentacion del primal; pero antes haremos un breve recordatorio matemdtico
que creemos de interés,

Maximizar Z equivale a minimizar -Z y minimizar Z cquivale a maximi-

zar -Z.

EJEMPLOS:

1) Max. Z = 3x, + 5x, + 6x,
equivale a:

Min. -Z = -3x, - 5x, - 6x,
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HYyMin. Z=2x +3x, + x5
equivale a:

Méx. -Z = -2x, - 3x, - x,
Por otra parte:

AX = b equivale a -AX < -5
AX £ B equivale a -AX = -b
AX = bequivale a: AX 2 b

AX<b

Definimos como estructura candnica en la programacion lineal y le llama-
mos problema primal (P{) a la siguiente:

Max. Z=CX
AX<b
Xz0

Existe otra estructura, asociada a la anterior, que llamamos problema dual
{12} y ticne la siguiente forma:

Min. G=4"F
A" Y=t
r=0

Algunos autores denominan a las anteriores formas "problemas duales
simétricos”, en contraposicion con los "asimétricos” o aquellos en que las res-
tricciones aparecen con el signo igual, es decir: AX = b.

ELEMENTOS DEL PROBLEMA DUAL

Y Vector columna de VARIABLES DUALES, (im _ 1)

C" Vector columna de RECURSOS DUALES, (n _ 1)

b" Vector fila de PRECIOS O RENDIMIENTOS DUALES (1 _m)

A" Matriz traspuesta. COEFICIENTES TECNOLOGICOS DUALES (n x m)
G Escalar. VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO DUAL
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El problema primal puede presentarse como maximo o como minimo y tan-
to las restricciones como las variables con distintos signos; como guiera que
el dual es una aplicacién del primal, segin se presente éste asi resultard aquél.

Si partimos de un primal en forma abreviada, al considerar méximo y mini-
mo, asi como los diferentes signos de variables y restricciones, llegaremos a
18 formas diferentes:

Miax. Z= CX AX<h X=0
AX=5h X no restringida en signo
Min. Z=CX AX = b X<0
(2) (3 (3)

2% 3 x 3 =18 combinaciones diferentes

Si, ademds, tenemos en cuenta que dentro del bloque AX puede haber cual-
quier nimero de ecuaciones y de inecuaciones en ambos sentidos y que cada
una de las variables Xjs independientemente de las otras, puede tomar los valo-
res x; = (); x; £ 0, 0 ser no restringida en signo, el problema resulta mas com-
plejo.

Trataremos, pues, de establecer una metodologia basica para llegar en cual-
quier caso, de forma inequivoca, al planteamiento del dual y, al tiempo, dedu-
cir unas reglas generales, de obligado cumplimiento, para alcanzar directa-
mente el mismo objetivo.

Hemos definido anteriormente ¢l problema dual como una aplicacion del
primal en su forma candnica, es decir:

(P): Max. Z=CX (D): Min. G=4"Y
AX < b ATy=C"
X=z0 Yz0

por lo tanto, cualquiera que sea la forma en que se presente el primal habre-
mos de transformarlo "correctamente” en otro equivalente que tenga la forma
candnica. Luego, la aplicacién correspondiente nos llevard sin dificultad al
dual.

Para conseguir lo primero utilizaremos las propiedades matematicas recor-
dadas anteriormente y, cuando sea necesario, también recurriremos a cambios
de variables.
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DIVERSAS FORMAS DEL PRIMAL-DUAL

Casos de Mdaximo

1) (P): Mix. Z=CX

AX<h

X=20 (D): Min. G=5b"Y
ATy=zC"
Y20

2) (P): Max. Z=CX

AXz b

Xz0

Forma candnica:

Miéx. Z=CX

-AX <-b

X=z0 (D): Min. G=-b" W
AW
Wz0

y haciendo ¥ = -W

Min.G=b"Y
ATY=C
¥=<0

3) (P Max. 2= CX
AX =05
Az0
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Forma canénica:

Max. Z=CX; Max. Z=CX; wax 7=0Cx

AX<b AX<h P b
AX>h -AX< b [_} [X] < [_]
X=0 X>0 -4 iy

(D): Min. G= [b7: -b] [

4) (P): MaxZ =CX
AX <h
X<90
Forma canodnica:
X =-R

Mix. Z =-CR
-AR £ b

R=0 (D,):

A=0

w
v

Wz20,¥V=0

Min. G=b"W-b"V
AW-A"v=C
W=0 ; V=0 si hacemos Y=

Min. G=54" Y
ATY=zC
¥: no restringida en signo, |

depende de los valores de ¥

Min. G=b"Y
ATy 2
Y=0

o bien:
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Min. G = 6" ¥
ATy=Cr
Yzo0
5y (P Max.Z =CX

AX =z b

X<0

Forma canonica:

X=-R

Miax. Z = -CR

-AR = b

R0

Max. Z = -CR

AR £ -b

Rz0 (D): Min. G =" W
ATwW=2-CT
Wz0

' haciendo -¥ = W

Min G=b"Y
AT Y= O
A"rs(C’
Y=o
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6) (P): Méx. Z = CX
AX = b
X<0

Forma canénica:

Max. Z = CX
AX<h

AXzb ; -AX < -b
X<0
Haciendo X = -R

Maéax. Z = -CR
AR £ b
AR < -b
R=z0

(D): Min. G=[p " -5 T]m=b Wby

[-47 4 T]mz SCTy A TWA TV =C

W=0;,Fz0

Min. G = b" (W - 1)
A"z -CT ATy < 7
Wz0:FVFz0

y haciendo ¥ = W -V

Min. G=b"Y
ATy’

¥: no restringida en signo
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7y (P): Méx. Z=CX
AX < b
X: 110 restringida en signo
Forma candnica:

X=X"-X",X"20;X"20

Mix. Z = C (X" - X}
AW-X")<b
X'20; X720

, e
Max. Z =[C - ]{X,,]

4 -4l [i,{]s b

X'z20,X"20
(D): Min. G=b"W

] e[

W=0

Min G=b W
)] v
wWz0

Min. G=b" W

AW =C"

W=0
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Max. 72 = CX
AX =5
X no restringida en signo

Forma canédnica:

X=X-X"3;X20,X"20
Mix. Z=C (X - X"")

AKX XY b
X220, X"20

(D): Min. G = -b" W

2w [

W20
Min. G = -b W
atw] et
ATw | 7T
W20

y haciendo W = -¥

Min. G =3" ¥

BNk

¥=<0

0 bien:

Min. G=b"Y
ATr=¢"
Y<¢
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9 (P): Max. Z = CX
AX =56
X no restringida en signo
Forma candnica:
X=X -X"; X220, X720

Mix. Z=C (X -X")

AX -X")=b

X 20, o bien: Méx. Z=C (X' -X"")
AX -X")<h
AN -X"y<s b
A'z0, X720

Méx. Z=[C -C] L{f]

4

L)

-4 Al X7

Xz0,X720

(D)}:

Min. G=[p7 -5 ] m

AT 47 cr
I EY
wWz0,Vz0

MinG=b"W-b" ¥V = b" (W-V)
AW ATV
AW+ ATV 2 -CT

Min. G = b7 (W - V)

AW -z
AT(W-1N<CT

W 20; V' 20, y haciendo Y=W-V
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Min. G=b"¥

AT vz

A" Y= (T

Y: no restringida en signo

O lo que es lo mismo:

Min. G=54"Y
AT y=c'
Y: no restringida en signo
Casos de Minimo
1) (P): Min. Z = CX
AX < b
Xz0

Forma canénica:

Méx. -Z = -CX

AX < b

Xz0 (D): Min. -G=4" W
ATWwW=-CT
Wz0

y haciendo W = .V

Min. -G =-b7 ¥
ATy e T

7 < 0; o lo que es lo mismo:

Max. G=b"Y
Arscr
r<o
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3) (P
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Min. Z = CX

AX=2b

X=20 (D): Méx. G=b" Y
AT« T
¥=0

Min. Z=CX

AX = b

Xz0

Forma canonica:

Maéx. -Z = -CX
AX<h
AX =25
Xz0

Max. -Z = -CX
AX<h
-AX < -b
X=0

es decir:

Max. -Z = -CX

el

X=0

201
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(D): Min. -G =[p" -& f)m:b WP
47 -7 | p|2[-CT]
Wz0; V=0

Min. -G = b" (W - 1)

AW ATV 2 CT AT (W -1y=-C7
W=z0, Fz0

y haciendo V- W =}

Min. -G = -7 ¥

AT Y = -CT

¥: no restringida en signo
O bien:

Max. G=h"Y

ATY<s T

¥: no restringida en signo

) () Min. Z = CX
AX<h
X<0
Forma canénica:

hacemos X = -R

Min. Z = -CR
-AR < b
R=0

Max. -Z = CR
-AR < b

Rz0
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3 (P): Min. Z = CX
AXz b
X<0
Forma candnica:

hacemos X = -R

Min. Z = -CR
ARz b
R=20

Max. -Z = CR
AR < -b
R=0

(D): Min. G = b7 W

AWz
W=z=0
y haciendo ¥ = -W

Min. -G =-8" Y
ATY=C7

¥ <0, 0 lo que es lo mismo:

Mix. G =b"F
ATY= (T
¥<0

(D) Min. G = -6 Y

AY= "
Y 2 0; o lo que ¢s lo mismo:

Mix. G=%"Y
ATY=Ct
¥z0
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Min Z = CX
AX = b

X=z0

Forma candnica;

hacemos X' = -R

Min. Z = -CR
-AR =6
R=20

Mix. -Z = CR
AR < b
AR £ -b
R=0

6 sea:
Mix. -Z = CR

<)

Rz0

(D): Min. -G =b7 -b "}[’ﬂ:b ‘e

wW=0:¥V=0
es decir:
Min. -G =d" (W - 1)

AT Ww-nz=Ct
W=0V=0

y hactendo ¥ = -(IW - V)
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Min. -G = -b" ¥
ATy=cCl
¥: no restringida en signo

O lo que es lo mismo:

Max. G =87 Y
ATy>(C

¥: no restringida en signo

7y (£\) Min, Z = CX
4X < b
X no restringida en signo
Forma canonica:

X=X"-X"; X200, X"z20

Min. Z=C (X' - X"") _
AX -X"Y<b X 20, X720

Min. Z =[C -C] l}ﬂ
o]

X'z0,;,X720
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(D): Min. -G=h"W

o]

W=z0
0 sea:
Min. -G =6"W
ATW fCT T
. = 1 =
[_AJW]—[C]]jA W C
Wz0

v haciendo el cambio ¥ = -#

Min-G=-5b"Y
ATY > T
AT Y-

Y 20 ; o0 lo que es lo mismo

Max. G=4"Y
ATy
A'rect

Y <0, que equivale a:

Max, G=b" ¥
A]' }r: CT
Y=<0
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8) (P): Min. Z = CX

AX = b

X no restringida en signo

Forma candnica:

X=X"-X";, X220, X'20

Min. Z=C{(X - X"')
AX -X")2b
X'20; X'20

Méx. -Z=-C (X - X"")
A X -X7) <-b

X20; X7z0

Max. -Z =[-C ] [}’]

Min. -G=-b"Y

L]

Y=0

o lo que es lo mismo:

207
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Mix. G=34"Y
AT Y=Cr
Y<0

9 (P Min. Z = CX
AX=b
X no restringida en signo

X=X"-X"; X'2z0, X720

Min. Z=C(X -X")
AX -X")=b
X'20; X720

o bien:

Mix. -Z=-C (X -X")
AX -X")<bh
AKX -XT)<-b
X'20; X'20

o en forma matricial:

. X’
Max. -Z =[-C (] [X]
A -A1[X° < b
-4 Al X T-b
X z0,;X"20




La dualidad en la Programacion Lineal 209

(D): Min. -G = [b " _p ;-] [g]

e[

wz20; V=0

Min. -G=b" W-b" V = b7 (W-
AT W ATV =2 CT

AT W ATV
Wz0;,Vz=0

Min. -G = b7 (W-V)
AT Ww-nz-C

AT (W - <-CT

y haciendo V - W =Y

Min -G=-b"Y

AT rzC AT Y2 O
AT Ys-ChoAT Y= (T
¥: no restringida en signo

o lo que es lo mismo:

Max. G=b"Y
AT Y=C"

Y: no restringida en signo
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CONCLUSIONES

Podemos representar asi las distintas soluciones anteriores:

CASOS DE MAXIMO

Signos primal  Signos dual
R.: = -
V,:?"'_—— =0
R.; € - ]
Vim--""" £0
R.;= ==
Voz=—"" No restr.
R.:.= o --"%
V.:Z""_‘ =0
R.: = SRR
Vig-~-""" <0
R.= PR
Vig-""" - No restr.
R.: = - ==
V.: No féstr. =0
V. No restr. €9
R':":\'—-:
V.: No restr. No restr.

Claves:

R. (restricciones)
V. (variables)

No restr. {no restriccion en signo)

R ) .
Mismo sentido

isti tids
v v Distinto sentido

CASOS DE MINIMO

Sigros primal  Signos dual
R.: < .-~ %
Voz--"77 <0
R.: = PR
Vep--—"" " =0
R.: RIS
Vem--" 0 No restr.
R:=< NP
V..'S"'--F £0
R:= .=
Vig-~" " =0
R.:= -
Vesg--"" No restr.
R.: i\< =
V.: No restr, <0
RiZ ez 77
V.:No r't::s—tr.- =0
Ri=—~— -~ ""=
V.: No restr. No restr.

No restr.

Distinto sentido

v v Mismo sentido
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REGLAS OBTENIDAS

1%) Cada restriccién primal da lugar a una variable dual, por lo que habra
tantas variables duales como restricciones primales.

2%) Cada variable primal da lugar a una restriccién dual, por lo que habra
tantas restricciones duales como variables primales.

3*) Alla funcion objetivo primal Mdx. Z, se corresponde una funcién obje-
tivo dual Min. GG y a cada funcion objetivo primal Min. X, se corresponde una
dual Mdx. G. (Anadimos que los signos de los coeficientes de las respectivas
variables duales serdn los de los "oportunos" vectores del primal, con inde-
pendencia de que en el 6ptimo dichas variables deban tomar valores mayores
que cero, menores que cero o ser libres en signo)'.

4*) Casos en que el primal es un mdximo:

a) Cada restriccion del primal determina una variable dual de signo (senti-

do) contrario al suyo, y si aquélla es igualdad, la variable dual resultan-
te es no restringida en signo (libre).

Restr. (£,) £ —— variab. (D))= 0
Restr. (P|) 2 ——— variab. (D) <0
Restr. (P,) igualdad —-—> variab. (D) no restringida en signo

b) Cada variable primal determina una restricciéon dual del mismo signo
(sentido) vy si aguélla es no restringida en signo, la restriccion dual resul-
tante es una igualdad.

Variab. (P} £ 0 —— restr. (D)) <
Variab. (#,) 2 0} —— restr. (D)) <

Variab. (P,) no restr. —— restr. igualdad
5%Casos en que el primal es un mdximo:

a) Cada restriccidn del primal determina una variable dual del mismo sig-
no (sentide), y si aquélla es una igualdad, la variable dual resultante es
no restringida en signo (libre).

' La forma “SIMETRICA™ de la dualidad es 1a que se obtiene a partir de un programa primal en su for-
ma canénici.

Algunos antores en los desarrotlos que hemos hecho anteriormente no hacen el cambio de variable, por
cjemplo W = -Y, para gue la formulacién del programa solucién quede con signos positivos. En tal caso,la
variable que para nosotros apatece al final como “menor que cera”, segiin ellos aparecerd como “mayor que
cera” y sus respectivos coeficientes en la funcién objetivo y en la matriz A irdn precedidos del signo menos.
Volveremos a referirnos a ello con mayor cxiensién.



212 Manuel Gomez Diaz

Restr. (P)) 2 variab. (D)) = 0

Restr. (P)) € ——» variab. (0} <0

Restr. (P} igualdad ——— variab. ({|) no restringida en signo

b) Cada variable primal determina una restriccion dual de signo (sentido)
contrario, y si aquélla es no restringida en signo, la restriccidn dual
correspondiente es una igualdad.

Variab. (P)) € 0 ——— restr. (D))
Variab. (P|) 2 0 —— restr. (D) <

Variab. (P,) no restr. ——— restr. igualdad

Creemos oportuno hacer las siguientes matizaciones para la correcta apli-
cacién de las anteriores reglas:

En toda la casuistica tratada hemos considerado como de tnica naturaleza
las restricciones que componian el "bloque™:

AXzbh

es decir, que todas tenian igual signo (sentido de Ia desigualdad, en su caso},
sin embargo, la realidad puede —y de hecho lo hace— ofrecer pluralidad de
signos en un mismo problema. En tal caso, a cada grupo "homogéneo” de res-
tricciones (AX = b; AX=b 6 AX < b) le aplicaremos las reglas conocidas con
independencia del otro grupo u otros dos, con los que haremos lo mismo.

Demostracion:

Mix. Z = CX

A X<h

A7 X=bh" Forma canénica: Max. Z = CX

4 X =p 4 X<h

X=0 -4 X<b"
4 X< b
A XL b
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en forma matricial:

Mix. Z = CX
4 b
A" -b
el X<t
A" -b"
X20
Wl
] rre WZ
Dual: Min. G =[b"7 -6"7 b7 -7 W,
W4
Wl
W
[T 47T 4T g7 Wz >CT
W4
W20, W,20; W,20; W,20

Min. G= 6" W, -b" T W+ b TW, -0 W, =b W, - bWyt
+ b T(W,-WYA TW,-A"TW,+ AT (W, - W) 2T

W, 20, w,20, W,20; W, 20

y haciendo:

W, =Y

W, =Y,

W,-Ww,=1

Min. G= b"TY, +b7 TV, + b TY,
AT Y+ AT+ 4 YT
Y,20

Y€ 0

¥, no restringida en signo
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Resolucion con la aplicacion de las reglas

1) Max. Z=CX > Min. G=54"Y

2) Tres restr. primal --———-— Tres variables duales

2 e Y, 20

= ————= }, no restr.

3) Una variab. prim. > 0 ——> Una restr. dual del mismo signo >
que:

Min. G=b"7¥,+b6" " ¥, +b T Y,
ATV +47 T+ 4 TY, 2 C"

Y, 20

Y,<0

Y3 no restringida en signo

Teorema de la dualidad

"Si un problema primal (dual) tiene una solucion éptima finita, su corres-
pondiente dual (primal) tiene una solucién Sptima finita y los extremos de
tales tunciones lineales son iguales”. es decir:

() (D))
Max. Z = Min. G
Min. Z = Max. G
DEMOSTRACION
Definiciones

Z = Vector fila de los rendimientos indirectos:

iz z

2 Zm*n]
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W = Vector fila de los rendimientos marginales:

[WW._.W ]

H 2 m+n

X = Vector fila [XI g X ] siendo )?j el vector columna

n+m

X,

I

Y| de los coeficientes de la combinacion lineal equivalente de P,

mi

B = Base dptima del primal [P P P,,,]

| R

X° = Solucidn 6ptima del primal

por lo tanto:
P-BX ;A=BX;X=B"4
X°=B'b;b=BX°
SX®) =Méx. Z=C,X°

Z=C,X=C,B4

=

=C-Z=C-C,B'4
y si estamos en el maximo: PI_/S 0 , o sea:

W=C-C,X=C-C,B'4<0
lo que implica:

C,X=C,B4>C
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m

Sea Y%= ("7 una solucién del dual, por lo que: ¥ = [Y}O Y YD}

Definimos ¥" = C, B™' y postmultiplicando por 4:
Fd=C B ' A=CX2C

or lo que ¥ A4 2 C, o bien AT ¥ = " — primer bloque de restricciones
p q P ol
Y]"

del dual, y como = C, B', implica que ¥ 2 0 — segundo bloque de
restricciones del dual®, por lo que Y7 es una solucion del dual.

Valor de la funcion objetivo dual para la solucion Y.
G=b¥Y=Y'b=C,B "' b=C, X" =Mix. Z

asi, pues, para la ecuacién Y7, el valor de la funcion objetivo dual es igual al optimo

del primal (*).

Por otra parte. AX< by G=Y"b,dedonde G2V T AX para cualesquiera X ¢
¥y como ¥7 4 = C, postmultiplicando por X, tenemos YT AX = CX=Z (cualqmera)
1~

vy {'IV" \ '3 que ennnr‘lamos d

en B b U P .
CON O (QUE W < £, U 10 Ut o 4] JUSERIDILY M _J /L, W

primal (**).

De la sintesis de los enunciados (*) y (**), se deriva que de no existir soluciones
acotadas en un primal y en su dual, los valores que toma la funcion objetivo de cada

uno en los éptimos, son las mismas.

2 C, B! ey el vector de los rendimientos indirectos de las variables unitarias (generalmente de holgu-
ra) en una solucidn optima de un miximo. en donde todos tos rendimientos marginales son nulos o nega-
tivos, por lo que estén o no en la base, dichas variables tendrin rendimientos indirectos no negativos.
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Tendremos, no obstante, que hacer una matizacion. Nuestro anterior desa-
rrollo se ha basado en tomar el primal como un problema de maximo; sin
embargo, si lo tomamos como un minimo, los enunciados (*) y (**) han de
invertirse pero, Iégicamente, la interseccion de ambos lleva a la misma sinte-
sis’,

F 3
'Y’ e
. S gy . jn[r ,
C X Y
L
(P)--- Max. (P,)--- Min.

Comportamientos posibles de un par de problemas Primal-Dual

Programa primal factible Programa primat infactible

Programa dual factible Ambas soluciones dptimas Programa dual ne acotado

existen y son iguales

Programa dual infactible Brograma primal no acotado Ambos no tienen solucidn

Teorema de la hoigura complementaria

A) Este teorema fija las condiciones "necesarias y suficientes” para que dos
soluciones X ¢ Y sean 6ptimas, respectivamente, de (PP y (Dy).

B) En segundo Iugar, permite establecer unas relaciones entre las variables
primales, duales y las de holgura, en el 6ptimo, de relevantes implicaciones
£Consmicas.

* Al hacer extensivo el teorema de la dualidad al caso del Dual Asimétrico, siguiendo €] mismo desa-
rrollo que hacemos con el simétrico, no podremos demostrar que C;B '> {} pero, teniendo en cuenta que en
este case ¥ es libre en signo, es condicién suficiente para ser solucidn del problema que A =CB'2C.
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Podemos enunciarlo del siguiente modo:

Sean:
(P)—— Max. 2= CX
AX £ b
x>0

(D) ——— Min. G=b" ¥
ATy
¥ 2 0;5i X% ¢ ¥ son soluciones, respectivamente,

la condicién necesaria y suficiente para que sean dptimas es:

YT (h-AXN =0
XGT(ATYO_C!'):DA

DEMOSTRACION
Al ser Y% e ¥? soluciones de (P)) y (D), se cumple:

AX°<h ; X290
A>T Y20 o0 bien:
b-4X°20
ATY -CT20
y si multiplicamos la primera por ¥ " y la segunda por X ", no se afecta ¢l sen-
tido de la desigualdad:
M=Y"(H-4¥N=20
N=XTU"y'-C"yzo0
M+N=YT (b AXN+ X7 (4" Y -C")20
= FTh- ¥ AXC+ X" ATF XY P20 (los
términos 2 v 3 son iguales)
M+N=Y" p- X7 C"=p"7Y"-CX*20
* En ¢l caso de un problema dual simétrico, el erunciado seria:

YA - D) =0 X' (C" A" X") =0
y su demostracion similar a la que hacemos pary el primer caso.
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Sabemos que Z = CX O.pTy 0= G, y como se demostro en el teorema
anterior: G=Z en el dptimo, tenemos que:

M+N=p¥Y"-Cx"=0

Como hemos partido del supuesto M = y N <0, necesariamente sucederd
que:
M=Y"(b-4X% =0
N=XT(A"Y'-CT"y=0 cqd
Este teorema, denominado "de la holgura complementaria”, tiene un rele-

vante significado econdémico, que més adelante analizaremos. Sus implicacio-
nes mmmediatas son:

Y=o implica 4X°=4
2YAX° <b  implica Y°=0
NX>0 imptica A" ¥* =7
44" ¥ > C" implica X°=0

Otra forma de expresar estas conclusiones es la signiente:

X0, ¥h=0,X°,Y%=0 ... ...
YO XS =0 sV XY =0 L

es decir:

"Cuando en un 6ptimo una variable de holgura del primal (dual) alcance un
valor positivo, Ia variable dual (primal) correspondiente a la restriccién a que
pertenezca aquélia serd igual a cero". O también, "cuando en un éptimo una
variable del primal (dual) alcance un valor positivo, 1a variable de holgura dual
(primal) que pertenece a la restriccién asociada a aquélla tomara el valor
cero".

A pesar de la gran importancia econdémica de este teorema, es verdadera-
mente "infrecuente”, por parte de los tratadistas, reparar en que tal como se ha
demostrado y enunciado resulta incompleto, hasta el punto de dar pie para
cuestionar practicamente todo su valor.
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El que un producto de dos factores no negativos sea cero implica, sin lugar
a dudas, que si uno es positive el otro es cero, pero no gueda excluida la posi-
bilidad de que ambos sean cero. En este caso, el contenido explicativo del teo-
rema se disiparia, lo mismo que buena parte de sus implicaciones econ6-
micas, St queremos recuperar su valor pleno, tendremos que demostrar que
tal posibilidad no es posible, es decir:

(b-4XH+Y"20
(ATY“—CT)+X°20

DEMOSTRACION

Sea el siguiente sistema de desigualdades:

h-AX20
A" Y-C"20
Ybh+CX20

las dos primeras corresponden a las restricciones (P} y (D), Médx. y Min.,
respectivamente, y la tercera, seglin ya conocemos, se da en el caso inverso
(Min. y Miéx.).

Si multiplicamos en las dos primeras a (b) y (ch) por una vaniable (1), las
desigualdades siguen cumpliéndose con tal gue esta Gltima alcance el valor
adecuado; es decir:

th-AX =20

AT Y-l CT 20

b+ CXz20,slendo P20, X20,620
sistema que también puede expresarse asi:

0 -4 b Y
A7 0 -CTl {X] =0
T C0 t

La matriz de coeficientes es "antisimétrica"’, o sea; M = MmT y, partiendo
de un Lema de "Minkowsky y Fargas", se llega a un teorema matemdtico cuyo
enunciado es: "Dadas las desigualdades AX = 0, X €0, donde A es una matriz
antisimétrica (-A = A1), hay una solucion X que cumple:

AX+X>0 "
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que, aplicado al caso que nos ocupa, resulta:

0 -4 b Y Y
AT 0 -CT X._ + )? >0
5T C 0 7 i
es decir:
AX ~th+ ¥>0

ATY-CTt+X>0
BTY+CX+1>0

puede suceder que r 2 0, 0, ¢ = 0, supongamos que se da lo primero. Si dividimos por

(f) cada inecuacion, el sistema sigue cumpliéndose:

+5+ 2

~A

R

CT+2.>0
!

ar.
t

b7 ki
!

y haciendo E =X’ ; X =Y, Loy {las tres mayores que cero), el sistema inicial
I t t
quedaria:
b-AX" =0
ATYT-CT 20

HTYTHCX 20

Las dos primeras inecuaciones del sistema corresponden a las respectivas

testricciones (P)) y (D)) (Méx., Min.) y la tercera es tipica cuando el primal es Minimo
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y el dual Maximo, por lo que para darse las tres simultineamente esta Ultima se

veriftcard como igualdad, to que solo sucede en el éptimo. Asi pues:

X =Xx°
¥y =v°
y si tal conclusion la llevamos a (*) de la pagina anterior, sustituyendo /_Y por X%y
!

por ¥ liegamos a:

Y

(b-AXD+¥">0

(AT};O_CI')+X0>0
quedando asi demostrado el Teorema de la holgura complementaria en los dos
sentidos, o sea: "... y cuando la variable de holgura del primal (dual) es cero,
la correspondiente variable dual (primal) es positiva, etc.".

RELACIONES QUE EXISTEN EN LA SOLUCION OPTIMA ENTRE LAS
VARIABLES DEL DUAL (PRIMAL) Y LOS VALORES DE LOS
RENDIMIENTOS DIRECTOS Y MARGINALES DEL PRIMAL (DUAL)

Definicidn; Llamaremos variables duales estructurales a las generadas
directamente por las restricciones del primal, es decir:

y variables de holgura duales a las:

}/m-'- 1 ’ Y

"

Wh e ¥

nrerr

y, oportunamente, podremos decir lo mismo de las variables del primal.
Con anterioridad hemoes demostrado que en el 6ptimo se cumple que:

Méx. Z=Min. G=(, X°=4"¥°



La dualidad en la Programaciin Lineal 223

y como X = B " b, sustituyendo,

CoB B=b"Y =F"h
CB =y

sabemos que:

C,B 4 :1) =[COB T C,B "} =72z, 5,

- -
C,B =z ,2,.

e
=2 nem

Estamos, pues, en condiciones de hacer el siguiente enunciado:

1) "Si el primal es un mAximo candnico {problema simétrico), las variables
duales estructurales son iguales en valor a los rendimientos indirectos de las
variables de holgura (o de otras con vectores unitarios, si las hubiere). Y si el
primal es un minimo (igualmente en el caso simétrico), 1as respectivas varia-
bles duales estructurales son iguales a los rendimientos indirectos de las varia-
bies de holgura del primal cambiados de signo, con la excepcion de ser del
mismo signo las correspondientes con posibles variables primales unitarias y
positivas”.

Asi pues:

Yi=2Zpey s Yp=2p02 5 oot s Yo = Znam
Por otra parte, si el primal es:
Mix. 2 = CX

AX<bh
Xz0

* Esta segunda parte del enunciado no ha side demostrada, pero resulta evidente al tener en cuenta que
las variables de holgura del minimo considerado se corresponden con vectores unitarios negativos.
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su dual desarrollado serd:

an ¥iray Y+ ova, Y,

al'_’ Yl * a22 YL’ tooF am? Yw
r

a]n}l +a’2n }/2 SRR +aum m

también puede expresarse de la forma:

gy Gy a, -1 0
aIE a22 il 0 - 1
alr: a'!n amn

o lo que es igual:

y operando:

Manuel Gémez Diuz

-Y

m+|

-Y

742

L

m+1

mEn

mtn
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y como sabemos que en el 6ptimo vl = CoB -

C,B'4-Y,=C
C,B'4-C=Y,

por lo tanto:

Yo =-Wi 5 Y=y s oo i V=W,

lo que permite hacer el siguiente enunciado:

2) "En el 6ptimo, si el primal es un méximo candnico (simét.) las variables
de holgura del dual toman el valor de los rendimientos marginales —cambia-
dos de signo— de las variables estructurales del primal. Y si en el mismo caso
simétrico, el primal es un minimo, las variables de holgura del dual tomarin
el valor de los mismos rendimientos del primal, pero con su signo™.

El caso de duales asimétricos

Sea el primal:

Max. Z2 = CX
AX =b
X=<0 su dual serd: Min. G=53"Y
ATyYs T
¥: libre en signo
Mix. Z = CX
AX=b
X 0 su dual serd&:Min. G=5bT Y
ATy T

® Esta scgunda parte es evidente si t enemos en cuenta que, en tal caso, el dual serd un méximo y las
variables de holgura positivas.
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Las restricciones del dual pueden expresarse:

2
a, a, a, 1 .. . . 0
a, a, a., | R 0

Ll

m+]
a, a, 1

neen

0 bien:
via+yl,=C
y teniendo en cuenta que en ef dptimo

CoX°=p" Y0
CoB'bh=YTh
C, B =77

sustituimos ¥ ' por su valor:
C,B'4a+Y',=C

0 sea:

Y, =C-CB'4=W

es decir, en el dptima:

a1 mta

=W, ;Yo =W,; ... .. ¥ =W



La dualidad en la Programacion Lineal 227

Si el primal es:

Max. Z = CX
AX = b
X=0 el dual serd: Min. G=54"Y

rineyal

¥: no restringida

y como las variables de holgura tienen, en este caso, vectores unitarios nega-
tivos, siguiendo el anterior desarrollo obtenemos:

Y, =C,BA-C=-W
es decir;

Y;+1 = _WI N Y'*Z = _ ’2 T Kn+n = _pV"

» L

Finalmente, en los problemas asimétricos, tanto si el primal es un minimo
cOmo si es un mAximo, no existen variables de holgura primales (X, | :
X2 s+ o3 Xypan)» o1 Lo que no tiene sentido hablar de rendimientos indi-
rectos ni marginales de las mismas. Consecuentemente, los valores de las
variables duales estructurales no podrin relacionarse con los rendimientos de
aguéllas como hemos hecho en (1), podremos, sin embargo, relacionarlos con
tales rendimientos correspondientes a posibles variables estructurales del pri-

mal que tuviesen asociados vectores unttarios en la matriz A.

(En el andlisis de la significacién econémica de la "Dualidad" volveremos
sobre estos detalles).
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