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El planteamientode un problematípico de maximizaciónen la Programa-

ción Lineal puedeserel siguiente:

Maximizar: Z=c1 x, •c2x2 + ...~cx

sujeto a

x1 s-a,,x+ +0 x<b

—nn 2

x,=O;x2=O x=O

Si formamoslas matrices:
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(ni x ti) (nix 1)

xI
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e,... e~j

(1 xn)

a~x1 + a12x,~...~a; ~

podemosexpresarel problemaasí:

o
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0=

o

(nx 1)
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Máx. Z=CX

AX=b

X=O (Se dice forma abreviada,matricial o canónica)

Pararesolverun problemade PL. por el método Simplex, habremosde
convertir previamenteen igualdadestodas las desigualdades(inecuaciones
existentes)utilizando el conocidoprocedimientode las variablesde holgura:

. . . s-a x +x

a,¡xí+%x2+. . .+tii2X .* x,,,,

aíxí+aaxz+ .. . +a~¡tnxn .

matricíalmentese expresa:

[A fl

siendo:

1 matriz identidad(¡u x u)
matrizde las variablesde holguía (ni x 1)

En el casoen quelas desigualdadestuviesensentidoinverso(=),la matriz
de la izquierdasería:LA..-fl y paraobtenerunaprimerasoluciónbásicaseuti-
lizarían variablesartificiales.

NaTACiÓNMATR1CL4LDE JA SOLUCIÓN DE UN PROBLEMA
LINEAL

Supondremosque los m primerosvectoresde la matriz A (columnas)for-
manun programabasey la soluciónes óptima.
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Hacemoslas siguientesparticionesen las matrices:

al’

21

a1

a,2 ... a,, ¡

a2 ... a

a

a,,,

a,,,

£12

a

C = [C,, i C~] = [c~e2 ... o,,, c,,,,~... e,,]

segúnnuestroanteriorsupuesto,la soluciónóptimaes:

Z=CX=[C,, C,jx
[xl

AX=b = [3 /V] x [+1
=c x +c xst

= EX,, + B/~ ; y como X,,

tenemos:

z=c x
4,,

EX = b1,

JA DUALIDAD

“A todo problemalineal, llamadoprimal, le correspondeotro quedenomi-
namosdual.Entreambosexistenunaseriede relacionesy propiedadesimpor-
tantes”.

programaprimal

(D1) programadual

o

np”

on,,n
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Paraun análisissistemáticode la dualidaddividiremossu estudioen cinco
partesperfectamentediferenciadas:

1) PLANTEAMIENTO
2) RELACIONES ENTRE PRIMAL Y DUAL (Teoremas)
3) RESOLUCIÓN DEL DUAL
4) SIGNIFICACIÓN ECONÓMICA DEL DUAL.
5) PRINCIPALESAPLICACIONESEN ECONOMíA

PJANTEAMIENTO DEL PROGRAMA DUAL

Podemosenunciarlas siguientesrelacionesentreun problemaprimal (P1)
y su dual

a) El dual tiene tantasrestriccionescomo variablesexistenen el primal.
b) El dual tienetantasvariablescomorestriccIonesexistenen el primal.
e) Los coeficientesde la función objetivo del programaprimal son lostér-

minos independientes(con su signo)de las restriccionesdel dual.
d) Los términos independientesde las restriccionesdel programaprimal

(con su signo),son los coeficientesde la función objetivo del programa
dual.

e) La matriz de coeficientesde las restriccionesdel programaduales igual
a la traspuestade la matriz de coeficientesde las restriccionesdel pri-
mal.

f) A un programaprimal de maximización,le correspondeun dual de mini-
mizacióny viceversa.

g) El dual de un dual es su primal.
h) El sentidode la desigualdado la igualdadde las restriccionesdel dual es

dependientede la ampliacasuísticaquepuedehaberen la presentación
del primal. Lo mismo puededecirsedel signode las variablesduales.

A continuaciónabordaremoseste problemay se extraeránlas reglas de
general aplicaciónpara plantearcorrectamenteel dual, seacual fuere la pre-
sentacióndel primal; peroantesharemosun breve recordatoriomatemático
que creemosde interés.

MaximizarZequivalea minimizar -z y minimizar Zequivalea maximi-
zar -Z.

EJEMPLOS:

1) Máx. Z 3x, + 5x, + 6x,

equivalea:

Mín.-Z=-3x1-5x,-6x3
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2) Mm. Z = + 3x, +

equivalea:

Máx.-Z=-2x-3x.,-x3

Porotra parte:

AX=b equivalea -AX=-b

AX =fi equivalea -¡LV =-b

AX= b equivalea: AX=b

AX =b

Definimos comoestmcturacanónicaen laprogramación
mosproblemaprimal (P1) ala siguiente:

lineal y le llama-

Máx. Z = CX

lix =b

X=O

Existe otra estructura,asociadaa la
(13,) y tienela siguienteforma:

anterior,que llamamosproblemadual

Mm. G = br y

A
t Y=Cr

Y=O

Algunos autoresdenominana las anterioresformas ‘problemas duales
simétricos”,en contraposiciónconlos “asimétricos”o aquellosen quelas res-
triccionesaparecenconel signoigual, es decir: AX b.

ELEMENTOS DEL PROBLEMA DUAL

Y Vectorcolumnade VARIABLESDUALES, (m — 1)
CT Vectorcolumnade RECURSOSDUALES,(n — 1)
bT Vector fila de PRECIOSO RENDIMIENTOSDUALES (1 - ni)

A1 Matriz traspuesta.COEFICIENTESTECNOLÓGICOSDUALES(n x ni)
O Escalar.VALORDE LA FUNCION OBJETIVODUAL

—l
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El problemaprimalpuedepresentarsecomomáximoo comomínimo y tan-
to lasrestriccionescomolas variablescon distintossignos;comoquieraque
el duales unaaplicacióndel primal, segúnse presenteésteasí resultaráaquél.

Si partimosde un primal en formaabreviada,al considerarmáximo y míni-
mo, así como losdiferentessignosde variablesy restricciones,llegaremosa
1 8 formasdiferentes:

Máx.Z=CX ÁX~b X~0

AX~ b X no restringidaen signo

Mín.Z=CX AX~-b X~=O
(2) (3) (3)

2 x 3 x 3 = 18 combinacionesdiferentes

Si, además,tenemosen cuentaquedentrodel bloqueAXpuedehabercual-
quier númerode ecuacionesy de inecuacionesen ambossentidosy quecada
unadelas variablesx~, independientementede las otras,puedetomarlos valo-
res =(1; ~ =O, o serno restringidaen signo,el problemaresultamáscom-
plejo.

Trataremos,pues,de establecerunametodologíabásicaparallegaren cual-
quier caso,de forma inequívoca,al planteamientodel dualy, al tiempo,dedu-
cir unas reglas generales,de obligado cumplimiento,para alcanzardirecta-
menteel mismoobjetivo.

Hemos definidoanteriormenteel problemadual como una aplicacióndel
primal en su formacanónica,esdecir:

(Pa): Máx. Z — CX (D,): Mm. G b’ Y

AX=b ,4’Y=C1

X=O Y=O

por lo tanto, cualquieraque seala forma en quese presenteel primal habre-
mos de transformarlo‘correctamente’en otro equivalentequetengala forma
canónica.Luego, la aplicacióncorrespondientenos llevará sin dificultad al
dual.

Paraconseguirlo primeroutilizaremoslas propiedadesmatemáticasrecor-
dadasanteriormentey, cuandoseanecesario,tambiénrecurriremosa cambios
de variables.
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DIVERSASFORMASDEL PRIMAL-DUAL

CasosdeMáximo

1) (P1): Máx.ZCX

LV =b

X=O (D1): Mm. O = br Y

AT Y=U

Y=O

2) (P1): Máx. Z CX

AX=b

x =o

Forma canónica:

Máx. 7= CX

-AX=-b

X=O (D1): Mm. O = -b
T W

~Ar W> CT

W=O

y haciendoY = - W

Min~ O = bT Y

A’ Y=CF

Y=O

3) (P
1): Máx. 7 = CX

¡LX = b

X=O

1 —
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Formacanoníca:

Máx. Z = CX
AX=b
AX=b
X=O

Máx. 7 CX;
AX=b
—AX=-b
X=O

Máx. 7= CX[+]~
X=O

(Di): Mm. G = [b ~ -br] _

[Ar Ar} [W] =C’

W=O V>O

Mm. O = bT W - br y

Ar W - Ar V> CT

¡‘>0 vsi hacemosY”~

Mm. O = br y

Ar Y=U

Y: no restringidaensigno,

dependedelosvaloresde 11

4) (Pr): Máx.Z = CX

lix =b

X=O

Forma canónica:
X=-R

MáX.Z=-CR

-AR =b

R=O (D
1): Mm. O = br Y

~Ar Y=~Cr

Y=O

ó bien:
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Mm. G = br Y

ArY=CT

Y=O

5) (Pr): Máx.Z = CX

¡LX=b

X=O

Formacanónica:

X= -R

Máx.Z=-CR

-AR=b

R=0

Mix. Z = -CR

Al? =-b

(D1): Miii. O = ~brW

Ar w> ~Cr

W=O

haciendo-Y = W

Mm. O = b’ Y

~Ar Y> ~Cr

A’ Y=Cr

y~O

R=O
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6) (P1): Mix. Z = CX

AX = b

X=o
Formacanónica:

Máx. 7 = CX

AX=b

AX>b -AX=-b

X=O
HaciendoX = -R

Máx.Z=-CR

-Al? =b

Al? =-b

l?=O

(Di): Mm. G = Lb r brjIWI.~brwbrv

[-A
TA _ -C It -A rW+A rí,>~c

I~>0

Mm. G = br (PV - V)

A’ (V-W) > -c~ ; A~ (PV-U) =Cr

W=0;V=O

y haciendo Y = PV - Y

Mía. G br Y

Arr =U
no restringidaen signo
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7) (P1): Máx. 7 = CX

lix =b

~sorestringidaen signo

Forma canónica:

x=x’-r’; X’ =0;X’ =0

Mix. 7 = C (X’ - X’)

A (X’- X’) =b

X’ =O ; X” =O

Mix. z=[C -C1[f~

(A -AII[fj=b

X’=0‘

(D1): Mm. O = br PV

[iA] [w]= [
W=0

Mm. O = h
T PV

[iAVr]=[§jj ;A rw0

PV=O

Mm. O = br PV

ArW= CF

¡1/=0
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Máx. Z CX

lix =b

X no restringidaen signo

Formacanoníca:

X=X.-X,-.X’>O x.’>O

Máx.Z=C(X’-X”)

X’=0 X”>O

Máx. Z=[C —C} [f’~]
[-A A] [f’j~-b

(Da): Mm. G -U PV

[w]=[~iir]

w=o

Mm. O = -U w

[-A rwl = [Cj

LA rwJ L<’i
W=O

y haciendo PV = - Y

Mm. O = bt Y

FA
[-A FYJ

Y=O
ó bien:

=

Mm. O = b’ Y

Ar Y

Y=O
= Cr

8) (P
1):
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9) (P,): Máx. 7 = CX

¡IX = b

X no restringidaen signo

Formacanónica:

x=r-r’; x’ >0 X”>O

Máx.Z=C(X’-X’

A(X~X”)=b

21>0 o bien: Máx.7=C(X’-X’)

X’=0, 21” =0

Máx. 7 = [C -Cl [f~

21>0

(D): Mm. G =[b T ~bT] [PV]

¡7=0, 7=0

Min.G=bFW~b~ 7= b~(W-V)

Arw~Ar 7> Cr

~AT¡7 + Ar 7=~Cr

Mm. G = br (¡7- 7)

AT(W- Pfl =Cr

AT(W~ v)=~Cr

¡7=0;7=0,y haciendoY=¡V-7
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Mm. O = bt >7

A’ Y=CT

A~ Y=Cr
no restringidaen signo

O lo quees lo mismo:

Mm. O = br Y

¡IT Y=C’

no restringidaen signo

CasosdeMínimo

1) (P1): Min.Z=CX

¡IX =b

X =O

Forma canónica:

Mix. -Z=-CX

¡IX s b

X=O (D1): Mm. -G = br PV
AY ¡7 =~U

¡7=0

y haciendo¡7 = - Y

Mm. ~G=~bry

~¡Ií Y> -U

Y=O; o lo quees lo mismo:

Mix. O = br y

¡IT Y=Cr

Y=O
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X=O (Dr): Máx. G br y

AT =CF

Y=O

3) (Pi): Mm. 7 = CX

AX = b

X=O

Formacanónica:

Mix. -Z=-CX

¡IX =b

¡IX =b

X=O

Mix. -7=

¡IX =b

-¡IX =-b

21=0

es decir:

-CX

Máx.-7=-CX

[IÁ]rr]=[t]

X=O

2) (Pi): Mm. 7 = CX

AX =b
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Mio. —G =[b ~ —b 1[’¡.?j=b ‘(W-J’3

¡7>0 7>0

Mm. -G = b’ (¡7- ¡9

AuW~ATV>~CT;Ar(W~ P9>-CT

¡7>0 V>0

y haciendo 7- ¡7 = Y

Mm. -G = -bT y

~¡IT 7> ~Cr
y~ no restringidaen signo

6 bien:

Mix. G = br >

AT 7=C’

Y: no restringidaen signo

) (P
1): Mm. 7 CX

¡LX =b

27=0
Forma canónica:

hacemosX’-R

Mm. 7 - -CI?

-Al? =b

R=0

Mix. -7=CR

-AR=b

R=O
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(03: Mm. G = br ¡7

-At PV> C’

¡7=0
y haciendoY = -PV

Mín.-G-b’Y
¡IT Y=U

Y=0, o lo que es lo mismo:

Mix. O = b’ Y
¡It Y=CF

Y=O

5) (P
1): Mm. 7 CX

¡IX =b

X=O
Formacanónica:

hacemosX = -2?

Mm. 7 = -CI?

-¡IR =b

R=0

Mix. -z = CI?

Al? =-b

I?=0 (Di): Mm. o = -h’ Y

AY=C
T

Y=~; o lo que es lo mismo:

Mix. O = bt y
¡Ir 7=C’

Y=O
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6) (P,): Mm. 7 = CX

¡IX b

X= O
Formacanónica:

hacemosX = -R

Mm. 7 = -CI?

-AB = b

I?=O

Máx. -z = CI?

-¡IR =b

AB =-b

R=0

ó sea:

Mix. -Z = CI?

I?=O

(D
1) : Mio. —G = [b —b iKl b ‘U

[—.1’ .á 1 [~j=[C r]

¡7=0 V>O

es decir:

Mío. -G = b’jW- U)

~¡Ií (PV - ¡9> Cr

¡7>0 V=O

y haciendoY= -(¡7 - U)
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Mm. -G -bT >1

AT Y=CT

Y no restringidaen signo

O lo quees lo mismo:

Máx. G b’ y’

Ar Y=U

no restringidaen signo

7) (Pi): Mm. Z = CX

¡IX =b

X no restringidaen signo

Formacanónica:

XX’-X’j X’>0 X”=0

Mín.ZC(X’-X”)

A (X’-X’ ) =b 27’> 0;

Mm. z=[z -c}[f1
[A —A] kYil=[b]
X=0 X’VO

Mix. -z -[o -o] [fI
[A -A] [fj=[&
21=0:X”=0
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Mm. ~GtbTW

r¡IT1 {w]=[j1i]

W=O

o sea:

Ps-Fn. ~~C=bTW

FA’ PV 1>F<’i ;A rwc
L-A’wYLC’i

W=O

y haciendoel cambio Y = -¡7

Min.-G = - br Y

.jTy> ~Cr

1Ty< Cc

Y=O o lo que es le mismo

Mix. O = bT y

AT Y=CF

¡It Y=C’

Y=O, queequivalea:

Máx. O b y

~1F

Y=O
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8) (P1): Mm. Z = CX

¡IX =b

21 no restringidaen signo

Forma canónica:

X21’-X”; 21’ =0.21”=0

Mín.Z=C(X’-21’j

X’=O; X”=0

Mix. -Z=-C(X’-Xfl

-A(X’-X”) S-b

21’> 0 21”> 0

Mix. -Z = [-C C] [Íj

[—A A] [f4=[-bl

21>0 ;

Mm. -G = ~bFY

[~;]w=
Y=0

Mm. -G = -b ~Y

=

Y=O

o lo quees lo mismo:
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Máx. G = br JI

¡Ity~ Cr

¡IT y’~

Y=O

o sea:

Mix. G = b’ JI

¡It Y=CF

Y=O

9) (J-’~): Mm. 7 = CX

¡IX = b

21 no restringidaen signo

X=X’-X”; X’=O. X”=O

Mín.7C(X’-X”)

X’>0 X’=0
o bien:

Mix. -Z=-C(21’-X”)

21’> 0 ‘ X” =O
o en forma matricial:

Mix.

X’=O;
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Mm. —G = [b T —b

[¡~j=[-g;]
¡7=0; V=O

Mm. ~G=br W~brV bT(W-

AT W~ArV>~Cr

~ATPVA~ATV=Cr

¡7=0;V=0

Mm. ~Gbr(W~¡9

AT (¡7- ¡9 >

At (¡1/- ¡9 < -U

y haciendoV - W = Y

Mmn.~G~bTY

~Ar y>CI.Ary>Cr
¡It Y<~CrAtY>Ct

no restringidaen signo

o lo que es lo mismo:

Mix. G = b’ Y

Ar yc~
no restringidaen signo
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CONCLUSIONES

Podemosrepresentarasí las distintas solucionesanteriores:

CASOSDE MAÁ7MO

Signosprimal Signosdual

-- -

=0

‘/: >-‘‘ <0

V.: =•‘ — — Norestr.

=0

~/.: = - - =0

Rs” ..-.

V.: < — No restr.

V.: No resto > O

1?.:> - --

V.: No restr. =0

Rs”

V.: No resto No restr.

CASOSDE MINIMO

Signosprimal Signosdual

~=0

=0

y.: =— - — No restr.

=0

Rs>’

=0

V.: < — No resir.

- --

V:Norestr. =0

V.: No restr. =~O

V.: No resto No restr.

Claves:

R. (restricciones)
V. (variables)

No resto (no restricciónen signo)

>< Mismo sentido

O,stintosentido No restr. No restr.
~y<

Distinto sentido

Mismo sentido
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REGJASOBTENIDAS

3) Cadarestricciónprimal da lugar a una variabledual,por lo quehabrá
tantasvariablesdualescomorestriccionesprimales.

Y) Cadavariableprimal da lugar a una restriccióndual, por lo que habrá
tantasrestriccionesdualescomovariablesprimales.

3~) A la función objetivo primal Mdx. Z, se correspondeunafunciónobje-
tivo dualMhz. G y acadafunción objetivo primal Mía. X, se correspondeuna
dualMdx. (3. (Añadimosque los signosdelos coeficientesde las respectivas
variablesdualesseránlos de los “oportunos” vectoresdel primal, con inde-
pendenciade queen el óptimo dichasvariablesdebantomarvaloresmayores
quecero, menoresqueceroo serlibres en signo)’.

4~) Casosen queelprimal es un máximo:
a) Cadarestriccióndel primal determinaunavariabledualde signo(senti-

do) contrarioal suyo, y si aquéllaes igualdad,la variable dualresultan-
tees no restringidaen signo(libre).

Restr.(P,) = variab. (Da) =0

Restr.(P,) =—~ variab. (D,) =O

Restr. (Pi) igualdad—‘ variab. (D,) no restringidaen signo

b) Cada variable primal determinauna restricción dual del mismo signo
(sentido)y si aquéllaes no restringidaen signo,la restriccióndualresul-
tantees unaigualdad.

Variab. (Pa) =O — restr. (13,) =

Variab. (P1) =O —~ restr. (Da) =

Variab. (Pi) no restr. —~ restr. igualdad

5a)cNasosen queelprimal es un máximo:

a)Cadarestriccióndel primal determinaunavariabledual del mismosig-
no (sentido), y si aquéllaes unaigualdad, la variabledual resultantees
no restringidaen signo(libre).

La forma ‘SIMÉTRICA’ de la dualidadesla qucseobtienea partirde un programaprimal en su for-
macanónca.

Algunos autoresen los desarrollosquehemoshechoanteriormenteno hacenel cambiode variable,por
e¡emplo W = -Y, para quelaformulación dcl programasoluciónquedeconsignospositivos.En tal casola
vadablequepara nosotros apareceal tina>como“menorquecero”, segúnellos aparecerácomo ‘mayor quc
cero” y susrespectivoscoeficicntcsen lafunción objetivo y en lamatrizA iránprcecdidosdcl signomenos.
Volveremosa referirnosa ello conmayorextensión.
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Restr. (P1) =— variab. (Di) =O

Restr. (P1) =—---* variab. (O~) =O

Restr. (P1) igualdad—. variab. (Da) no restringidaen signo

b) Cadavariableprimal deteríninauna restriccióndual de signo (sentido)
contrario, y si aquéllaes no restringida en signo, la restricción dual
correspondientees unaigualdad.

Variab. (P1) =O — restr. (Di) >

Variab. (E) =O —~ restr. (~) <

Variab. (E1) no restr.— restr. igualdad

Creemosoportunohacerlas siguientesmatizacionespara la correctaapli-
cacióndelas anterioresreglas:

En toda La casuísticatratadahemosconsideradocomode únicanaturaleza
las restriccionesquecomponíanel ‘bloque”:

AX =b

es decir, quetodas teníanigual signo (sentidode la desigualdad,en sucaso);
sín embargo,la realidadpuede—y de hecholo hace—ofrecerpluralidadde
signosen un mismo problema.En tal caso,a cadagrupo“homogéneo”de res-
trícciones(AX =b; AX=b ó AX < b) le aplicaremoslas reglasconocidascon
índependenciadel otro grupo u otros dos,con los queharemoslo mismo.

Demostración:

Máx. 7 = CX

¡I’X= b’

Formacanónica: Mix. Z = CX

=27=b’

X=O -¡I X =-b”

27=0



La dualidadenla ProgramaciónLineal 213

en formamatricial:

Mix. 7= CX

Li
Al
A 121<

A
AJ

X=O

Fbi

¡—b ‘4
Ib ¡
[—b J

Dual: Mía. G =[b’T ~b”T b”’T —b”’i

¡7>0 ¡7>0’ ¡1’ =03,

Min.G ~

~

W~=O:¡7,=0; ¡73=0; ¡74=0

y haciendo:

wI = Y!

w
3-w4=y3

A~ty+ATy,+¡I~~>ty3=Cr

y! =o
Y2 =0

Y3: no restringidaen signo

[PV 1
¡71

31
¡71

=CT

[¡71
‘¡7’
I¡71
1

3l[¡7J
4

¡7 >0
4—
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Resolucióncon la aplicación de las reglas

1) Mix.Z=CX ______• Mm. O br Y

2) Tres restr.primal —* Tresvariablesduales

— Y
3 no restr.

3) Una variab. prim. = O —> Una restr. dual del mismo signo =

que:

Mm. G = U’ Y~ + U’ Y. + b”’ ‘Y3

¡I’Ty +¡I”Ty +¡I’’’Y3=&.

Y! =O

72=0

73: no restringidaen signo

RELACIONES ENTRE PRIMAL YDUAL (Teoremas)

Teoremadela dualidad

“Si un problemaprimal (dual) tiene una soluciónóptimafinita, su corres-
pondientedual (primal) tiene una soluciónóptima finita y los extremosde
talesfuncioneslinealesson iguales”,es decir:

(E,) (~)
Máx.Z = Min.G

Mín.Z = MáX.G

DEMOSTRACIÓN

Definiciones

7 = Vector fila de los rendimientosindirectos:

{Z~Z2
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¡7 = Vector fila de los rendimientosmarginales:

Vector fila ... siendo 21.J el vector columna

Iii
de los coeficientesde la combinaciónlineal equivalentede

11 = Baseóptima del primal [P~P2 P,]

r = Soluciónóptimadel primal

por lo tanto:

P=BX;¡I=BX;X=B14

270 “fi’ b ; b = 11210

f(X’)”Mix. Z=Q21
0

7=QX”C
0B-A

¡7=C-Z=C-C0B<A

y si estamosenel miximo: ¡7=0 ,osea:

¡7 = C - C0 21= C - C011-l A =0

lo queimplica:

21=

C021=C0B’A=C
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Sea Y0 = [Y=) una solución del dual, por lo que: yOT — [yO YO ..~

Definimos Y’ = C
0 E y postmultiplicandopor A:

Y’¡I =C0BIA=C0X=C

por lo que Y’ A =C, o bien A’ Y =U —. primer bloque de restricciones
AM .-i,,.,1 ., ~ = 1’ W

1 ~ ni’ Y > O —~ craíírcln hinmnie de
s.j ‘=ua., y~’.”’I’JA ‘0” ‘““Y”~’t~ -

restriccionesdel dual2,por lo que Y’ es una solucióndel dual.

Valor de la función objetivo dual para la solución Y:

G = bT Y= yT b = C
0 fi> b = C, ~O = Máx. 7

así,pues,para la ecuaciónY’, el valor dela función objetivodual es igual al óptimo

de/primal ().

Por otraparte, ¡IX =b y WY’ b, de donde G =Y’ AX paracualesquiera21 e

y como Y’ A =C, postmultiplicandopor X, tenemosY’ AX=CX=Z (cualquiera),
fIV¾~t(fl

con tu que ~j ct. u •u que ea iu iii¡3’HU,j ~ 7 ~JY’), ~

el valor de la función objetivo dual es siempremayor que el de la función objetivo

primal (**)

De la síntesisde los enunciados(*) y (~“‘), sederivaque de no existirsoluciones

acotadasen un primaly en su dual, los valoresque toma la función objetivo de cada

uno en los óptimos,son las mismas.

2 C~, 8 esel vectorde los rendimientosindirectosde lasvariablesunitarias (generalmentedeholgu-

ra> enunasoluciónóptimadeun máximo,endondetodos tos rendimientosmarginalesson nulos o nega-
tivos, por lo queesténo no en la base,dichasvariablestendránrendimienlosindirectosno negativos.
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Tendremos,no obstante,quehacerunamatización.Nuestroanteriordesa-
rrollo se ha basadoen tomar el primal como un problemade máximo; sin
embargo,si lo tomamoscomo un mínimo, los enunciados(*) y (**) han de
invertirsepero,lógicamente,la intersecciónde amboslleva a la mismasínte-
515~.

b r y0

c, 270

(1’)--- Mix.

4 ~0 210
Yo

1
(P)--- Miii.

Comportamientosposiblesde un par deproblemasPrimal-Dual

Programa dual factible Ambas solucionesóptimas Programa dual no acotado

Programa dual infactible Programa primal no acotado Ambosno tienensolución

Teoremade la holgura complementaria

A) Esteteoremafija las condiciones‘necesariasy suficientes”paraquedos
solucionesX eYseanóptimas,respectivamente,dc (P

1) y (D1).
B) En segundolugar, permiteestablecerunasrelacionesentrelas variables

primales,dualesy las de holgura, en el óptimo, de relevantesimplicaciones
economicas.

‘At hacerextensivoel teoremadela dualidadal casodel Dual Asimétrico, siguiendoel mismodesa-
rrollo quehacemosconel simétrico,no podremosdemostrarqueC<~B =0pero,teniendoencuentaque en

eslecaso Y eslibreen signo, e,s condiciónsuficienteparasersolucióndel problemaque Y’ A = C0B ‘=C.
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Podemosenunciarlodel siguientemodo:

Sean:
(P,) Máx. 7 CX

¡IX =b

27=0

(Da) —~ Mm. G =‘ b’ Y
¡ItJI=C’

JI> O si ~0 e Y0 sonsoluciones,respectivamente,

la condiciónnecesariay suficiente paraque seanóptimases:

Y>t (b - ¡IX>) O

2701 (¡Ir Yo - C) o>

DEMOSTK-lCIÓN

Al ser270 e Y0 solucionesde (E>) y (13,), se cumple:

AX0=b ; 21=0
ATY0>C’ Y>0obien:

b - ¡I)<0> Q

A~ Y0 - C’> O

y si multiplicamosla primerapor Y y la segundapor X ~‘, no seafectael sen-
tido de la desigualdad:

II = Y>’ (b - ¡LV) > O

N”
270t (A’ Y> - C’) =O

M + N Y
0’ (1> - .4270) ~~0T (¡IT Y> - U) > O

~~Yotb~Y~ A
220+xot ¡IT yO 2707 (“=0 (los

términos2 y 3 son iguales)

MI-N= y
07 ~-x~’ cí=brYo~cV>o

En el casode un problemadualsimétrico,el enunciadosería:
V <AY - 1,) = O, K’ <C’½Xl = O
y su demostraciónsimilar ala que hacemosparael primer caso.
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Sabemosque7 — CX ~ ; J Y0 — (3, y como se demostróen el teorema
anterior:(3=7en el óptimo, tenemosque:

Al + N = br r - GV = o

Como hemospartidodel supuestoM =y N=0, necesariamentesucederá

que:

Ma Y0T(b ¡I270) =0

- U) O c.q.d.

Esteteorema,denominado‘de la holguracomplementaria”,tiene un rele-
vantesignificadoeconómico,quemásadelanteanalizaremos.Susimplicacio-
nesinmediatasson:

1) Y0>O implica A210=b

2)AXO <b implica Y0 = O

3)X0>0 implica A’ Y0 = U
4) ¡It }~0> C’ implica 270 = O

Otra formade expresarestasconclusioneses ¡a siguiente:

~ Y0
1 =0 ;~,,±2 Y%0 ;

Y%±~ = O ; Y
0+

221% = O ;

esdecir:

“Cuandoen un óptimo unavariabledeholguradel primal (dual)alcanceun
valor positivo, la variabledual (primal) correspondientea la restricciónaque
pertenezcaaquéllaseráigual a cero”. O también, “cuandoen un óptimo una
variabledel primal (dual)alcanceun valorpositivo,la variabledeholguradual
(primal) que pertenecea la restricción asociadaa aquélla tomaráel valor
cero

A pesarde la gran importanciaeconómicade este teorema,es verdadera-
mente“infrecuente’,por partedelos tratadistas,repararenquetal comoseha
demostradoy enunciadoresulta incompleto,hastael punto de dar pie para
cuestionarprácticamentetodo su valor
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El queun producto de dosfactores no negativosseacero implica, sin lugar
a dudas, que si uno es positivo el otro es cero, pero no queda excluida la posi-
bilidad de que ambos sean cero. En este caso, el contenidoexplicativodel teo-
remasedisiparía,lo mismo que buenapartede susimplicaciones econó-
micas,Si queremosrecuperarsu valor pleno, tendremosque demostrarque
tal posibilidad no es posible,esdecir:

(b - 2qy
0) + Y> =O

(A’ Y> - U) -i- 210=0

DEMOSTRACIÓN

Seael siguientesistemade desigualdades:

b - ¡IX =O
¡II Y-CT=O

-Y’ b + Cx =O

las dos primerascorrespondena las restricciones(E
1) y (D1), Máx. y Mm.,

respectivamente,y la tercera,segúnya conocemos,se daen el casoinverso
(Mm. y Máx.).

Si multiplicamosenlas dos primerasa (b) y (CT) porunavariable (t), las
desigualdadessiguen cumpliéndosecon tal queesta última alcanceel valor
adecuado;es decir:

tb - AX=O
¡Ir Y-tC’=O

-Y~b+CX>0 siendo Y>0X=O;t=O
sistemaquetambiénpuedeexpresarseasi:

K; ~A ~[fl
La matriz de coeficienteses “antisimétrica”, o sea:M — MT y, partiendo

de un Lemade “Minkowskyy Fargas”,se llegaa un teoremamatemáticocuyo
enunciadoes: “Dadaslas desigualdadesAX=(1 X < O dondeA es unamatriz
antisimétrica( A — AT), hayunasoluciónX quecumple:

~4X~X>0
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que, aplicadoal casoque nosocupa, resulta:

O
¡I T

-b ‘ 1 -0’] Vi +VI>o
es decir:

-¡IX + tb * Y> O

A ‘Y-C’t>-X>O

-b ‘y~CX~t>O

puedesucederque t> O ó t 0, supongamosque seda

(í) cadainecuación,el sistemasigue cumpliéndose:

lo primero. Si dividimos poz

5T—A — + b + — >0t 1

A _ - C * 1>0

t 1

-b ‘Li ~CX >1>0

y haciendo l=x 1
1 t

= 1 (las tres mayoresque cero). el sistemainicial

quedaría:

b -¡IX =O
¡Ir y’~~r>~

-b’ 1’’ + CX’ =O

Las dos primeras inecuacionesdel sistema correspondena las respectivas

restricciones(Pa) y (13,) (Mix., Mm.) y la terceraes típicacuandoel primal es Mínimo
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y el dual Máximo, por lo que para darse las tres simultáneamenteesta última se

verificará como igualdad,lo que sólo sucedeen el óptimo. Asi pues:

21’ 2=

Y’ = Y
0

y si tal conclusiónla llevamos a 0’) de la páginaanterior, sustituyendo

Y
— por Y ) llegamosa:
1

(b - kV0) + Y0> O

~A’Y0 - C ) + X0> O
quedandoasídemostradoel Teorema de la holgura complementaria en los dos
sentidos,o sea:u... y cuandola variable de holguradel primal (dual)es cero,
la correspondientevariabledual (primal) es positiva,etc.’.

RELACIONES QUE EXISTEN EN LA SOLUCIÓN ÓPTIMA ENTRELAS
VARIABLES DEL DUAL (PRIMAL) YLOS VALORES DE LOS
RENDIMIENTOS DIRECTOS Y MARGINALES DEL PRIMAL (DUAL)

Definición: Llamaremosvariables duales estructuralesa las generadas
directamentepor las restriccionesdel primal, es decir:

y variablesde holguradualesa las:

y, oportunamente,podremosdecir lo mismode las variablesdel primal.

Con anterioridadhemosdemostradoqueen el óptimo se cumpleque:

y
— porXty

5

Más.7= Mm. G ~0 210 = b7 Y0
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y como 21 11 -‘ b, sustituyendo,

C08 b=b’Y’
3=Y9Tb

11% E -l = yOT

sabemosque:

C
0B -JA J}=[COR’ c0n-tj z z :~

2’

=z zn+l n+2 n,,n

Estamos,pues,en condicionesde hacerel siguienteenunciado:

1) “Si el primal es un máximocanónico(problemasimétrico),las variables
dualesestmcturalesson igualesen valor a los rendimientosindirectosdc las
variablesdeholgura(o de otrascon vectoresunitarios,si las hubiere).Y si el
primal es un mínimo (igualmenteenel casosimétrico), lasrespectivasvaria-
bles dualesestructuralessonigualesa losrendimientosindirectosde las varía-
bies de holguradel primal cambiadosde signo, con la excepciónde ser del
mismo signolas correspondientescon posiblesvariablesprimalesunitariasy
positivas”.

Así pues:

Y1 =Zn+l Y2=Zn+2 ‘ Yjj<Z,p~q~j

Porotra parte, si el primal es:

Máx. 7 = CX

¡IX =b

21=0

zn+,fl]

Estasegundapartedelenunciadono ha sido demostrada,peroresultaevidenteal tenerencuentaque
lasvariablesdeholguradel mínimoconsideradosecorrespondenconvectoresunitariosnegativos.
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su dual desarrolladoserá:

a~, Y+a Y~ •a Y-Y1 21 2 ‘

a~ 1<-a
22 Y,+. . . ka,», Y

tambiénpuedeexpresarsede la forma:

a>,

a,,

a>,

a,>

a,2

a, ... a

a —I 0 ... O

a, 0 -l ... O

—1

Y

Y,

Yo’

Y

Y

o lo que es igual:

y operando:

¡IT y - íY~ = U

-r“‘2

<Y
»~1~~

“e

c

c

Y’ A - Y’,, = C
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y como sabemosqueen el óptimo yT — C0 11 -l

C0 B -t A - Y’,, = C

C, 11 -~ A - C = Y>,,

por lo tanto:

lo quepermitehacerel siguienteenunciado:

2) “En el óptimo,si el primal es un máximocanónico(simét.) las variables
de holguradel dualtomanel valor delos rendimientosmarginales—cambia-
dos de signo—de las variablesestructuralesdel primal. Y si en elmismocaso
simétrico,el primal es un mínimo,las variablesde holguradel dual tomarán
el valor de losmismosrendimientosdel primal, perocon su signo”

6.

El casode dualesasimétricos

Seael primal:

Máx. 7 2= CX

¡IX = b

27=0 su dual será: Mm. O = b’ Y

A’ Y =Cr

Y: libre en signo

Máx. 7 = CX
AX = b
X O su dualserá:Mín.G — bT y
ATY_ CT

6 Estasegundaparteesevidentesi t enemosencuentaque,ental caso,e’ dualseráun máximo y las
variablesdeholgurapositivas.
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Las restriccionesdel dual puedenexpresarse:

a”

a>,

a’

a,,

a,»

[¡I’;ÍJ

Y

Y,

a,,, .l O
Y

Y‘‘‘~1

Y

o bien:

Y ¡I+1”,=C

a
1

y teniendoen cuentaqtte en el optimo

(3, 21 = 1< y ~

(3, E b = Y b

(3, /3 -I = y

sustituimosY por su valor:

(3,11< A + JI 2= (3

o sea:

Y,,’ »C’—C,B’A=W

es decir, en el óptimo:

226

cl.

e,

e

A’Y~JY -C’
6

y =WY =W Y =~M~2 2, st,,
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Si el primal es:

Máx. 7= CX

¡IX = b

21=0 el dual será: Mm. G = b> Y

A>,Y=U

Y: no restringida

y comolas variablesde holguratienen,en estecaso,vectoresunitarios nega-
tivos, siguiendoel anteriordesarrolloobtenemos:

Y~’ ~=C?0B‘¡I -(3222 -w

esdecir:

= -W> ; 2= ~ Y~ =-W,

Finalmente,en los problemasasimétricos,tanto si el primal es un mínimo
como si es un máximo, no existen variablesde holgura primales (Xm+í
Xm+2 Xm+n), por lo queno tiene sentidohablarde rendimientosindi-
rectos ni marginalesde las mismas.Consecuentemente,los valoresde las
variablesdualesestructuralesno podránrelacionarsecon los rendimientosde
aquéllascomohemoshechoen (1), podremos,sinembargo,relacionarloscon
talesrendimientoscorrespondientesa posiblesvariablesestructuralesdel pri-
mal quetuviesenasociadosvectoresunitariosen la matrizA.

(En el análisisde
sobreestosdetalles).

la significacióneconómicade la “Dualidad” volveremos
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