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1. INTRODUCCION

Dentro del amplio y sugestivocampode la InvestigaciónOperativa,cuyo
desarrollose hace especialmente visible a partir de los años 50, se han conso-
lidado numerosastécnicasoperativasquesi bien surgen,en un principio, fue-
ra del ámbitode la empresaindustrial y comercial,pronto se incorporaronal
mismo dandouna resptmestaefectiva, inclusoespectacular.a la resolucióndc
numnerososproblemasde optimizaciónque frecuentementese danen las acti-
vidadesempresariales.Porotra parte, los avancesproducidosen las últimas
décadasen el campode la informática,hanpuestoal alcancedel empresario
aplicacionesque le facilitan la utilización de las técnicasde programación
lineal, líneasdeespera,juegos,programacióny control de proyectos,simula-
ción, inventario,reemplazo,etc.

Todasestastécnicasoperativascontribuyenmuy positivamentea la toma de
decisionesrelacionadascon problemasde optimización quese puedenpresen-
tar, no obstante.bajosituacionesde certidumbre(en las queel decisorentiende
quecadacursode acciónconducea un soloresultado),deriesgo (si entiendeque
puedendarseresultadosalternos,cuyasprobabilidadesse conoceno se pueden
suponer)y de incertidumbre(cuandono sabequé resultadossepuedenproducir
nl siquieraen términos probabilísticos).ParaRicos, J. 1. (1973), un paso ¡vds
ed/cídel r~ese~o.henia le> desconocido,es la entradaen íd incertidwnbre.

Admitiendo la importancia que todas estas técnicas tienen en el campo eco-
nómico de la empresa,se haceacontinuaciónunaexposiciónde aquéllasque
estánrelacionadascon la programación y control de proyectos y muy concre-
tamente las que se conocen bajo las siglas PERT (Project Evaluation and
RevieW Teclmniquei)y CPM (Critical PathMethod).
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La aplicaciónefectivadel métodoPERT,quetuvo lugaren 1957 en el seno
de la armadanorteamericanacon el proyecto«Polaris»de fabricaciónde pro-
yectilespara submarinos atórnicos, permitió realizarlo en 3 años frente a los 5
previstosinícialmente.

Se tratade unatécnicaquepretendeoptimizar el desarrolloy la ejecución
de un proyectocomplejomedianteel análisisprevio de todasy cadaunadelas
múltiples actividadeso tareasque lo integrany que estáninterrelacionadas
temporalmente.El PERT es tina derivaciónde la Teoría Gratoso Redes,ya
que títiliza unarepresentacióúbasadaen tmn grato —(figura geom~tricaforma-
da por unaseriede puntos«vértices»y un cierto númerode segmentos«aris-
tas o arcos» que unen dos vértices)— conexo, orientado, sin circuitos y sin
buclesen el que los vérticesdenominansucesos,acontec¡mnmentoso etapas,en
tanto que los arcos representanactividades,tareas u operaciones.El grato
PERT, por tanto,ponede manifiesto la relación de dependenciaentrelasacti-
vidadesy las situacionesconfiguradorasdel proyectocuyaejecuciónse pre-
tendeoptimizan

NO~A~I~N~MÉTODO PERT F¡g. ¡
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El grafo anteriorrespondea un proyectocomprensivode 9 actividadesrea-
lesy una actividadficticia quetienen queejecutarseen un determinadoorden
y queimplican un tiempomedio (TiempoPert)expresadoen díastal comose
detalla en la siguienteTabla n.

0 1.
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Característicasdel Proyecto.
Tabla núm. ¡

Tiempo
Actividad medio ti) Interremadones

AtV
1-V) i4IDtas <DyE

B(V,-V>) 12 <[SG

c(V-V4) 15 <0

1) (½- yo mo < H

E(V2-V.) <1 <1

F(V,-V) il <1

G(V.-V) 17 <1

R<V5-V~) 13

1 <Vr-Vv) 15

EsUe miltimo, conel mayornúmerodedías,defi-
neel denominadocanminocrítice,, esdecir,esel
caminode mayor duraciónUcmnporalenUre los
nudos o vérticesinicial y final.
El tiempo <nec/ir, EQE). o dtíración (D~~) de la
actividad detinidapor el nudo i el nudoj se
obtiene, en situación de incertidumbre, dc
promediarel tie>rmpa optimista (T1), que es
aquel tiempode ejecuciónde la actividad en
las mejores condicionesmiosibles; el tienmpa
,morroa/ (T,), en condicionesnormales, y el
tiempofiesimistct (T) en las condícronesmas
desfavorablesRespondea la siguientefór-
mula:

T,, + 4T,, +

T = 13(T) = __________

6

[)adoquela actividadB precedea F y 0, setie-
nequeestablecerunaacIimiclad fic.ricia U) O sin
dimracióntemporalqueune los vérticesV, y ¾.

El símbolo< significaque unaactividad prece-
dea otra u otras
El gíafo PERT tiene un númerofinito de acli-
víd;mdes.es conexo,no tiene circuitos y entíe
cada par de vértices existe un sólo arco. Se
denomílía can]m no ulla sucesióndearcosorien-
tados en cl mismo sentido. Para el proyecto
consideradohay, por lo tanto, los siguientes
cámnínos:

y m -V2-VS-VJconuna duraciónde 37 días.
VI -V2-V6-V1 con una duraciónde 38 días,
VI -V3-V6-V7 con una duraciónde 38 días,
VI -V3-V4-V6-VJ con unaduraciónde 44 días.
VI-V4-VÚ-V7 con tina duraciónde47 días.

Ademásel tiempoPert,definidoparacadauna
de lasaclividadesen la forma indicada,hayque
tenerencuentaparac~mdauno de los ntídos.los
denomirzados: ¡ E
1ie>npo «cariy» repíesentadoenel grafo ~> ¡ y
que eomrespondeal momento en que, como
mtmy pronto se logra la situacióndel nudo i es
decir, el momentu riSIás próximo al origen o
comIenzo de ejecución del proyecto (lo cual
implica que sehayan realizadotodaslasactivi-
dades precedentesqime sean necesariaspara
alcanzardichonudo) 1
7ie>npo «tasi» representadoen el grafo y
que correspondeal momentoen que, coito
ncuy tarde,se habráconseguidola situación
del nudo i de suerte que no sc produzca
retrasoalguno en el plazo total dc ejeco-
clon.

El análisis del PERT revela,corno veremosa continuación,la existencia
de un eanñno crítico que define el método que recibe la denominaciónde
CPM (Critical PathMethod = Método del CaminoCrítico). Existe,pues.una
estrecharelaciónentreel PERTy el CPM. Son,en definitiva,dostécnicasque
permitenplanificar,programary coordinarlas diversasactividadesde un pro-
yectocomplejo, reduciendola incertidumbrequegravita sobrelas decisiones
quetiene quetomar la direccion.

El métodoPERTpretendela reduccióndel caminocrítico, es decir, el acor-
tamnientodel tiempode ejecucióndel proyecto.De ahíqueel PERT analizala
duraciónde todas y cadaunade las actividadesqueintegranel proyectopero
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basándoseen un nivel de coste,mientrasqueel CPM relacionalas posibles
duracionesde aquéllascon el costecorrespondiente.Con ambastécnicasse
trata,por consiguiente.de encontrarunaduracióndeejecucióndel proyectode
modoqueel costetotal seamínimo.Cabe,pues,diferenciar: 1) cl PERT—Time.
cuyafinalidad es el conocimientodel tiempo de ejecucióndel proyectoy de
todas las actividadesque lo integran; 2) cl PERT-Cost,cuya finalidad es el
mejoramientou opti mizaciónen la ejecucióndel proyectoy el empleode los
recursos,determinandoaquella duración que siendo la menor posible le
corresponda,a su vez. el mínimo coste, y 3) el PERT—control,ctíya finalidad
es el seguimientoy control de ¡a ejecucióndel proyecto.

ComoseñalaFERNÁNDEZ PIRLA. J. M’ (1974). la aplicacióndel PERTsupo-
ne, resumidamente,las sigtíientes aseso etapas: 1 .“ Ordenacióndel coni unto
cíe actiy idaclesy elaboracióndel correspondientediagrama(grato o red): 2
Estudiodel tielfipo cíe ejecuciónde cadaactividado tarea:32CaliFicación de
las actividadesy clesctíbriniientodel camino crítico; 4. Calificación cíe tiem-
posparacadaactiy idad; 5. Políticade ejecLIC ón para la mejor disposició ti cíe
los recursosy quesuponeel esítídiocconemico (le costesy renciiniientosqtme
se puedenderivarde las modificacionesestructtíralcsen el proyecto.

Uno (le los aspectosde especial i mpoitanciaes la deterníi nacioncorrecta
del grafo, cii agramao red. represemítatiyo del proyectoteniendoen cuentalas
relacionesde preferenciaque se dan entre las diferentesactividadesque lo
integran. Ex sten parael lo dos procediinientos que de lornia sistemáticanos
ayudana clIc): la matriz cíe encadetiamientos y el c riadrode pre1 aciomíes.

El esttmdio dc los tiempos de ejecución (expresadoen horas,días. níeses.
etc.) es otra de las ctmestioííesa la quese tiene qtíe prestaratención Es evi-
dente,que si el tiempo de dtí¡ación de tina acti y dad se conocecomí certeza
(deterníinisino) la asi anacion es única y no presemitani iigúu problema:í.~r el
contrario,para activi daclesdc dtíración aleato¡ia es precisocaletí lar tina esti —

mación mcdia del tiempo de cluracion a partirde ti n mimodelo teorico cíe pioba—
bilidad. admitiéndose,entreotros,comoel más adecuadoci de La distribución
BETA (fi). Comose verá,y sobrela basede inírodtícir algunassirupíi ficacio-
nesen la iormu1 ación cíe estadistribución. en la prácticase va a inanejar una
di stribtíción normal ti pi fi cadactmy a val idei, íío obstatite,mecíamaqueel mí ú nie—
ro de acti vidacíes del proyectoseagratícle.

Es decir, si las duracionesde las actiy idaciesno se conocencon certezase
estimaparacadauna cíeellas tresííosib les valores—optini ista (It), ti oriiial ( T,)
y pesini i sta (T~ )— y se admitecomo válida.eiitre otras,la citadacii stri buci omí ¡3
cuyafunción de densidad(con po-t1 y ~o-()como parámetros)es:

t(T) =0 oo <T < it

(T — 7,»’ (7 77’
fi) = + ~, «±1) T= T <1’.

(T,, — fljfl*O*

ItT) = O .vz T < 010
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y que respondea la representacióngráfica campaniformede asimetríaa la
derechao la izquierda,tal comosedetailaen laFig. 2. El valormedio T, repre-
sentativode la duración así estimada,es el que divide la distribuciónen dos
áreascon el 50% de probabilidadescadaunade ellas,esdecirno suelecoin-
cidir con el tiempo T,, (tiempo másprobableo tiempomodal). Si asífuera, la
distribuciónseríasiníétt-ica(coincidenciadel tiempo normal o más probable
con la modadc la distribución) y la representacióngráficaseasemejaríaa una
catnpanade Gauss.

flg. 2

DISTRIBUCIÓN BETA

Asimetría o la izquierda

La función ~i existe sólo entre los valores T
• (duración ocíninia tiempo optimista) y T~

(dtiración máxima .0 tiempo pesimista),alean-
• zando la [unción de densidadsu valor máximo

para E, (dumaciómí más pm»íhable tiempo ímtmm-

mal). La esper;mnsamaíemátic¿my la varianza vie-
ncmí dadas por:

E( 1)

G _____

E + Ip + ql T, + 71

+ q + 2

(p + 1 (q + 1

p + ej + 3

ti 1>

TaU

En la lírácí i ca se opera de lorm:m aproximada
admitieído queparalos pamámetiosp y ej sccuní—
pie quep + q vale 4 y que O, + 1) (ej + II/Ip + ej
+ 3) ‘;m le 1 , con lo cimal y a los electosoperativos
se ticije quela empera,,sa n;a/ent.e¿txa y la are,—
;o vienendadaspor:

E + 4T + 1

6

(vr

)

es decir, la deseiaci mio U(pica cs igual
del recorrido(T, —

‘4 tío sexto

tU>

SI1%

T. T 1 T
1,

Asimetría a ‘a derecha

5<1%

¶1%
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Dentro de las diferentesnotacionesque se puedenutilizar, se ha adoptado
la quese recogeen la Fig. 1, relativa a un proyectohipotético integradopor 9
actividadesrealesquemotivan 7 situacioneso acontecimientos.

Establecidoslos aspectosbásicosdefinidoresdel método PERT,es decir
los conceptosoperativos,seanalizana continuaciónlos procedituientosmeto-
dológicosparasuefectivaaplicación.

2. LA METODOLOGíA DEL CAMINO CRÍTICO

La duracióntotaldel proyectovienesiemprecondicionadapor el conjuntode
actividadesquedefinenel caminocrítico. Hemosvisto paranuestroejemplo,que
lasposiblesrutasparaalcanzarel miudo final soncinco y dadoque todaslas acti-
vidades.nueve,tienen querealizarsees fácilmentecomprensibleque la nítaque
lo definevienedadapor la cadenaV-V4-V’.-V.., es decirpor las actividadesC. G
e [(actividades críticas)cíuetotalizan ía mayordttracióntemporal,47 días.

Ahorabien,cuandoel proyectoes de granenvergadrira.ladeterminacióndelas
actividadesque formanel caminocrítico reclamaunametodologíacomo la qtíe se
exponeacontinuacióny basadaenel cálculode los tiempos«early»y «last»decada
tino de los nudos.Si parael nudo¡ sc veriticaque E~=L~, significa que el aconteci-
mientodefinidopor el mismose produceen unafechafija y por ello el nudoesfijo;
si E,!=L,, significaqueexisteunaholguratemporalpaí

5aalcalizarcl acontecimiento,
no hay unafechafija. y deahíque el nudoseaflotante,oscilanteo iltictuante y que
sedefinedichaholgurapor O,= L-E,. El caminocritico estáalomíadopor ntmdosfijos,
esdecir, por el conjuntodearcosquerepresentanactividadescuyaejecuciónconsu-
mc la totalidaddel tiempoque mediaentredichosnudos.Paralos nudosimíicial y
final se cumplesiemprela coincidenciade los tiempos«ear¡y»y «last».

Cálculo de los tiempos«cele/vv>. Se efectúacomenzandopor el ntído inicial
al quese le asignaun tiempo «early» igual a 0. Paralos nudosinmediatosde
todaslas actividadesquepartendel nudoinicial, los tiempos«early»secorres-
ponderáncon las respectivasduraciones.Paralas actividadesde los restantes
nudos, los tiempos«early»verificaránqtme:

E, maME, + Dl. V

El tiempo«early»del último nudo indicael tiemponecesarioparafinalizar
la ejecucióndel proyecto.

Cálculo de los tiempos«last». Se efectúapartiendodel último nudo,cuyo
tienípo «early» ya seconoce,hastallegar al nudo inicial. El cálculoque es
también iterativo respondea la siguientefórmula:

L=mín[L—flI,V,

En cl grato de la Fig. 1 se dan los datos correspondientesa los tiempos
«early»y «last»de los correspondientesnudosy cuyos valoresse han obteni-
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do en basea las fórmulasanteriores.La disposiciónde los cálculosseofrece
en la siguienteTabla 2:

Tiempos EARLY Tiempos LAST.-Tabla 2

Vi Vm Act. D~ E+D~ E> Vm Vi Att. Dm~ Li-Du
Vm * * * * O 1½ * * * * 47
1½ Vi (A) 14 0+14=14 14 V6 V (1) 15 47-15=32 32

½ Vi (8) /2 0+12=12 12 ½ V; (U) 13 47-13=34 34
½ y (C) 15 0+15=15 15 ½ 14 (G) 17 32-17=15 15

Va o 0 0+12=12 ½ 1~ó (E) 11 32-1/=2!
Vs Vs (D) 10 14+10=24 24 Vs () 0 15-0=15 15

23Vs Va (E) 9 14+9=23 ½ Vs (E) 9 32-9—23

Vi (E) 11 /2+11=23 Vs OD) 10 34-10=24

Vs (0) 17 15+17=32 32 Vm Vs (0) 15 15-15=0 0

½ Vs (U) /3 24+13=37 Vi (8) 12 15-12=3

Vi (1) 15 32+15=47 47 Va (A) 14 23-14=9

El cmiii no crítico viene jalonadopor lasactividadesdefinidaspor maídos fijos, es decir,por
aquellosen los que secumplequetiempo «early»es igimal al tiempo ‘<lasto> En nuestroejemplo,se
crimple estacoincidenciaen los vémUicesV ½.Y. y y.. y por lo umnto dichocaminoestáformado

por lasactividadesC. C e 1 Los valores obten idos para los citados tiempos en cada uno de los
nudosqtmcdanreflejadosenel grafode la Hg 1

El cálculode los tiempos«early»y «last»sepuedeefectuarsiguiendootros
métodos,siendode corrienteaplicación,sobretodo cuandoel proyectocons-
ta de un elcvado número de actividades,el matricial de Zaderenko5. G
(1968).

3. CALIFICACIÓN DE LAS HOLGURAS TEMPORALES

La determinacióndel caminocrítico poneen evidenciaquéactividadesdel
proyectotienenholgura temporal,es decir, aquéllasque disponenpara sueje-
cuciónde mástiempodel quenecesitanpara su realización.El análisis de las
posiblesholguraspermitenhacerunaclasificaciónde los tiemposen tres tipos:
1) Tiempo total sobrantede fluctuación(¾;2) Tiempo libre (T), y 3) Tiem-
po independiente(Tú. Es evidente,despuésde lo apuntadoanteriormente,que
para las actividadesdefinidorasdel caminocrítico se consumela totalidad del
tiempoque mediaentredosnudosy que,por consiguiente,se cumplequeT.= 0,
cifcunstanciaquevaasociadaal hechodequeparalos nudosquejalonandicho
caminosecumplequeel tiempo«early»es igual al tiempo«last»; mientrasque
para los restantescaminosse producenholgurastemporalesal no producirse
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tal coincidenciay que,por lo tanto. TF > 0. El análisis de quétipo de holgura
se producees particularmenteimportantepara la mejory efectivarealízacion
del proyecto,habidacuenta,por otra parte, la relaciónque existeentreellas.
Precisemosel significadode las diferentesholguras:

Tiempode fluctuación totezío tieniptí sobrantetotal (Tú. es la mayordis-
ponibilidadde tiempoquepuedeafectarsea la ejecuciónde una actividadcon
perjuicio de los tiempossobrantesen las actividadesprecedentesy siguientes.
La holgura total de una determinadaactividades.por otra parte, el tiempo
máximoquepuedeprolongarseo retrasarsecl tieinpo de ejecuciónde la mis-
ina sin queello altere la fechade terminacióndel proyecto.Se obtiene(le la
siguienteforma:

= L— E — 1)

Tiempo libre (TL), cantidaddel tiempototal cíuesepuedeutilizar sin afec-
tar a las holgurasde las actividadessiguientes,peroque reducirá,sin eníbar-
go, las holgurasde las actividadesprecedentes.Vienedado por:

= W- E - D Y O,

(ya queO = - E).

flempoindepe¡íelieníe(TÚ. es la partedel tiempo libre en que puedealar—
garseunacierta actividad sin afectara las holgurasde las actividadesprece-
dentesy siguientes.Estaholgurasepierdesi no es utilizadaen la propiaacti-
vidad. Se forniula así:

TssE-L—I)=T-O=T, —Q-Q

(yaqueO=L—E,.O.=L—E}

Recurriendoal grafo detalladoen la Fig. 1 las holgurastemuporalesse pro-
ducenen los nudosV. Y y Y con los siguientesgradoscíe oscilacion:

O, 1. — E = 23-14=9
O, = L — E — 15 -l~ —3

00= 1. — E = 34-24 = lO

mielitrasqueparalos restantesvérticeslas oscilacionesson nulasal ser los que
jalonanel caminocrítico.

En la siguienteTabla 3 se ofrecela clasificaciónde los tiempossobrantes
correspondientesal citado grafo de nuestroejemplo,haciéndosea continua-
ción unarepresentacióngráficaquefl05 permiteapreciarel significado de las
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diferentesholgurasa tenorde la definición que anteriormentese ha dadopara
las mismas.

HOLGURAS TEMPORALES: CALCULO Y CLASIFICACIÓN Tabla 3
Actividad Duración Tiempo«early» Tiempo «last» Holguras

Vi-Vj (1 DO Nudo¡ Nudo] Nudoi Nudo] TE TI TI

VI-V2 (A) 14 0 14 0 23 9 0 0

VI-V3 (fi) ¡2 0 12 0 15 3 0 0

YI-V4(C) 15 6 15 0 15 II II O

V2-VS(1)) 10 14 24 23 34 10 0 —9

V2-VÓ (E) 9 ¡4 32 23 32 9 9 0

V3-V4(/) 0 12 15 15 15 3 3 0

VJ-V6(E)

V4-VÓ&,)

V5-V7(II)

II

17

13

12

15

24

32

32

47

t5

15

34

32

32

47

9 9 6

lO tO O

VO-V7 (1) 15 32 47 32 47 6 0 6

Notas Lo valor negativo para ulla holgura. mal comato la independiente dc hm actividad Uno tiene
sen U do y es, por tanto, eqtmi ‘alente a valor cero

Tomando en consideraciónla actividad V2-VÓ (E) se puede hacer el
siguientegráfico (flg. 3) queayudaa comprenderel alcancey significadode
las holgurastemporalesque se puedenproduciren la ejecucióndel proyecto.

0 14 23 32 47

It
t I)ías

i1=TL ¡ ¡ TI

Fig. 3
La zona oscura se corresponde con la duración de la actividad

_______ ¡ IF

V2-V6

Es importanteteneren cuentaque en un proyectocomplejoy con un ele-
vadonúmerode actividadespuedehabermásde un caminocrítico. En el caso
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sencillode nuestrografo se ve quesi la duraciónde la actividad(B) fuerade
15 días,se obtendríaotro camino crítico definido por V—V.—V4-—V—V . Las
actividadescríticassecaracterizanporqueun retrasoen la ejecuciónde cual-
quierade ellas implica un retrasode la misma magnituden el proyectototal,

Porotra parte,aquellasactividadescon holgurasrelativamentepequeñasse
denominansubcríticas.Así, recurriendoa nuestrogralo original y teniendoen
cuentalos datosrecogidosen la Tabla 3, las actividades V —Y (B) y V—V.(f)
cabe calificarías de subcriticasen priníer lugar; las actividades¾—Y’,(Al.
V2—Y (E) y la y—y, seríansubcríticasen segundolugar, etc. Cabe,porconsi-
guiente,hablarde caminos subcríticos.Como se verá más adelante.el CPM
nospermitedefinir tambiénel deíiominadocamimio crítico irreducible.

El análisis y calificación de los tiempos sobranteses una cuestiónfunda-
mentalen lacorrectaaplicacióndel métodoPERi” por partede la direccióndel
proyecto. El posibleacortamientodel tiempo de ejecuciónde las diferentes
tareaso actividadeses de gran importanciaestratégicay puede.sin duda.
reportargrandesventajasderivadasde la correctaasignaciónde los recursos
con quese cuentaparallevarlo a cabo.El PERT en cuantoa los aspectosana-
lizadosse convierte,por tanto,en la antesaladel CPM.

4. EL CAMINO CRITICO COMO VARIABLE ALEATORIA

Ya se ha visto anteriormentequecuandolas duracionesde las actividades
no se conocencon certezahay que operaren térníinosde probabilidad,esti-
mandoparala ejecuciónde cadaactividadel tiempooptiníista,el pesimistay
el normal.En estecaso,las duracióndecadaactividadse consideracomo una
variablealeatoria.calculándosea tal efectolaesperanzamatemática,la varían—
za y la desviacióntípica. Para el grafo que henios usadode ejemplo se ha
supuestoparacadaactividad los tiemposquese detallanen la Tabla 4.

Admitiendoel modelo teóricode la distribución Beta(de paiámetros,p y q) y
con lascorreccionesadníisiblesen la prácticadehacerp+c¡=4y (p+ 1 ).(dI-l- 1 )/(p+q4-3)
igual a la uííidad, se concluíaqueparala duracióncíe cadaactividad Oij se puede
definir la esperanzamatemáticay la varianzatal como se ha dicho.

Al ser,por tanto, lasduracionesvariablesaleatoriasesevidentequesepue-
de considerar,a su vez, el camino crítico como una variable,aleatoria r>iie
vamosde designarpor T

t, de tal fornía que su esperanzay su varianzaven-
drían dadaspor:

E(Tt)=X E(D)

U eUt

6’ (T~)=E &(D)
u U’

siendoU” el conjuntode arcos(actividades)quedelinen el caminocrítico.



PERI y CPM: Progranmación y control deprovectos 281

La plena validez del siguiente razonamientocabetan sólo admitirla si
se pudierahablar de un camino crítico formado por un número infinta-
mentegrande de actividadesindependientes,puesen esecasose podría
aplicar sin ningún reparolo quenos dice el TeoremaCentral del Límite:
Cuandoel númerode variables aleatoriasindependientes,cualquiera que
sea la distribución de probabilidad a la que se ajusten, es infinlamente
grande motiva que la sumade dichas variables tienda a una distribución
normal, cuya media y varianza son, respectivamente, la suma de las
medias y varianzasde cada una de las variables. Es decir, se cumpliría
entoncesque:

PC —> N[E(PC),a (PC)]

CC >~

designandopor N la distribución normal de Gaussque viene dadapor la
siguienteexpresion:

1

e2

O 2g
PC-E

Cuandola variablePCvieneexpresadaen unidadesde desviación,E
entoncesse obtienela formatipificada:

e 2
oV2~

diciéndoseen estecasoqueE (variabletipificada) sedistribuyenormalmen-
te con inedia cero y varianzauno. En la Fig. 4 recoge la curva correspon-
diente con indicación de las áreasincluidas entreE =- 1 y + 1, e =-2 y +2,
E =-3 y +3, que son,respectivamente,el 68,27%,95,45%y 99,73%del área
total que vale uno. Valiéndose de tablas ya elaboradas se definen las áreas
bajo esta curva, limitadas por la ordenadapara E =0 y cualquierotro valor
positivo de e.

Dadoquecualquierproyecto,por complejo quesea,constade un número
finito de actividadesde duración aleatoria—no todas, además,independien-
tes—, la aceptaciónde la distribución normal es muy discutible y, en todo caso,
reclamaqueel númerode actividadesseadiscretamenteelevado(no menosde
30, de las cualeslO ó 12 definanel posiblecaminocrítico).

Admitiendo que la distribución Beta (corregida) se pueda sustituir por la
Distribución Normal Tipificada la variable normal e de media cero y desvia-
ción típica la unidad, cuyos valores están tabulados estadísticamente,viene
dada,por tanto,por la expresión
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PC -E PC
o(T~)

que es esencial,comoveremosmásadelante,paraabordarel cálculode cual-
quier probablidadpara la variablealeatoriaPC.

Tomandoen consideraciónel grafo ejemplo, las duracionesque figuran
paralas diferentesactividadesse hanobtenidopromediandolos valoresalea-
torios quesedetallanen la Tabla4 y determinando,además,los aspectosesta-
dísticosreveladoresde la esperanzamatemática,la varian¿ay la desviación
típica conformea unadistribuciónnormal.

ANÁLISIS ESTADÍSTICODE LAS DURACIONESALEATORIAS Tabla 4

Actividad

Tiempos estimados: Es
1wranza

matemática
Dij=EtTi.j)

Varianza Desviacron
típicaT. máximo It normal U. mínimo

V1-X2 <A) 21 13 11 14 2,77777778 1,66666667

Vl.V3 (B) ¡4 ¡2 10 12 (1.44444444 0.66666667
V1-V4 (CI 18 15 12 ¡5 ¡ 1

Y2.VS (l)j 12 10 8 10 0,44444444 0,66666667
V2-V6 (E) II 9 7 9 0,44444444

o

0.66666667

oV3.V4 (0 0 0 fI o
V3-V6 (F) 13 12 5 II 1.77777778 ¡.33333333

I~4-l/6 (6) 20 18 10 17 2,77777778 1,66666667

V5-V7 (11) 16 13 10 13 1

V6-V7 (1) 19 15 11 15 1,77777778 J,33333.?.?3
la eNperanza maíemámica dc la variable r’—r<T~í=m5+I7+ 15=47

lar artau,za de la variable F*=t+2,777*i,777=5.554;ia dúsriaclímo tiííira=2.35Ú

La lecturaatentade los datosrecogidosen la Tabla4
de la variable aleatoriaPC del camino crítico es dc 47
valor que representael 50% de probabilidadde acabar
plazo.

Todo el planteamientoanteriorpone de manifiestoqueen términosacep-
tablesladistribuciónBeta da pasoauna Distribución Normal Tipificada cuya
representaciónes la conocidacampanade Gauss,tal como se detallaen la
Fig. 4.

revelaquela inedia
días, es dccii, es el
el proyectoen ese

282
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Hg. 4

DISTRIBUCIÓN NORMAL (0,1)

0.4

0,2-

2,vk 13,6% : 34,1%
34,1% 13,6% 21%

—3 —2 2 3

5. RELACIÓN TIEMPO-PROBABILIDAD

Con la información contenidaen la tabla y los datostabuladosparauna
curva normal tipificada se determinana continuación: 1) la probabilidadde
queelproyectosetermineantesde unafechadeterminada,o bien,2) la fecha
de terminaciónpara cadanivel de probabilidad.

Son éstasdos importantescuestionesquele interesaconocera los respon-
sablesdel proyectocuandolas actividadesquelo integran tienenunaduración
aleatoria.Sabemos,comose apuntóanteriormenteparael proyectoejemplo,
que la terminaciónen 47 días le correspondeuna probabilidaddel 50%. Lo
que se pretendeahoraes determinarla probabilidadde concluirlo por encima
o por debajode dicho plazo.

La primera cuestión,pues,se resuelvecalculandoparaunafechadetermi-
nada,k, la probabilidadcorrespondientedefinidaasí:

P (PC =K)
Paraello, partiendode la expresionque nosrelacionala

del caníinocrítico, PC, con la variablenormal tipificada, E,
PC = E e (T”) -i- E(PC)

seobtienela siguienteexpresiónde probabilidad:

variable aleatoria

P [E .0(T”) + E(T”) < K] = P rs=c¶¿Tt)

]
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La segundacuestión,es decir, cuandosepretendeconocer
minaciónparaunadeterminadaprobabilidad.H, se resuelve

P <PC < K)= H
siendoH un valorcomprendidoentreO y 1. Es decir. se calcula:

la fechade ter-

P ~ ]-.«p[g <K’I = H

teniendoen cuentaque:

r K-ET]K~

Ejemplo: Para nmestro grafo el tiempo necesariopara la terminacióíj dcl proyecto con tina proba-

P tT~ =k) = 0.95 = P12,356 e + 47=ki = ¡>

47 1
2.356 ] =

P~e=k]

Segónías tablas estadísticas,la abeisaque deja a stí izqtmierda una píobabi1 dad dcl 95% es prácii—
comentepara 1< = 1.65. luego:

K —47
165 = .luegoK—47+l.65x2,356=47+3.8SS7=5=i3SSYdíaj

‘356

Para nuestro grafo-ejemplo la aplicación de la fórmulas anteriores,y
valiéndonosde las tablasestadísticasde la distribuciónnormal tipificada, nos
permitendeterminarlas siguientessituacionesrecogidasen la Tabla 5:

Ejem pl o: Paranimestío grato, la piobabi íd adde meríai nar cl piE yecto anies dc. 49 díasseria:

P (Te =49>= 0.5 + Pío=T’ =49)= 0,5 + [‘[2.356 t ±47 <~~l = 05 + e=~—‘~ ] =

= 0.5 + Píe =0.849J = (1.5 + 0.2995= t) 79950174)98%
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RELACIÓN TIEMPO-PROBABILIDAD-TIEMPO.Tabla5
Probabilidadde finalizar

en K días:
Fechaterminación

paraunaprobabilidadII
K(dato) P (T~=(1<) H(dato) K
43 días 0,0455 (4,55%) 0,2451 (24,51%) 45,374días
44 días 0,102 (10,2%) 0,3632 (36,32%) 46,175días

47 días 0,5 (50,%) 0,5 (50%) 47 días

49 días 0,7995 (79,95%) 0,6664 (66,64%) 48,013días
Si días 0,9545 (95,45%) 0,9082 (90,82%) 50,133días

Los cálculossehan hechoteniendoen cuenta:
= 47 días---W (T”) —5,544 ~ (Tt = 2,356

Los datosrecogidosen estaTabla 5 revelanpor unapartequela termina-
ción del proyecto tiene una probabilidad comprendidaentre 0,5(50%) y
1(100%) paraduracionesqueesténpor encimade 47 días,en tanto que para
aquéllasque esténpor debajolaprobabilidadestarásituadaen 0 (0%) y 0,5
(50%). En nuestroejemplo, la varianzaparacadaunade las actividadesmide
el riesgode no acertarla duraciónmediacalculadaparalas mismasy queserá
tanto mayor cuantomayor seael recorrido de incertidumbredefinido por las
fechasoptimistay pesimistacorrespondientes(recuerdeseque la varianzaes
el cuadradode un sexto del recorrido y que, por consiguientela desviación
típicaes igual a un sextodel recorrido).Dadoquela varianzaparael camino
crítico es la sumade las varianzasde las actividadesquelo conforman,está
claro quecuantomenorseael valor de lamismatanto menorseráel riesgode
no acertaren laduracióntotal del proyecto.

6. El4 PERT-COST/CPM

La realizaciónde las diversasactividadesdel proyecto implican como es
lógico la utilización de recursosde muy diversanaturalezaque suponenevi-
dentetuenteun coste.Es importantediferenciar,porunaparte,los costesdirec-
tosy, porotra, loscostesindirectos,quemotivan la realizaciónde todasy cada
una de las actividadesdel proyectoen razón del consumode factoreso de
recursosque demandancadaunade ellas.Los costestotalesde las diferentes
actividadesdel proyectoson la resultantede los costesdirectose indirectos
que se le asignana las mismas.Relacionandolos diferentescostescon los
tiemposo duracionesresultafácil entenderqueelcomportamientodelos mis-
mos es biendiferente.

Los costesdirectosde unaactividadderivan,principalmente,de loscostes
del trabajo, materialesy equipos que son necesariospara llevarla a cabo.
Segúnlas circunstancias,véasela Fig. 5, son varios los modelostiempo-cos-

285
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te directoquesepuedendan SegúnR¡cGs,J. L. (1973). la reduccióndel ticmn-
POdeejecuciónde unaactividadpuedeniotivar: 1) Incrementolineal del cos-
te (mod. A), quecorrespondecon aquellastareaso actividadesquepuedenser
realizadaseficientementeaumentandolos recursosutilizados;2) Costescons-
tantes(mod. B) queno varianconel tiempo,coino sueleocurrir, por ejemplo,
con las actividadessubcontratadaspara la que se ha establecidoun tienípo
mínimo; 3) Aumentobruscodel costedirecto (mod. C) en un momentodado;
4) Incrementomás cíueproporcionaldel coste(mod.O) a medidaqueseredu-
ce el tiempo,comportamientomuy corrientey que se producepara aquellas
actividadescon ciertas limitacionesque impiden que un increníentoen los
recursosasignadosproduzcaun rcndiníientoproporcional;5) Relacionesdis-
continuascoste-tiempo(mod. E) queseproducen,por ejemplo,en actividades
de tiempode reparto,dondesolo existeun costeparael tiempocorrientey otro
parael urgente.

Fig. 5

TIEMPO-COSTE DIRECTO

Coste MoLA

Cate Mali

Tiempo

Coste Mod.C

286

4 Coste Mo.LD

o Tiintpo

Coste

t tJrge.tt

Mod.tC

.

NonnsJ

o TJÉnpc
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En cuantoa los costesindirectos, las principales fuentesson los gastos
generales,los de supervisión,intereses,primas,etc. Estaclasede costessue-
len variar(tal como sedetallaen la Hg.6) másqueproporcionalmenteamedi-
da queaumentael tiempode realizaciónde la actividad.

El coste total (C,) es., por tanto, la sumadel costedirecto(C,) y del coste
indirecto(C1), es decir,

C~ # C1

y cuyarepresentacióngráfica,considerandounavariación másqueproporcio-
nal paralos costesdirectose indirectos,es:

COSTES TOTALES, DIRECTOS f~ Fig. 6
INDiRECTOS

(osfrs

ti

CD

O Do TIi’mpo

Conforme con la representaciónanterior, existe una duración que hace
mínimo el costetotal, comoresultantedel costedirectoe indirectoquecorres-
pondea una actividaddeterminada.El costeindirectogeneralmentesepuede
suponercomo dependientede la duracióndel proyecto,es decir, C,= f (PC).

6. EL COSTEDIRECTO TOTAL Y EL COEFICIENTE a,,

Para su determinaciónes precisoanalizar la aceleracióntemporalde las
actividadesdefiniendopara cadaunade ellas el costeunitario de reducción.
Es decir, partiendodel costedirecto(Mod. D) seoperade forma aproximada
sustituyendola curva por el segmentoAB (Ver flg. 7) y se calcula paracada
actividad el coeficientede coste(ij que mideel incrementode costepor uni-
dad de tiemporeducida.
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Fig. 7
COSTEDIRECTO DE LA ACTIVIDAD u

La ecuacionde la rectaque pasapor los pimmimos A y IS vienedada por:

Se tratade unarectaquese puedeescribirasí:

e = ~ + n

es decirde pendientem~ negativay ordemíadaen el origenigual a ml.

Esevidentequedichoincrementoseexpresade la siguienteforma:

por lo tanto la ecuaciónde la rectaAB se puedeescribir de la siguiente
forma:

e, =—

Habidacuentaque la culminación del proyecto suponela realizaciónde

todas las actividades,el costedirecto total vendrádado por:

t>ieU tijcU

síendo U el conjuntode actividadesqueintegranel proyecto.

(X~~CC (t—C
O— d

Se hce la ~ijnpllftcacién dc
ini comnportsmnkrttn lineal
del coste directo ¡un mu
varlaclko tairporal de la

DiiO 4

El costedirecto, por tanto, seexpresaen función de aij.
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La formaenque seha operadoimplica, evidentemente,un errorque será
tanto mayor cuanto mayor sea la curvaturarespectoal arco AB, lo que se
podría paliar, no obstante,ajustandouna línea quebradacon tantos tramos
como se quisieraentreA y B. En la práctica, sin embargo,y por facilitar la
operativase sueleutilizar paracadatareao actividadti un segmentoúnico tal
como seofreceen la Fig. 7.

Estoes tantocomo decirqueparacadaactividadseconocela relaciónentre
la duracióny el costedirecto:

O (Duración normal)< > Cdij) (Costedirectonormal)
d (Duraciónmínima) < > C~(ij) (Costedirectomáximo)

Como se verá a continuación, la determinaciónde los coeficientesde
coste (ij para cada una de las actividadesque integran el proyecto es
imprescindibleparaestimar la duraciónmínima posible del proyecto con
el menor costeposible. En definitiva, la duración de mínimo coste será
aquellaparala cual lasumade los costesdirectose indirectosseala menor
posible.

Paralos costesindirectosse admitequerespondana unafunción como la
siguiente:

C, =F(X) = ok + ti A

querespondea la siguienterepresentacióngráfica:

Fig. 8
cl

tg o = r

k
(D

o

8. LA DURACIÓN DE MINIMO COSTE Y EL CAMINO CRÍTICO
IRREDUCIBLE

Llegadosa este punto se está en condicionesde formular con rigor un
modelode programaciónliíieal paramétricaen el queel parámetroA es el pía-
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zodeejecuciónen las distintassituacionesquese puedenformulanEsemode-
lo tienecomo funciónobjetivoel costedirectototal quese tratade minimizar
y que estásujeta a un conjunto de restriccionesdefinidaspor los diferentes
caminosquesepuedenestablecerentreel vértice o nudo inicial y el vértice o
nudo final y detal formaqueparacadaactividad¡¡el tiempode ejecución.t,,
estécomprendidoentrela duraciónnormal (D,) y la duraciónextrema(di. El
planteamientoanalíticosería:

MinZ=MinX(n—%t)=MinE—cx< tE MaxX u<t,
¡mO ti ¡>0 ti mC ti

sujetaa las siguientesrestricciones:

d <t <D

Xt <A VIi” eV
aC ti”

endonde:U0 esel conjuntode arcosque formanun caminoentrelosvérticesinicial
y final; U el conjuntode caminosentredichosvértices;A es el parámetroa variar.

Esteplanteamientobasadoen un modelode programaciónlineal paramé-
trica puedeser sustituidocon ventajasi el núínerode actividadesno es muy
elevadopor un procedimientode cálculode aproxitnacionessucesívas.
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