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1. INTRODUCCION

Dentro del amplio y sugestivo campo de la Investigacion Operativa, cuyo
desarrollo se hace especialmente visible a partir de los anos 50. se han conso-
lidado numerosas téenicas operativas que si bien surgen, en un principio, Tue-
ra del @mbito de la empresa industrial y comercial, pronto se incorporaron al
mismo dando una respuesta efectiva, incluso espectacular, a la resolucion de
numerosos problemas de optimizacion que frecuentemente se dan en las acti-
vidades empresariales. Por otra parte, los avances producidos en las ditimas
décadas cn el campo de la informdtica, han puesto al alcance del cmpresario
aplicaciones que ie facilitan la utilizaciéon de las téentcas de programacion
lineal, lineas de espera, juegos, programacién y control de proyectos, simula-
cion, inventario, reemplazo, etc.

Todas estas téenicas operativas contribuyen muy positivamente a la toma de
decisiones relacionadas con problemas de optimizacion que se pueden presen-
tar, no obstante, bajo situaciones de certidumbre (en las que el decisor entiende
que cada curso de aceién conduce a un solo resuliado), de riesgo (si entiende que
pueden darse resultados alternos, cuyas probabilidades se conocen o se pueden
suponer) y de incertidumbre (cuando no sabe qué resultados se pueden producir
ni siquiera en @rminos probabilisticos), Para RiGas, J. 1. (1973), un paso mes
alla del rieseo, hacia lo desconocido, es la entrada en la ncertidumbre,

Admitiendo la importancia que 1odas estas téenicas tienen en el campo eco-
némico de la empresa, se hace a continuacidn una exposicion de aquélias que
estdn relacionadas con la programacion y control de proyeclos y muy concre-
tamente [as que se conocen bajo las siglas PERT (Project Evaluation and
Review Techmigue) y CPM (Critical Path Method).
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La aplicacion efectiva del método PERT, que tuvo lugar en 1957 en ¢l seno
de la armada norteamericana con el proyecto «Polaris» de fabricacion de pro-
yectiles para submarinos atémicos, permitd realizarlo en 3 afios frente a los 5
previstos inicialmente.

Se trata de una técnica que pretende optimizar el desarrollo y la ejecucion
de un proyecto complejo mediante el andlisis previo de todas y cada una de las
multiples actividades o tareas que lo integran y que estan interrclacionadas
tempotalmente. El PERT es una derivacion de la Teorfa Grafos o Redes, ya
que utiliza una representacion basada en un grafo —{figura geométrica forma-
da por una serie de puntos «vértices» y un cierto nimero de segmentos «aris-
tas o arcos» que unen dos vértices)— conexo, orientado, sin circuttos y sin
bucles en el que los vértices denominan sucesos, acontecimientos o ctapas, en
tanto que los arcos representan actividades, tareas u operaciones. El grafo
PERT, por tanto, pone de manitiesto la relacién de dependencia enire las acti-
vidades y las situaciones configuradoras del proyecto cuya ejecucidn sc pre-
tende optimizar.
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El grato anterior responde a un proyecto comprensivo de 9 actividades rea-
les y una actividad ficticia que tienen que ejecutarse ¢n un determinado orden
y que implican un tiempo medio (Tiempo Pert) expresado en dias ial como se
detalla en la siguiente Tabla n.” 1.
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Caracteristicas del Proyecto.
Tabla niim. |
Tiempo

Actividad medio (T} Interrelaciones
ALY, -V 14 Dias <DyE
B(V,-Vy 12 <FyG
C(V,-V) 15 <G
D (Va- Vo) 10 <H
B (V- Vo) 9 <l
F{V,-V,) 11 <1
GV, -V 17 <1
H(Vs- Vo) 13 -
[(V,-Vy) 15 _

Dado que la actividad B precede a F y G, se tie-
ae que establecer una actividud ficticia (f) 0 sin
duracion temporal que une log vértices Vi y V,,
El simbolo < significa que una actividad prece-
de a otra u ofras.

El grafo PERT tiene un nimero finito de acti-
vidades, es conexo, no tiene circuitos y entre
cada par de vértices cxiste un solo arco. Se
denoming camine una sucesion de arcos orien-
tados en el mismo sentido. Para el proyecto
considerado hay, por lo tanto. los siguicnles
caminos:

VI1-V2-V35-V7 con una duracion de 37 dias.
V1-V2-V6-V7 con una duracion de 38 dias.
VI1-VA-V6-V7 con una duracion de 38 dias.
V1-V3-V4-V6-V7 con una duracion de 44 dias.
VI-V4-V6-V7 con una duracion de 47 dias.

Esle ultimo, con ¢l mayor nlimero de dias. defi-
ne el denominado camino critico, es decir, es el
camine de mayor duracidn temporal entre los
nudos o vértices inicial y final.

El tiempo medio E(T). o duracion (D) de la
actividad definida por ¢l nudo i el nudo 4, se
obliene, en situacidn de incertidumbre, de
promediar el tiempo optimista (T}, que es
aquel ticmpo de cjecucidn de la actividad en
las mejores condiciones posibles; ¢l rienipo
normal (T,), en condiciones normales, v el
tiempo pesimista (T,), en tas condiciones mads
desfavorables. Responde a la siguiente ¥or-
mula:

T, + 4T, + T,
T=ET)=—
6

Ademas el tiempo Pert, definido para cada una
de las actividades en la forma indicada, hay que
tener en cuenta para cada una de jos nudos, los
denominados:

Tiempo «earlvy representado en el grafo \L ¥
que corresponde al momento en gque, como
muy pronto. se logra la situacion del nudo i, es
decir, el momento mds proximeo al origen o
comienzo de cjecucion del proyecto (lo cual
implica que se hayan realizado todas las activi-
dades precedentes que sean necesarias para
alcanzar dicho nudo). D
Tiempa «lasi» represeniado en el grafo | ¥
que corresponde al momento ¢n que, como
muy tarde, sc habra conscguido la situacion
del nude i, de suerte que no s¢ produzca
retraso alguno cn cl plazo total de cjecu-
cidn,

El analisis del PERT revela, como veremos a continnacion, fa existencia
de un camine critico que define el método que recibe la denominacion de
CPM (Critical Path Method = Método del Camino Critico). Existe, pues, una
estrecha relacion entre el PERT y el CPM. Son, en definitiva, dos técnicas que
permiten planificar, programar y coordinar las diversas actividades de un pro-
yecto complejo, reduciendo la incertidumbre que gravita sobre las decisiones
que tiene que tomar la direccidn.

El método PERT pretende la reduccién del camino critico, es decir, el acor-
tamiento del tiempo de ejecucion del proyecto. De ahi que el PERT analiza la
duracion de todas y cada una de las actividades que integran el proyecto pero
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basandose en un nivel de coste, mientras que ¢l CPM relaciona las posibles
duraciones de aquéllas con el coste correspondiente. Con ambas écnicas s¢
trata, por consiguiente, de encontrar una duracion de ejecucion del proyecto de
modo que el coste total sea minimo. Cabe. pues, diferenciar; 1) el PERT-Time.
cuya finalidad es el conocimiento del tiempo de ejecucion del proyecto y de
todas las actividades que lo integran: 2) el PERT-Cost, cuya finalidad es el
mejoramiento u optimizacion en ta ejecucion del proyecto y el empleo de los
recursos, determinando aquella duracion que siendo la menor posible le
corresponda, a su vez, el minimo coste, y 3) el PERT-control, cuya finalidad
es el seguimiento y control de la ejecucion del provecto.

Como sefiala FERNANDEZ PirLa. J. M? (1974, Ta aplicacidn del PERT supo-
ne, resumidamente, las siguientes fases o etapas: 1.* Ordenacion del conjunto
de actividades y elaboracion del correspondiente diagrama (grafo o red): 2.°
Estudio del tiempo de ejecucidn de cada actividad o tarca: 3. Califtcacidon de
las actividades y descubrimientio del camino critico; 4.7 Calificacion de tiem-
pos para cada actividad; 5. Politica de ejecucion para la mejor disposicidn de
los recursos y que supone el estudio econdmico de costes y rendimientos que
se pucden derivar de las moditicaciones estructurales en ¢l proyecto.

Uno de los aspectos de especial importancia es la determinacion correcta
del grafo, diagrama o red, representativo del proyecto tenicndo en cuenta las
relaciones de preferencia que se dan entre [as diferentes actividades que o
integran. Existen para ello dos procedimientos que de forma sistemidtica nos
ayudan a ello: la matriz de encadenamientos y el cuadro de prelaciones.

El estudio de los tiempos de cjccucion (expresado en horas, dias, meses,
elc.) es otra de las cuestiones a la que se tiene que prestar atencion. Es evi-
dente, que si ¢l tiempo de duracién de una actividad se conoce con certeza
(determinismao) la asignacion es Gnica y no presenta ningan problema; por el
contrario, para actividades de duracion aleatoria es preciso caleular una esti-
macion media del tiempo de duracidn a partir de un modelo teorico de proba-
bilidad, admiténdose, entre otros, como el mids adecuado el de la distribucion
BETA (B). Como se verd. y sobre lia base de introducir algunas simplificacio-
nes en la formulacion de esta distribucion. en la priactica se va a manejar una
distribucion normal tipificada cuya validez, no obstante, reclama que el nime-
ro de actividades del proyecto sca grande.

Es decir, si las duraciones de las actividades no se conocen con certeza s¢
estima para cada una de ellas tres posibles valores ~optimista (T,), normal (T)
y pesimista (Typ)— v se admite como vilida. entre otras, la citada distribucion 3
cuya funcion de densidad (con p=0 v ¢>0 como pardmetros) es:

f(T)y =0 o< T<T,
(T—Tp (1, Ty
A7) = : T«<T<T,
(T, T - Bip+1.g+1)
(ry=0 T,<T<ee



PERT v CPM: Programacicn y control de proyectos 275

y que responde a la representacion grafica campaniforme de asimetria a la
derecha o la izquierda, tal como se detalla en la Fig. 2. El valor medio T, repre-
sentativo de la duracion asi estimada, es el que divide la distribucion en dos
dreas con el 50% de probabilidades cada una de ellas, es decir no suele coin-
cidir con el tiempo T, (tiempo mds probable o tiempo modal). Si asi fuera, la
distribucidn serfa simétrica (coincidencia del tiempo normal o mds probable
con la moda de la distribucion) y la representacion grafica se asemejaria a una
campana de Gauss,

La funcion § existe s6lo entre los valores T,
\ (duracidn minima = Uempo optimista) y T,
(duracién méxima = ticmpo pesimista), alcan-
| zando L [uncion de densidad su valor maximeo
[ para T, (duracidn mds probable = tiempo nor-
| mal). La esperanza maiemdtica y la varianza vie- ‘

nen dadis pos:
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En la prictica sc opera de forma aproximada
admiliendo que para los pardmetros py ¢ sc cum-
[ plequep+gvaledyquefp+ 1) (g+ 1iiip+y
+ 3} vale 1, con lo cual ¥ a los efectos operativos
se Henc que la esperanza mateniitica y Wovarian-
za vienen dadas por: ‘
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Dentro de las diferentes notaciones que se pueden utilizar, se ha adoptado
la que se recoge en la Fig. 1, relativa a un proyecto hipotético integrado por 9
actividades reales que motivan 7 situactones ¢ acontecimientos.

Establecidos los aspectos basicos definidores del método PERT, es decir
los conceptos operativos, se analizan a continuacidn los procedimientos meto-
doldgicos para su efectiva aplicacion.

2. LA METODOLOGIA DEL CAMINO CRITICO

La duracién total del proyecto viene siempre condicionada por ¢l conjunto de
actividades que definen el camino critico. Hemaos visto para nuestro ejemplo, que
las posibles rutas para alcanzar el nudo final son cinco y dado que todas las acti-
vidades, nueve, tienen que realizarse es facilmente comprensible gue la nuta que
lo define viene dada por Ja cadena V.-V,-V.-V . es decir por las actividades C, G
e I (actividades criticas) que totalizan fa mayor duracion temporal, 47 dias.

Ahora bien. cuando el proyecto es de gran envergadura, la determinacion de las
actividades que forman el camino critico reclama una metodologfa como la que se
expone a continuacion y basada en el cdlculo de los tiempos «carly» y «last» de cada
uno de los nudos. Si para el nudo j sc verifica que E=L.. signitica que el aconteci-
miento definido por el mismo se produce en una fecha fija y por ello el nudo es fijo:
si E# L., significa que existe una helgura temporal para alcanzar ¢l acontecimiento,
no hay una fecha fija, y de ahi que el nudo sea flotante. oscilante o fluctuante y que
se define dicha holgura por O= L -E.. El camino critico estd jalonado por nudos fijos,
es decir, por el conjunto de arcos que representan actividades cuya ejecucion consu-
me la totalidad del ttempo que media entre dichos nudos. Para los nudos inicial y
final se cumple siempre la coincidencia de 0s ticmpos «early» y «lasts.

Cdlculo de los tiempos «early». Se efectia comenzando por ¢l nudo inicial
al que se le asigna un tiempo «carly» igual a 0. Para los nudos inmediatos de
todas las actividades que parten del nudo inicial, los tiempos «early» se corres-
ponderdn con las respectivas duraciones. Para las actividades de los restantes
nudos, los tiempos «early» verificardn que:

E =max|E +D|[. ¥V

E! tiempo «early» del tiltimo nudo indica ¢l tiempo necesario para finalizar
la ejecucion del proyecto.

Cileulo de los tiempos «last». Se efectita partiendo del dltimo nudo, cuyo
tiempo «early» va se conoce, hasta llegar al nudo inicial. El cilculo que es
también iterative responde a la signiente férmula:

L, =min[L, - D, V¥,

En ¢l grafo de la Fig. 1 se dan los datos correspondientes a los tiempos
«earlys y «last» de los correspondientes nudos y cuyos valores se han obteni-
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do en base a las férmulas anteriores. La disposicién de los cdlculos se ofrece
en la siguiente Tabla 2:

Tiempos EARLY Tiempos LLAST.-Tabla 2
T 1
Vi | Vi [Act.| Dy | EaDy | B | Vi | Vi |Act | Dy | LDy | L
vil x| = | = (* B ERERE I

Vo | Vi | (A | 4 [ 0+4=4 | 14 | Ve | V7 | (1) | 15 | 47-15=32 | 32
Vo | Vo [ (B) | 02 | 0+12=12 | 12 | Vs | V7 | (H) | 13 | 47-13=34 M

Va | Ve [ (C) | 15 | 0+05=15 [ 18 | Ve | Ve (G) | 17 | 32-17=15 | 15

Vi | (| 0 | o+12=02 Va | Ve | (F) | 1| 32-1=21
Vs | Vo | (D) | 10 | 14+10=24 24 ve g | 0 | as0=15 |15
Vo | Vo | (B 9 | 1449=23 Vi | Ve | (E) | 9 | 329=03 |23
Vi | (F) | 11| 12410=23 Vs | (D) | 10 | 34-10=24
Vo | (G) | 17 | d5+17=32) 32 | Vo | Ve | qC) | 45 | 0505=0 | 0
Vo | Vs | (H) | 13| 24403=37 Vi | | 12 | 151223
| Ve | (D | 15 | 32415=47| 47 Lve Ay | 14| 231429

El camino critico viene jalonado por las actividades definidas por nudos fijos, es decir, por
aquellos en los que se cumple que ticmpo «early» ¢s igual al tiempo «last». En nuestro ejemplo, se
cumple csta coincidencia en los vértices V.. V.. Vo y V. ¥y por I tunto dicho camino esta formado
por las actividudes C, G ¢ 1. Los valores obtenidos para los citados tiempos en cada uno de los
nudos quedan retlejados en el grafo de la Fig [

El célculo de los tiempos «early» y «last» se puede efectuar siguiendo otros
métodos. siendo de corriente aplicacion, sobre todo cuando el proyecto cons-
ta de un elevado nimero de actividades, el matricial de Zaderenko S. G
(1968).

3. CALIFICACION DE LAS HOLGURAS TEMPORALES

La determinacién del camino critico pone en evidencia qué actividades del
proyecto tienen holgura temporal, es decir, aquéllas que disponen para su eje-
cucion de mds tiempo del que necesitan para su realizacion. El andlisis de las
posibles holguras permiten hacer una clasificacion de los tiempos en tres tipos:
1) Tiempo total sobrante de fluctuacién (T,); 2) Tiempo libre (T,), v 3) Tiem-
po independiente (T)). Es evidente, después de lo apuntado anteriormente, que
para las actividades definidoras del camino critico se consume la totatidad del
tiempo que media entre dos nudos y que, por consiguiente, se cumple que T,= 0,
circunstancia que va asociada al hecho de que para los nudos que jalonan dicho
camino se cumple que el tiempo «early» es igual al ticmpo «last» ; mientras que
para los restantes caminos se producen holguras temporales al no producirse
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tal coincidencia y que, por lo tanto. TF > (. El anilisis de qué tipo de holgura
se produce es particularmente importante para la mejor y efectiva realizacion
del proyecto, habida cuenta, por otra parte, la relacidn que existe entre ellas.
Precisemos el significado de las diferentes holguras:

Tiempo de fluctuacion total o Hempo sobrante total (T,), cs la mayor dis-
ponibilidad de tiempo que puede afectarse a la ejecucion de una actividad con
perjuicio de los liempos sobrantes en las actividades precedentes y siguientes.
La holgura total de una determinada actividad es. por otra parte, el tiempo
maximo que puede prolongarse o retrasarse ¢f tiempo de ejecucion de la mis-
ma sin que ello altere la fecha de terminacion del proyecto. Se obtiene de la
siguiente forma:

T.=L~-E-D

Tiempo lLibre (TL), cantidad del tiempo total que se puede utilizar sin afec-
tar a las holguras de las actividades siguientes, pero que reducird, sin embar-
g0, las holguras de las actividades precedentes. Viene dado por:

T=E-E-D=T.-0
{(yuque O, =L, -E).

Tiempo independiente (T,), es la parte del tiempo libre en que puede alar-
garse una cierta actividad sin afectar a las holguras de las actividades prece-
dentes y siguientes. Esta holgura sc pierde si no es utilizada en la propia acti-
vidad. Se formuly asi:

T=E-L-D=T -0=T, -0,-0
(vaque O =L -E . O=L-E})

Recurriendo al grafo detallado en 1a Fig. 1 las holguras temporales sc pro-
ducen en los nudos V., V. y V. con los siguientes grados de oscilacion:

O.=L-E=23-14=9
0.=L-E=15-12=3
O.=l.-E=34-24=10

mientras que para los restantes vértices las oscilaciones son nulas al ser los que
jalonan el camino critico.

En la siguiente Tabla 3 se ofrece la clasificacion de los tiempos sobrantes
correspondientes al citado grafo de nuestro gjemplo, haciéndose a continua-
cién una representacion grifica que nos permite apreciar el significado de las
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diferentes holguras a tenor de la definicion que anteriormente se ha dado para
las mismas.

HOLGURAS TEMPORALES: CALCULO Y CLASIFICACION  Tabla 3

Actividad | Duracion Tiempo «eariy» Tiempo «last» Holguras

Vi-Vi( ) Dij Nudoi | Nudoj | Nudoi | Nudoj TF Tt TI
VI-V2(A) 14 0 14 { 23 9 0 0
VI-V3(B) 12 1] 12 ] 15 3
Vi-V4(() 15 0 15 ] 15 ] o 0
V2-¥5(h) 10 | 14 24 23 34 10 0 -9
V2-Vé (E) 9 14 32 23 2 9 9 0
V3-V4 (f) ] 12 15 5 15 3 3 0
V3-Ve (F) 11 12 X 15 32 9 9 6
V4-V6 (G) 17 15 32 15 32 0 0 0
V3-V7 (H) 13 24 47 34 47 10 10 0
ve-V7{h 15 | 32 ] 47 32 | 47 ¢ | 0 A

Noret: Un valor negativo para una holgura. tal como la independjente de la actividad D no tiene
sentido y es, por tanto, equivalente a valor cero.

Tomando en consideracién la actividad V2-VO (E) se puede hacer cl
siguiente grafico (Fig. 3) que ayuda a comprender el alcance y significado de
las holguras temporales que se pueden producir en la ejecucion del proyecto.

[0 14 23 32 47
* * *. | i *l Dias
[ T L |
[ T ] ?
R
Fig. 3

La zona oscura se corresponde con la duracién de la actividad

Es importante lener en cuenta que en un proyecto complejo y con un ele-
vado nimero de actividades puede haber mds de un camino critico. En el caso
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sencillo de nuestro grafo se ve que si Ja duracién de la actividad (B) fuera de
15 dias, se obtendria otro camino critico definido por V-V -~V ~V-V.. Lag
actividades criticas se caracterizan porque un retraso en la ejecucién de cual-
quiera de cllas implica un retraso de ta misma magnitud en ¢l proyecto total,

Por otra parte, aquellas actividades con holguras relativamentc pequeitas se
denominan subcriticas. As{, recurricndo a nuestro grafo original y tenicndo en
cuenta los datos recogidos en la Tabla 3. las actividades V-V (B) y V-V (D)
cabe calificarlas de subecriticas en primer lugar; las actividades V-V, (A},
V-V, (E) y la V-V, serfan subcriticas en segundo lugar, ete. Cabe, por consi-
guiente, hablar de caminos subcriticos. Como se verd mids adelante, ¢l CPM
nos permite definir también el denominado camino critico irreducible.

El andlisis y calificacion de los tiempos sobrantes es una cuestion funda-
mental en a correcta aplicacién del método PERT por parte de lu direccion del
proyecto. El posible acortamiento del tiempo de cjecucion de las diferentes
tareas o actividades es de gran importancia estratégica y puede, sin duda,
reportar grandes ventajas derivadas de la correcta asignacion de los recursos
con que se cuenta para levarlo a cabo. El PERT en cuanto a los aspectlos ana-
lizados sc convierte, por tanto. cn la antesala del CPM.

4. EL CAMINO CRITICO COMO VARIABLE ALEATORIA

Ya se ha visto anteriormente que cuando las duraciones de las actividades
no se conocen con certeza hay que operar en términos de probabilidad, esti-
mando para la ejecucion de cada actividad el tiempo optimista, ¢l pesimista y
el normal. En este caso. las duracion de cada actividad se considera como una
variable aleatoria. calculdndose a tal efecto la esperanza matematica, la varian-
za y la desviacién tipica. Para el grafo que hemos usado de ejemplo se ha
supuesto para cada actividad los tiempos que se detallan en la Tabla 4.

Admitiendo el modelo tedrico de la distribucion Beta (de parametros, py @) v
con las correcciones admisibles en Ja prictica de hacer p+g=4 y {(p+1).(g+1 ¥(p+q+3)
igual a la unidad, se conclufa que para la duracién de cada actividad Dij se puede
definir la esperanza matematica v la varianza tal como se ha dicho.

Al ser, por tanto, las duractones variables aleatorias es evidente que se pue-
de considerar, a su vez, el camino critico como una variable aleatoria que
vamos de designar por T#, de tal forma que su esperanza y su varianza ven-
drian dadas por:

E(T*)=Y, E(D,)
ij e U*

o2 (T#)=2, gUD))
1j e U*

siendo U* el conjunto de arcos (actividades) que definen el camino critico.
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La plena validez del siguiente razonamiento cabe tan sélo admitirla si
se pudiera hablar de un camino critico formado por un nimero infinta-
mente grande de actividades independientes, pues en ese caso se podria
aplicar sin ningiin reparo lo que nos dice el Teorema Central del Limite:
Cuando el niimero de variables aleatorias independientes, cualquiera que
sea la distribucion de probabilidad a la que se ajusten, es infintamente
grande motiva que la suma de dichas variables tienda a una distribucion
normal, cuya media y varianza son, respectivamente, la suma de las
medias v varianzas de cada una de las variables. Es decir, se cumpliria
entonces que:

T* — NE(T*),0 (T%)]

1 oo

designando por N la distribucidon normal de Gauss que viene dada por la
siguiente expresion:

-1
=1 T+_Eya2
5 ( )

N = ] c
oN2r

. . . L * F
Cuando la variable T* viene expresada en unidades de desviacion, € =1 5

entonces se obtiene la forma tipificada:

k]

_LEZ

_ |

N="vr €

diciéndose en este caso que € (variable tipificada) se distribuye normalmen-
te con media cero y varianza uno. En la Fig. 4 recoge la curva correspon-
diente con indicacién de las dreas incluidas entre € =-1 y +1, € =-2 y +2,
£ =-3 vy +3, que son, respectivamente, el 68,27%, 95,45% y 99.73% del drea
total que vale uno. Valiéndose de tablas ya elaboradas se definen las dreas
bajo esta curva, limitadas por la ordenada para € =0 y cualquier otre valor
positivo de €.

Dado que cualquier proyecto, por complejo que sea, consta de un nimero
finito de actividades de duracidn aleatoria —no todas, ademds, independien-
tes—, la aceptacion de la distribucién normal es muy discutible y, en todo caso,
reclama que el nimero de actividades sea discretamente elevado (no menos de
30, de las cuales 10 6 12 definan el posible camino critico).

Admitiendo que la distribucién Beta (corregida) se pueda sustituir por la
Distribucion Normal Tipificada la variable normal € de media cero y desvia-
cién tipica la unidad, cuyos valores estdn tabulados estadisticamente, viene
dada, por tanto, por la expresion
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T* — E(T*
S(T#)

que es esencial, como veremos mds adelante, para abordar el cdlculo de cual-
quier probablidad para la variable aleatoria T#.

Temando en consideracion el grafo ejemplo, las duraciones que figuran
para las diferentes actividades se han obtenido promediando los valores alea-
torios que se detallan en la Tabla 4 y determinando. ademds, los aspectos esta-
disticos reveladores de la esperanza malemadtica, la varianza y la desviacidn
tipica conforme a una distribucion normai.

ANALISIS ESTADISTICO DE LAS DURACIONES ALEATORIAS Tabla 4

Tiempos estimados: [ r';jf&;‘:::’:a( Varianza I Desviacion
Actividad | T. maximo | F.normal | T.minimo | Dij=E(Tij) tipica
VI-VZ (A) 21 13 1 14 L7TTTTTTIR | 1,66666667
VI-V3{B) 14 12 10 12 (44444444 | 0,66666667
VI-V4(() 18 135 12 15 i )
V2-¥V3 (D) 12 10 B 10 0,44444444 | 0666606667
V2-V6 (E) 11 9 7 9 0,44444444 | 0666606667
ViV4(h 0 ] 1] 0 ] 0
V3-v¥o6 (F) 13 12 5 1 177777778 | 133333333
V4-V6 (G) 20 18 10 17 277777778 | 166666667
V5-¥7 (H) 16 13 10 13 i 1
Va-V7 () 19 15 Iy 15 L77777778 | 1,33333333

La esperanzi matematica de Ia variable T#=E{T*)=15+17+15=47

La varnza de la variable T#=1+2,777+1.777=5554;1a desviaciin tipica=2.356

La lectura atenta de los datos recogidos en la Tabla 4 revela que 1a media
de la variable aleatoria T* del camino critico es de 47 dias, es decir., es el
valor que representa el 50% de probabilidad de acabar el proyecto en ese
plazo.

Todo el planteamiento anterior pone de manifiesto que en términos acep-
tables la distribucion Beta da paso a una Distribucion Normal Tipificada cuya
representacion es la conocida campana de Gauss. tal como se detalla en la
Fig. 4.
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Fig. 4

DISTRIBUCION NORMAL (¢,1)

5. RELACION TIEMPO-PROBABILIDAD

Con la informacién contenida en la tabla y los datos tabulados para una
curva normal tipificada se determinan a continuacién: 1) la probabilidad de
que el proyecto se termine antes de una fecha determinada, o bien, 2) la fecha
de terminacion para cada nivel de probabilidad.

Son éstas dos importantes cuestiones que le interesa conocer a los respon-
sables del proyecto cuando las actividades que lo integran tienen una duracion
aleatoria. Sabemos, como se apuntd anteriormente para el proyecto gjemplo,
que la terminacién en 47 dias le corresponde una probabilidad del 50%. Lo
que se pretende abora es determinar la probabilidad de concluirlo por encima
o por debajo de dicho plazo.

La primera cuestidn, pues, s¢ resuelve calculando para una fecha determi-
nada, k, la probabilidad correspondiente detinida asi:

P(T* £ K)

Para cllo, partiendo de la expresion que nos relaciona la variable aleatoria

del camino critico, T*#, con la variable normal tipificada, €,
T* =¢ - (T*) + E(T*)
se obtiene la siguiente expresion de probabilidad:

Ple- o (T*) + E(T*) <K] =P [esw_(_lKﬂ*ET* I
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Ejemplo: Para nuestro grafo, la probabilidad de terminar ¢! proyecto antes de 49 dias seria:

4947
P(T* <49 =05+ PO ST <49) =05+ PI2356 £+ 4749 =05+ P | £ = =
2,356

=054 Pe<0849) =05+ 02998 = 0,7998 = 79.98%

La segunda cuestion, es decir, cuando se pretende conocer la fecha de ter-
minacion para una determinada probabilidad, H, se resuelve
P{(T*<K)=H
siendo H un valor comprendido entre 0 y 1. Es decir, se calcula:

p [ezu(p]:mssm:ﬁ
o(T*)

teniendo en cuenta que:

[5o] -

Ejemplo: Para nuestro grafo, el tiempo necesarto para la terminacion del proyecto cen una proba-

bilidad del 95% seria:
k — 47
P(T*<k)=0085=P[2356c+47<kj=P ] < =
2,356

=Ple<sk’]

Sein las tablas estadisticas, la abeisa que deja a su izquicrda una probabilidad del 95%: cs préicti-
camente para K = 1,65, luego:

K-47
1,65 = —— | luego K =47 + 1.65 x 2,356 = 47 + 38887 = 50,3887 dias.

Para nuestro grafo-gjemplo la aplicacion de la formulas anteriores, y
valiéndonos de las tablas estadisticas de a distribucion normal tipificada, nos
permiten determinar las siguientes situaciones recogidas cn la Tabla 5:
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RELACION TIEMPO-PROBABILIDAD-TIEMPQ. Tabla 5

Probabilidad de finalizar Fecha terminacion
en K dias: para una probabilidad H

Kdato) | P (T*<(K) H(dato) K

43 dias 0,0455 (4.55%) | 0,2451 (24,51%) 45,374 dias
44 dias 0,102 (10,2%) | 0,3632 (36,32%) 46,175 dias
47 dias 0,5 (50,%) 0,5 (50%) 47 dias

49 dias 0,7995 (79,95%)| 0,6664 (66,64%) 48,013 dias
51 dias 0,9545  (95,45%)| 0,9082 (90,82%) 50,133 dias

Los calculos se han hecho teniendo en cuenta:
E(T*) =47 dias -6 {T*) = 5,544 -5 (T*) = 2,356

Los datos recogidos en esta Tabla 5 revelan por una parte que la termina-
cion del proyecto tiene una probabilidad comprendida entre 0,5(50%) y
1(100%) para duraciones que estén por encima de 47 dias, en tanto que para
aquéllas que estén por debajo la probabilidad estard situada en 0 (0%) y 0.5
(50%3). En nuestro ejemplo, la varianza para cada una de las actividades mide
el riesgo de no acertar la duracién media calculada para las mismas y que serd
tanto mayor cuanto mayor sea el recorrido de incertidumbre definido por las
fechas optimista y pesimista correspondientes (recuerdese que la varianza es
el cuadrado de un sexto del recorrido y que, por consiguiente la desviacion
tipica es igual a un sexto del recorrido). Dado que la varianza para el camino
critico es la suma de las varianzas de las actividades que lo conforman, esta
claro que cuanto menor sea el valor de la misma tanto menor serd el riesgo de
no acertar ¢n fa duracién total del proyecto.

6. EL. PERT-COST/CPM

La realizacién de las diversas actividades del proyecto implican como es
logico la utilizacién de recursos de muy diversa naturaleza que suponen evi-
dentemente un coste. Es importante diferenciar, por una parte, los costes direc-
tos y, por otra, los costes indirectos, que motivan la realizacién de todas y cada
una de las actividades del proyecto en razén del consumo de factores o de
recursos que demandan cada una de ellas. Los costes totales de las diferentes
actividades del proyecto son la resultante de los costes directos ¢ indirectos
que se le asignan a las mismas. Relacionando los diferentes costes con los
tiempos o duraciones resulta facil entender que el comportamiento de los mis-
mos es bien diferente.

Los costes directos de una actividad derivan, principalmente, de los costes
del trabajo, materiales y equipos que son necesarios para llevarla a cabo.
Segun las circunstancias, véase la Fig. 5, son varios los modelos tiempo-cos-
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te directo que se pueden dar. Segun RiGas, 1. L. (1973). la reduccion del tiem-
po de ejecucion de una actividad puede motivar: 1) Incremento lineal del cos-
te (mod. A), que corresponde con aquellas Lareas o actividades que pucden ser
realizadas eficientemente aumentando los recursos ulilizados; 2) Cosles cons-
tantes {mod. B) que no varian con el tiempo, como suele ocurrir, por ejemplo,
con las actividades subcontratadas para la que se ha establecido un tiempo
minimo; 3) Aumento brusco del coste directo (mod. C) en un momento dado;
4y Incremento més que proporcional del coste (mod. D) a medida que se redu-
ce el Gempo, comportamiento muy corriente y que se produce para aquellas
actividades con ciertas limitaciones que impiden que un incremento en los
recursos asignados produzea un rendimiento proporcional; 5) Relaciones dis-
continuas coste-tiempo {(mod. E) que se producen, por ejemplo, en actividades
de tiempo de repario. donde solo existe un coste para el tiempo corriente y otro
para el urgentc.

Fig. 5
{_TIEMPO-COSTE DIRECTO )
Coste Mod A
e
(4] Ti:'mpo
Coste Mod.B
I & Corte Mod.D
vd
O T. minimo Tiempo »
O Tleznpo
Coste Mod.C o Coste Mod E
\ r—llrgente
. Nomw]—4
-\
a »
0 Tiempe O Tiempo
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En cuanto a los costes indirectos, las principales fuentes son los gastos
generales, los de supervision, intereses, primas, etc. Esta clase de costes sue-
len variar {tal como se detalla en la Fig. 6) mds que proporcionalmente a medi-
da que aumenta el tiempo de realizacion de la actividad.

El coste total (C)) es, por tanto, la suma del coste directo (C,) v del coste
indirecto (C)), es decir,

C.=C.+C

y cuya representacion grafica, considerando una variacién mas que proporcio-
nal para los costes directos e indirectos, es:

( COSTES TOTALES, MRECTOS £ ]

INDIRECTOS

Costes

2

Tiempo

Conforine con la representacion anterior, existe una duracién que hace
minimo el coste total, como resultante del coste directo e indirecto que corres-
ponde a una actividad determinada. El coste indirecto generalmente se puede
suponer como dependiente de la duracién del proyecto, es decir, C=f (T*).

6. EL COSTE DIRECTO TOTAL Y EL COEFICIENTE o,

Para su determinacion es preciso analizar la aceleracién temporal de las
actividades definiendo para cada una de ellas el coste unitarie de reduccién.
Es decir, partiendo del coste directo (Mod. D) se opera de forma aproximada
sustituyendo la curva por el segmento AB (Ver Fig. 7) y se calcula para cada
actividad el coeficiente de coste {ij que mide el incremento de coste por uni-
dad de tiempo reducida.
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Fig. 7
COSTE D ij
Coste Se hace 1a simplificacion de
un comportamiento lineal
del coste directo para nna
C A!d,-j, C’H('J)] variacion umpor:l deln
cJ— BID,, Cxii)]
-‘-"'--_-
0 dij Dij Tien?po

La ecuacion de la recta que pasa por fos puntos A y B viene dada por:

O,
" D,—d,

C.-C,
I3, -4,

1+C.— d,

Se trata de una recta que se puede escribir asi:

¢, =m,.l, +n,

es decir de pendiente m, negativa y ordenada en el origen igual an,.

Es evidente que dicho incremento se expresa de la siguiente forma:

_G-C

%E P, 4,

por lo tanto la ecuacion de la recta AB se puede escribir de la siguiente
forma:

C,==-0-t+n

Habida cuenta que la culminacién del proyecto supone la realizacion de
todas las actividades, el coste directo total vendrd dado por:

Ze, =2 (o -t +m)
[leU tije U

siendo U el conjunto de actividudes que integran el proyecto.

El coste directo. por tanto, se expresa en funcién de ¢ij.
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La forma en que se ha operado implica, evidentemente, un error que serd
tanto mayor cuanto mayor sea la curvatura respecto al arco AB, lo que se
podria paliar, no obstante, ajustando una linea quebrada con tantos tramos
como se quisiera entre A y B. En la practica, sin embargo, y por facilitar la
operativa se suele utilizar para cada tarea o actividad f un segmento dnico tal
como se ofrece en la Fig, 7.

Esto es tanto como decir que para cada actividad se conoce la relacidn entre
la duracién y el coste directo:

D, (Duracién normal) <-------------- > C,(ij) (Coste directo normal)
d, (Duracién minima) <-------------- > Cu(ij) (Coste directo maximo)

Como se verd a continuacion, la determinacion de los coeficientes de
coste (ij para cada una de las actividades que integran el proyecto es
imprescindible para estimar la duracién minima posible del proyecto con
¢l menor coste posible. En definitiva, la duracidén de minimo coste serd
aquella para la cual la suma de los costes directos ¢ indirectos sea la menor
posible.

Para los costes indirectos se admite que respondan a una funcion como la
siguiente:

C, =Flhy=o0k+r A

que responde a la siguiente representacion grifica:

(COSTE INDIRECTO) Fig. 8

tgo=r

8. LA DURACION DE MINIMO COSTE Y EL CAMINO CRITICO
IRREDUCIBLE

Llegados a este punto se estd en condiciones de formular con rigor un
modelo de programacion lineal paramétrica en el que el pardmetro A es el pla-
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zo de ejecuciin en las distintas situactones que se pueden tformular. Ese mode-
lo tiene como funcidn objetivo el coste directo total que se trata de minimizar
y que estd sujeta a un conjunto de restricciones definidas por los diferentes
caminos gque se pueden establecer entre el vértice o nudo inicial y el vértice o
nudo final y de tal forma que para cada actividad {7 el tiempo de ejecucion, t,,
esté comprendido entre la duracidn normal (D,) v Ta duracién extrema (d,). El
planteamiento analitico seria:

MinZ =MinZ(n, —o,-t)=MinZ -, t,=Max. X a1,

pel jell e
sujeta a las sigoientes restricciones:

d, =, =D,

Xt, <A v.U*e U,
jje L*
ent donde: U™ es el conjunto de arcos que forman un camino entre los vértices inicial
y final; U, el conjunto de caminos entre dichos vértices; A es el pardmetro a variar.
Este planteamiento basado en un modelo de programacion lineal paramé-
trica puede ser sustituido con ventaja si el nimero de actividades no es muy
elevado por un procedimiento de cdlculo de aproximaciones sucesivas.
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