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1. CONJETURASY PROPOSICIONES

La Teoría de Números se caracteriza por contener,ademásde los teo-
remasfundamentalesque integransusprincipios científicos, unaamplia
gamade proposicionesy conjeturasmarginalesqueno alcanzanla catego-
ría de teoremas.Son proposicionesparalas queno se ha encontradouna
demostracióngeneral,o paralasque,alverificarlas,seobservaquesecum-
plenparadeterminadosvaloresconsecutivosde n (n=<l, 2, 3...) perofallan
en algunosotros.

Estasparticularidadesdelas proposicionesmarginaleshacenquedé la
sensaciónde queel matemáticopierdeel tiempo investigando,cuando,a
nuestroentender,puedenservir como puntode partidaparadirigir la in-
vestigaciónen sentidoscomplementarios,como intentamoshaceral crear
el «Taorema»~.

Hemosde resaltarqueprecisamenteesasproposicionesy conjeturas
sonlasquehantenidohistóricamente,y tienenenla actualidad,mayorre-
sonanciaentrematemáticosy aficionados.Estoparecedebersetantoasu
reto desafiantetrassiglosde investigación,comoa los potentesrecursos
de análisismatemáticoquenormalmentese han tenido queutilizar para
demostrarenunciadosaparentementesencillos.

Por ejemplo,Gauss(1777-1855)formulóunaconjeturasobrela distri-
buciónde los númerosprimosque interpretóa travésde la función loga-
rítmica,tardándosecercade un siglo en obtenerseunademostraciónpor
Hadamardy de la ValléePoussín.

Unode loscasosmásnotablesde estasproposicionesesla llamada«úl-
tima hipótesis»de Fermat(1 .601-1665),quetodavíano ha sido resuelta,
trasmásdetressiglosy mediode investigación.

SegúnEric Temple,estaúltima hipótesisha prestadoun gran servicio
a las matemáticas.En efecto,ha instigadoeldesarrollode la teoríade nú-
merosalgebraicos.Estateoría influyó sobrealgunosconceptosprimor-
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diales,como por ejeniplo, los númerosimaginariosen el álgebra,quelue-
go hanactuadodirectamentesobrela físicamatemáticamoderna.

Sobreestabase,Kummer yahabíademostradola hipótesisde Fermat
en 1.850 paratodoslos exponentesmenoresque100. Posterioresdesarro-
líos, en los queha intervenidoinclusola informática,hansuperadolosva-
loresprimosdephasta125.000.Sin embargo,Kummerno consiguiólage-
neralizaciónquepretendía.

Hastaahora,todoslos intentosdedemostracióngeneraldequela ecua-
cIón X~ + — Ves imposible,hantenidoquedistinguirdoscasos:p no di-
vide a ningunodc los númerosX. Y, Z; p divide uno de ellos. El segundo
casopareceser,con mucho,el másdifícil.

Parael primer supuesto,J.B. Rosserdemostréen 1.940quela hipóte-
sís eracierta para todoslos exponentesprimosimparesqueno rebasaran
41.000.000.Estofué elevadoen 1941 por D.H. Lehmery E. Lehmerhasta
253.747.889.

Parala segundaposibiiidad,el límite superiorhasta1950erade607 por
H.S.Vandive.

En 1.983Gerd Faltingsconsiguiódemostrarel primer resultadogene-
ral relacionadocon estetema,aunquesólo fuerauna conclusiónparcial.
Establecióquesi la hipótesisdeFermattienesoluciones,éstasson un nú-
merofinito paraun exponentemayoro igual quetres.Parallegaraestere-
sultado,Faltingstuvo quedemostrarpreviamentelasverdadesintuidaspe-
ro indemostradasde Mordelí, Tatey Shaferevitch.

2. LA ULTIMA HIPOTESIS DE FERMAT

El análisisindeterminadotienecomofinalidadinvestigarsi ciertasecua-
cíonesde varias incógnitasadmitensolucionesenterasy hallar su expre-
sión general.

Diofanto de Alejandría,matemáticodel siglo IV, fué elprimeroenocu-
parsede esteproblema.TambiénFermatse interesóenél, acercadel que
enunciósu proposición:Hallar todoslos triángulos rectánguloscuyos la-
dos tienen medidasexpresadasen númerosenteros,es decir, resolveren
númerosenterosla ecuaciónindeterminada:

x2 + y~

Resueltade forma elementalestaecuación,aparecela preguntade si un
cubopuedeserlaadiciónde dos cubosy, en general,si un númeroelevadoa
unapotenciacualquierapuedeserla sumadedospotenciasdel mismogrado.

Fermatcontestónegativamentea estapreguntaen 1.637en unaanota-
ción marginal,escritaen latín,en el libro «Obrasde Diofanto» queacaba-
ha de sereditadoy enriquecidocon comentariosde Bachetde Méziriae,
que traducidaal castellano,significa:
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«No es posibledividir un cuboen doscubos,ni un bicuadradoen dos
hicuadradosy, de manerageneral,unapotenciacualquierade exponente
superioradosen dospotenciasde la mismaespecie.He descubiertouna
demostraciónnotablede estaproposición,perono cabríaenel margen»

Por desdichaestademostracióngeneralnuncase encontró.
Fermat sólo dejó el principio del métodoque empleópara los bicua-

drados:Por reducciónal absurdo.Consisteen demostrarque,si la ecua-
ción fueraposible,sepodríadeducirde ella otra con la mismaforma pero
con númerosX, Y y Z menoresy, de estaforma, sucesivamente,lo quese-
ría imposibleya que los númerosquefueransoluciónsesuponensiempre
no nulos.

Fermalllamó a estametodología«DescensoInfinito», sin entrarenma-
yoresdetalles,en unacartadirigida a suamigo Carcavi,conservadaen la
bibliotecade Leiden. Siguiendolas indicacionesde Fermat,Frenicle de
Bessy,otro amigodel matemático,reconstruyóla demostraciónen su «Tra-
tadode los triángulosrectángulosen Números»,publicadoen 1676.

3. REDUCCION DEL CAMPO DE INVESTIGACION

3d. En relación con las bases

Dada la ecuaciónindeterminada

(1)

si el máximocomúndivisorde (X, Y, Z) es r, dividiendo (1) entrer”, obte-
nemos

(2)

Siendoahora el máximo comúndivisor de X, Y, Z> igual a 1,serán pri-
mos entresí. Sin embargo,si dos númeroscualquierade ellostuviera un
mismofactor común,sustituidosen (2), obligaránal terceroa contenerlo
también,por lo queX, Y, Z tienenqueserprimosdosados. De aquíque,
fijado un númeroprimocualquiera,sólo puedecontenerlocomofactoruno
de los tres.

De lo anterior sededucequedel grupo (X, Y, Z) uno de ellostieneque
serpary los otrosdosimpares.

3.2. Limitación de Talbot

La desigualdad(X + Y)n > + Y” = Z> esmanifiesta.Si extraemosla
raiz n-ésimade los extremos,obtendremosX + Y > Z. También, como
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Z > X y Z > Y, resulta,poradiciónque2Z > X + Y, lo quenospermitees-

cribir

Z«zX±Y<2Z (3)

limitación deducidapor Talbot y usadapor él parademostrarque,si Z es

un númeroprimo, (1) es imposible.

3.3. Reducción acercade exponentes

Bastaríahacerla demostraciónparaloscasosen queelexponentefuera
cuatroy paraaquelen queel exponentefuerap. un númeroprimo impar

a. En el primercaso,si elexponenteno es divisible porningúnprimo
impar,seráunapotenciade dos. Perocomo se suponemayorde dos,tiene
quesercuatroo divisible por cuatro,n = 4m, pudiendoescribirse

(Xm~ + (ym)I (t~ (4)

Peroestaecuaciónesimposible,señaladoporFermaty demostradopor
Freniclede Bessy.

b. Demostradala imposibilidaddel primer caso,nosquedaestudiar
aquélen el queexponenteesun númeroprimo impar.

Suponiendon divisibleporun númeroprimo imparp, n mp, se obtiene

(X~y + (ym)r — (Zj” (5)

Por consiguiente, en lo sucesivo,analizaremos la posibilidad de la

ecuación
x~ + ~“ =

parap primo impar

4. PROPIEDADES Y TEOREMAS BASICOS

4.1. Metodología

Como indicamosen la introducción, pesea los esfuerzosrealizadospor
eminentesmatemáticosalo largo desiglosde investigación,quedaaúnpen-
diente por resolver,del amplio enunciadoinicial, la imposibilidad de la
ecuación

K’ + y” =
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paraX, Y, Z, primos entresi dosa doscon exponentep primo impar,ha-
biéndoseconseguido,además,yaen estascondiciones,sudemostraciónpa-
ra numerososcasosparticulares.

A nuestroentender,hemosresueltoel problema,utilizando un artifi-
cio, de forma quedichasoluciónquedacondicionadaal cumplimientode
unapropiedadelementaldedivisibilidad algebraica.

El artificio indicadopartede un principio lógico: «Unasupuestaigual-
dadnuméricano es cierta si al dividir susdosmiembrospor un mismonú-
mero,no nulo, se obtienenresultadoscontradictorios»

Al aplicar dicho artificio en la igualdadfundamentalX” + Y” = Z”, to-
mandocomo divisor común el formadopor X + Y. nos ha llevado a estu-
diar con másdetenimientola ley del restode Ruffini, parael casoparticu-
lar de la divisibilidad de su primer miembro

x+Y

descubriendodosformasdeserentera,lo quenosha permitido llegar a la
solucióndel problemaconcaráctergeneral.

A fin de evitar la discontinuidaden la lectura,relacionamosa conti-
nuaciónel conjuntode propiedadesy teoremasquenoshanservidodeba-
se parael desarrollodel trabajoy que,ensucaso,aparecerándemostrados
en los Apéndiceslos no intercaladosen el texto.

4.2. Propiedadesque seutilizarán

1

En la ecuacióndiofánticaX” + Y~ = Z”, (siendop númeroprimo impar),
X, Y, Z debenserprimosentresidos a dos,unode ellospary los dosres-
tantesimpares.

II

Sin quitar generalidad,podemosadmitir que

X<Y<Z

III

Aplicando la congruenciade Fermat,a cadavalor de los tresnúmeros
de la ecuación

xp + = zp (6)
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podemosconsiderarevidentela congruencia

Xr + Y’ - Z” X + Y - Z (mód p)

válida paracualquiervalor de X, Y, Z.
Si admitimosla igualdad (6), podremosescribir

X + Y — Z O (módp)

cuyassolucionesson

X±Y-Z~4)
X + Y — Z = kp

o lo quees lo mismo

a)
y b)

z=x+Y
Z + kp = X + Y

Laprimerasolución,a), daun valorZ = X + Y
gualdadde Talbot, Z < X + Y.

La segunda,b), suministraun valorplausible,

21 + kp = X + Y

queconsideramosigualdadfundamenad.
En ella, al serZ> Y, entonces

queno satisfacela desi-

(8)

kp < X (8)

paraquesecumpladichaigualdad,debiendo,además,serk un númeropar.

Iv Igualmenteel númeroZ o el formadopor X + Y no puedensernúme-

ros primos,yaque la ecuación

+ Y” = 21”

no seríaposibleen cadacaso.

‘y

La relación

21”

x+Y

(7)

a)
b)
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no es enterasi Z oX + Y sonnúmerosprimos,puestoque,de acuerdocon
la limitación deTalbot, Z < X + Y < 2Z, si Z fueraprimo, todoslos núme-
roscomprendidosentre21 y 2Z sonprimosconél,encontrándoseentreellos
X + Y; y si lasumaX + Y fueraun númeroprimo, lo seríanconél todossus
inferiores,dondefigura21>1.

5. TEOREMAS

5.1. Teorema 1

Si el cocientede dosnúmerosenteros

T

o

esmixto, esdecir, formadopor unaparteenteraN y otrafraccionaria

R

Q

y los términosdeestaúltima tienenun (m.c.d.)= d (d <O), entonces

Y

O

tambiéntendrácomo(m.c.d)a d.
Engeneral,el númeroT > O serámúltiplo deO si el (m.c.d.)de ambos

es O, en cuyo casola fracciónseráentera.Si el (m.c.d.) < O resultaríase-
mimúltiplo y la fracciónsimplificadatendríasustérminosprimosentresí.
[Como ejemplo deestesegundocaso,si la fracciónfuera40/ 14,el {m.c.d)
sería2 y la fracciónsimplificadasería20/7, primosentresí).

Parademostrarlo,bastallamar R’ y O~ a los cocientesde Ry O por d,
con lo que podemosescribir

=N +2L N + Rd _ (NQ±R)d
Q Q 0d Od

y comparandoel primer y último término,vemosquetanto1 comoO ad-
miten como divisor a d, quedandolasfraccionessimplificadas

Y,

o, -o’
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primasentresí, ya quelos cocientesdedosnúmerosdivididosporsu(m.c.d.)

sonprimosentresí.

&2. Teorema2

Es evidentequesi el (m.c.d.)de R y Q es la unidad,entoncesT yo son
primosentresi.

53.Teorema3

Z no puedesermúltiplo dep (M(p)), pueshaciendoen

1- Y” =

lasustituciónde Sehier,queconsisteenllevar a la anteriorel valordeX en
(8), seobtendrfa

(21+ kp - Y)” + Yr =

cuyo desarrollonos llevaríaa la igualdad

(21 + kp)r — = p (21 + kp) XY [M(Z + kp) + Y»>]

y si 21 = M(p), desarrollandoel primer miembro,

(Z + kp)” —7”-- «) 21” (kp) + (~) Z»’(kp)> + ... (kp)” = M(p”)

y al serel segundomiembro M(p>), resultaríauna igualdadimposibleen

númerosenteros.

5.4. Teorema 4

Conociendoquekp < X puedehallarseunalimitación de la expresión

21”
21 + kp

sustituyendokp por 21 ó 0, se obtiene

zl’-I zI}
<21”>

2 Z±kp
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6. NUEVO ENFOQUEDEL PROBLEMA YSU SOLUCION

Fijadosdosnúmerosenteros,X, Y, queseanprimosentresí, elevémoslos

a lapotenciap, primo impar, y sumémoslos.Se tendrá

(9)

En estaigualdad,al no tenerX e Y factorescomunes,la sumade sus
potencias,M, seráprimocon respectoa losdos,resultandolos tresprimos
entresí, dosa dos.

En efecto,puessi M contuvieraun factor igual en X obligaríaa queY
lo tuviese también,no siendoentoncesprimosentresí. Lo mismoocurri-
ría si e! factor comúnfueraen Y.

Al serp primo impar,la (9) admiteel desarrollo

X”±Y”=(X+Y)(X”—X”2Y--X’<Y2—...—XY”2+Y”-’)—M (10)

quedemuestraque M no puedeserun númeroprimo ya que,al menos,

constade tresfactoresal no poderserX±Yprimo (PropiedadIV)
Si existiese un númeroentero21 quecumplierala condición

Z”=M (11)

al ser21 = M, deberíacontenertodoslos distintosfactoresprimos que
figuranen M, consus exponentesdivididospor p, quedandoprimo conX
y conY.

En resúmen,paraque 21 seaentero,M debeposeerunadescomposi-
ción factorialde la forma

M — rV” d~” ... rt 02)
(todaslas k 1),

y en consecuencia

bastandoqueun solofactorno tengaun exponentep, o múltiplo dep. pa-
ra que21 no seaentero.

Si sustituimos(11) en(9) y dividimos ambosmiembrosporX +Y, o por
su igual Z+kp, queconstituyela igualdadfundamental,podemosescribir
sucesivamente,

supuesta igualdad

+ Y” = 21” (14)
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dividida por un mismo número Xi-Y= Z+kp

Z~±Yr 7? (15)
X±Y X+Y Z+kp

El primer miembrode (15) es unarelacióncompletaquesabemoses
siempreun númeroentero,siendosuficientequeunacualquierade lasdos
igualdadesrestantesno seaentera,o siéndolo,no estuvieracomprendida
dentrodelas limitacionesestablecidas,odemostrarqueno seaposibleque
lo sea,paraafirmar que la última hipótesisde Fermat escierta con carác-
ter general.

Por la ley del restodc Ruffini sabemos,en principio, que cl primer
miembrode (15)

_______ (16)

X+Y

queconstituyeunarelacióncompleta,es un númeroentero,no siéndolo,
sin embargo,

X”—Y” (17)

x+Y

por ¡oquedebemosinvestigarquérelaciónexisteen la primera(16) entre
los doselementosconsideradosporseparado.

En (16), el restoR (—Y)” * Y” —0 (18)
En (17), R = (—Y)” — Y” = - 2Y” * 0 (19)

Paraello, hagamosla división

xr

x+Y

considerandolosp primerostérminosde! cociente

xP=Y xl’>Y: - Y” N — ____

X+Y =~“~‘ + - ... + X±Y X+Y

lográndoseaveriguarquelasdosrelacionesincompletassumanun núme-
ro enteroN, al ser

y” (20>
Nr + X+Yx+Y
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De lo anterior(20) se deducequeambasrelacionesincompletastie-
nenque sersimultáneamenteenteraso ambasfraccionarias. (21)

Para el casode que lasdos relacionesincompletasseanenteras,

Y”
rn. y

severificará

— (X + Y) n,

Y” — (X + Y) n’,
señalándonosque tanto X” como Y” tienen un factor común (X + Y), no
siendoentoncesprimos entresí, contrario a la hipótesisinicial (9) de que
X e Y seannúmerosprimosentresí. Además,sudiferencia

X±Y

resultaríaentera,no cumpliéndola ley del resto(19).
Dado,asípues,quelas relacionesincompletasenterasno satisfacenel

problema,estudiemosel supuestode quelas relacionesincompletassean
fraccionarias,o sea,que(15),

21”
X+Y Z+kp

peroentonces,el primermiembro,

x+Y

siguesiendoun númeroentero[(20) y (21)] y el segundo

Zp

21 + kp

corno relaciónincompletafraccionaria,no lo es.
En lacomparacióndelgrupo(X, Y, 21) enlaecuacióninicial X” + Y” = 21”,

dicho grupoestáconstituidopor tresnúmerosprimosentresidosa dos,pe-
ro en (15) aparecenen unarelaciónpor cociente

21” 21”
X+Y Z+kp
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queda lugar a dos situacionesdiferentes,comoson:Que X e Y seanim-
pareso queambosseande distintaparidad,quedebemosestudiarpor se-
parado.

Al serigualeslos númerosX + Y y 21 + kp, tendránidénticacomposi-
ción factorial, lo quepermiteconsiderarlosindistintamente.

Por tanto:
1. Si X e Y son impares,susumaesun númeropar,debiendoserlo

también21, figurandoen numeradory denominadorcomo únicofactorco-
múnunapotenciade 2, queal simplificar dividiendoambostérminospor
su(m.c.d.) quedaríanprimos entresí [5.1. Teorema1 y (8’)].

2. Si X e Y fuerande distintaparidad,X + Y seríaimpar y lo mismo
21, resultandoun cocienteno entero,al serlode factoresprimosimparesy
distintos.

En conclusión,y como anticipamosen el apartado4.1. Metodología,el
artificio

21”
X+Y - 21+kp

podría tenerdos posiblessolucionesenteras,habiendosedemostradoen
estecapítulo6 que:

a. Si las relacionesincompletasde dichoartificio fueranenteras,el re-
sultadono cumpliríala hipótesisinicial, X e Y son primosentresí,ni la ley
del restode Ruffini.

b. Si las relacionesincompletasfueranfraccionarias,el resultadose-
ríacontradictorio:l.Jnasupuestaigualdadcon un miembroenteroy el otro
fraccionario.

Por lo tanto,esteartificio, al no tenersolución posible,demuestraquela
igualdadX” + Y” 21”, dividida por un mismonúmero,da resultadoscontra-
dietorios,confirmandoasí,concaráctergeneral,la últimahipótesisdeFermat

X” -4- Y” !=21”

‘7. APENDICES

7.1. Congruencia de Ferrnat

Severifica que,parap númeroprimo impar,

(x> + xD” — x7 + x’ (módp).

Comogeneralización:
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y haciendo x> = x, = ... = = 1, obtendremos

a” a (mód p)

siendoa un númerocualquiera.

En el casoparticularen que a seadistinto de múltiplo de p, entonces

a”> = 1 (módp)

La propiedadanteriornospermitededucirelsiguienteteorema:
DadosdosnúmerosX eY !=M(p) y siendop un númeroprimo impar,

se verificará

—Y”> r M(p)

En efecto,setiene sucesivamente

— Y”> —X”-’ 1 — (Y”-1 — 1) = M(p)

Por tanto,se verifica la descomposición

si X + Y * M(p)
si X + Y = M(p)

X”—Y”> —(X+Y)M(p)
— (X + Y) M

‘7.2. NúmerosPitagóricos. Casode X4 + Y4 =

De la identidad

2 = (ab)’+ a’—b’ 2

sededucenlas siguientesproposiciones:

1. La ecuaciónindeterminada

z2 = x’ + Y’

(22)

puederesolversesiempreen númerosenterospositivos
aplicandola fórmula(22) y haciendo

primosentresí,

a’ -í-b’
2 :X=ab:Y=21= 2

siendoa,b númerosenterospositivos impares,primosentresíy a> b.
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2. Se puededemostrarelementalmenteque la ecuación

(23)

no tienesoluciónX, Y. 21 en númerosenterosdistintosde cero.

Admitamos,en primer lugar,quela ecuación
+ Y4 = 212 (24)

searesolubleen númerosenterosprimosdosa dosy que(X
0. Y, 21) seauna

solución,no existiendootra convalor 21 menorque21,obtenemosde (22)

a
2 + b2ZÁ 2 :X2=ab: ~Á 2

de dondese deducequepodemoshacer

siendo~ y I~ númerosimparesprimosentresí. Hacemos

cx—jB=28

2

y como y, 5, y’ + 5’ soncuadrados,poniendoahora

y=X~ , 5=Y~ ,

obtenemos

= + Y4

y como

&2+~2 — a+b y

’

2 2 a—b

resultaque 21> <Z~, contrariamentea lo supuesto.Por lo tanto,(24) no tie-
nc solución,por sercontrariaa la hipótesis.

Válida estanegativaparacualquiervalorde 21, lo seráparatodoslos 21
queseancuadrados,resultando,como corolario, !a imposibilidad de (23).
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