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1. CONJETURAS Y PROPOSICIONES

La Teoria de Niimeros se caracteriza por contener, ademas de los teo-
remas fundamentales que integran sus principios cientificos, una amplia
gama de proposiciones y conjeturas marginales que no alcanzan la catego-
ria de teoremas. Son proposiciones para las que no se ha encontrado una
demostracidn general, o para las que, al verificarlas, se observa que se cum-
plen para determinados valores consecutivos de n {n=1, 2, 3...) pero fallan
en algunos otros.

Estas particularidades de las proposiciones marginales hacen que dé la
sensacidn de que el matematico pierde el tiempo investigando, cuando, a
nuestro entender, pueden servir como punto de partida para dirigir la in-
vestigacion en sentidos complementarios, como intentamos hacer al crear
el «Taorema»*.

Hemos de resaltar que precisamente esas proposiciones y conjeturas
son las que han tenido histdricamente, y tienen en la actualidad, mayor re-
sonancia cntre matematicos y aficionados. Esto parece deberse tanto a su
reto desafiante tras siglos de investigacién, como a los potentes recursos
de andlisis matemdtico que normalmente se han tenido que utilizar para
demostrar enunciados aparentemente sencillos.

Por ejemplo, Gauss (1777-1855) formulé una conjetura sobre la distri-
bucion de los nimeros primos que interpretod a través de la funcion loga-
ritmica, tarddndose cerca de un siglo en obtenerse una demostracién por
Hadamard y de la Vallée Poussin.

Uno de los casos mas notables de estas proposiciones es la llamada «il-
tima hipdtesis» de Fermat (1.601-1665), que todavia no ha sido resuelta,
tras mds de tres sigios y medio de investigacion.

Segun Eric Temple, esta tltima hipétesis ha prestado un gran servicio
a las matematicas. En efecto, ha instigado el desarroilo de la teoria de ni-
meros algebraicos. Esta teoria influyd sobre algunos conceptos primor-

* Definicion de Taorema y sus aplicaciones a la Teorig de Nimeros. ESTRUGO ESTRUGO,
1. A, Gaceta Matemdtica, 1.* Serie, Tomo XXI, ndms. 1y 2, 1969
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diales, como por ejemplo, los ndmeros imaginarios en el dlgebra, que tue-
g0 han actuado directamente sobre la fisica matematica moderna.

Sobre esta base, Kummer ya habia demostrado la hipdtesis de Fermat
en 1.850 para todos los exponentes menores que 100. Posteriores desarro-
llos, en los que ha intervenido incluso la informadtica, han superado los va-
lores primos de p hasta 125.00{). Sin embargo, Kummer no consiguio la ge-
neralizacidén que pretendia.

Hasia ahora, todos los intentos de demostracién general de que la ecua-
cion Xr + Y? = 7" es imposible, han tenido que distinguir dos casos: p no di-
vide a ninguno de {os nimeros X, Y, Z; p divide uno de cllos. El segundo
caso parcce ser, con mucho, el mas dificil.

Para el primer supuesto, J.B. Rosscr demostrd en 1.940 que la hipéte-
sis era cierta para todos los exponentes primos impares que no rehasaran
41.000.00¢. Esto fué elevado en 1941 por D.H. Lehmer y E. LLehmer hasta
253.747.88Y.

Parala segunda posibilidad, e! limite superior hasta 1950 era de 607 por
H.S. Vandive.

En 1.983 Gerd Faltings consiguio demostrar el primer resultado gene-
ral relacionado con este tema, aunque sélo fuera una conclusion parcial.
Establecio que si la hipdtesis de Fermat tiene soluciones, éstas son un ni-
mero finito para un exponente mayor o igual que tres. Para legar a este re-
sultado, Faltings tuvo que demostrar previamente las verdades intuidas pe-
ro indemostradas de Mordell, Tate y Shaferevitch,

2. LA ULTIMA HIPOTESIS DE FERMAT

Elandlisis indeterminado tiene como finalidad investigar si ciertas ecua-
ciones de varias incégnitas admiten soluciones enteras y hallar su expre-
si0n general.

Diofanto de Alejandrfa, matemdtico del siglo IV, [ué el primero en ocu-
parse de este problema. También Fermat se interesd en €1, acerca del que
enunci¢ su proposicion: Hallar todos los triangulos rectangulos cuyos la-
dos tienen medidas expresadas en niimeros enteros, es decir, resolver en
nimeros enteros la ecuacion indeterminada:

X'+ Y =2

Resuelta de forma elemental esta ecuacidn, aparece la pregunta de si un
cubo pucde ser la adicién de dos cubos v, en general, si un nimero clevado a
una potencia cualquicra puede ser la suma de dos potencias del mismo grado.

Fermat contesté negativamentc a esta pregunta en 1.637 en una anota-
¢idén marginal, escrita en latin, en el libro «Obras de Diofanto» que acaba-
ba de ser editado y enriquecide con comentarios de Bachet de Méziriac,
que traducida al castellano, significa:
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«No es posible dividir un cubo en dos cubos, ni un bicuadrado en dos
bicuadrados y, de manera general, una potencia cualquiera de exponente
superior a dos en dos potencias de la misma especie. He descubierto una
demostracién notable de esta proposicidn, pero no cabria en el margen»

Por desdicha esta demostracién general nunca se encontro,

Fermat sélo dejé el principio del método que empled para los bicua-
drados: Por reduccion al absurdo. Consiste en demostrar que, si 1a ecua-
cién fuera posible, se podria deducir de ella otra con la misma forma pero
con nimeros X, Y y Z meunores v, de esta forma, sucesivamente, lo que se-
ria imposible ya que los nimeros que fueran solucién se suponen siempre
no nulos.

Fermat llamé a esta metodologia «Descenso Infinito», sin entrar en ma-
vores detalles, en una carta dirigida a su amigo Carcavi, conservada en la
biblioteca de Leiden. Siguiendo las indicaciones de Fermat, Frenicle de
Bessy, otro amigo del matemadtico, reconstruyo la demostracion en su «Tra-
tado de los triangulos rectdngulos en Nimeros», publicado en 1676.

3. REDUCCION DEL CAMPO DE INVESTIGACION

3.1. Enrelacion con las bases

Dada la ecuacién indeterminada
X+ Y =Z? (1)

si el mdximo comun divisor de (X, Y, Z) es r, dividiendo (1) entre r", obte-
nemos

X;+Y) =2 ()

Siendo ahora el maximo comin divisor de X, Y , Z igual a1, serdn pri-
mos entre si. Sin embargo, si dos nimeros cualquiera de ellos tuviera un
mismo factor comiin, sustituidos en (2), obligaran al tercero a contenerto
también, por lo que X, Y, Z tienen que ser primos dos a dos. De aqui que,
tijado un niimero primo cualquiera, sélo puede contenerlo como factor uno
de los tres.

De lo anterior se deduce que del grupo (X, Y, Z) uno de ellos tiene que
ser par y los otros dos impares.

3.2. Limitacién de Talbot

La desigualdad (X + Y)" > X" + Y" = Z" es manifiesta. Si extraemos la
raiz n-ésima de los extremos, obtendremos X + Y > Z. También, como
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Z>XyZ>Y,resulta, por adicién que 2Z > X + Y, lo que nos permite es-
cribir
L<X+Y¥Y<2Z (3)

limitacion deducida por Talbot y usada por ¢! para demostrar que, si Z es
un nimero primo, (1) es imposible.

3.3. Reduccién acerca de exponentes

Bastaria hacer la demostracion para los casos en que el exponente fuera
cuatro y para aquel en que el exponente fuera p, un nimero primo impar.

a. Enelprimer caso, si el exponente no es divisible por ningdn primo
impar, serd una potencia de dos. Pero como se supone mayor de dos, tiene
que ser cuatra o divisible por cuatro, n = 4m, pudiendo escribirse

(X) + (Y7 = (27 (4)

Pero esta ecuacidn es imposible, sefialado por Fermat y demostrado por
Frenicle de Bessy.

b. Demostrada la imposibilidad del primer caso, nos queda ecstudiar
aquél en el que exponente ¢s un nimero primo impar.

Suponiendo n divisible por un niimero primo impar p, n = mp, sc obtiene

X"y + (YY) = (Zm) (5)

Por consiguiente, en lo sucesiva, analizaremeos la posibilidad de la
ecuacion

Xe+ Yr=7p

para p primo impar.

4. PROPIEDADES Y TEOREMAS BASICOS

4.1. Metodologia

Como indicamos en ia introduccidn, pese a los esfuerzos realizados por
eminentes matemadticos a lo largo de siglos de investigacion, queda atin pen-
diente por resolver, del amplio enunciado inicial, la imposibilidad de la
ecuacion

Xr+ Yr =20,
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para X, Y, Z, primos enfre si dos a dos con exponente p primo impar, ha-
biéndose conseguido, ademads, ya en estas condiciones, su demostracién pa-
ra numerosos casos particulares.

A nuestro entender, hemos resuelto el problema, utilizando un artifi-
cio, de forma que dicha solucién queda condicionada al cumplimiento de
una propiedad elemental de divisibilidad algebraica.

El artificio indicado parte de un principio légico: «Una supuesta igual-
dad numérica no es cierta si al dividir sus dos miembros por un mismo nd-
mero, no nulo, se obtienen resultados contradictorios»

Al aplicar dicho artificio en la igualdad fundamental X* + Y* = Z*, to-
mando como divisor comiin el formado por X + Y, nos ha ilevado a estu-
diar con mas detenimiento la ley del resto de Ruffini, para el caso particu-
lar de la divisibilidad de su primer miembro

X'+ Y
X+Y

descubriendo dos formas de ser entera, lo que nos ha permitido llegar a la
solucion del problema con cardcter general.

A fin de evitar la discontinuidad en la lectura, relacionamos a conti-
nuacion el conjunto de propiedades y teoremas que nos han servido de ba-
se para el desarrollo del trabajo y que, en su caso, aparecerin demaostrados
en los Apéndices los no intercalados en el texto.

4.2. Propiedades que se ntilizaran

En la ecunacion diofdntica X+ YP = Zr, (siendo p nimero primo impar),
X, Y, Z deben ser primos entre si dos a dos, una de ellos par y los dos res-
tantes impares.

II
Sin quitar generalidad, podemos admitir que
X<Y<Z

11

Aplicando la congruencia de Fermat, a cada valor de los tres numeros
de la ecuacitn

X+ Yr=7p (6)
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podemos considerar evidente la congruencia
Xr+ Y-Zr=X+Y-Z(méd p) (7)

véalida para cualquier valor de X, Y. Z.
Si admitimos Ja igualdad (6), podremos escribir

X+Y-Z=0(mddp)
cuyas soluciones son

a) X+Y-2=0
b) X+Y-Z=kp

o lo que es lo mismo

a) Z=X+Y
yb) Z+kp=X+Y

La primera solucién, a), da un valor Z = X + Y que no satisface la desi-
gualdad de Talbot, Z < X + Y.
La segunda, b), suministra un valor plausible,

Z+kp=X+Y (8)

que consideramos igualdad fundamenial.
Enella, al ser 2 > Y, entonces

kp <X (8"
para que se cumpla dicha igualdad, debiendo, ademads, ser k un nimero par.

v

[gualmente el nimero Z o ei formado por X + Y no pueden ser nime-
ros primos, ya que la ecuacion

X+ Yr=4Zr
no seria posible en cada caso.

v

La relacién

X+Y
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no es entera si Z o X + Y son nlimeros primos, puesto que, de acuerdo con
la limitacion de Talbot, Z < X + Y « 27, si Z fuera primo, todos los niime-
ros comprendidos entre Z y 2Z son primos con €l, encontrindose entre ellos
X+ Y;ysilasuma X + Y fuera un ndmero primo, lo ser{an con ¢l todos sus
inferiores, donde figura Z>1.

5. TEOREMAS

5.1. Teorema 1

Si el cociente de dos niimeros enteros

T

Q
es mixto, es decir, formado por una parte entera N y otra fraccionaria

R

Q

y los términos de esta dltima tienen un (m.c.d.) = d (d < Q), entonces

T

Q

también tendrd como (m.c.d) a d.

En general, el nimero T > Q serd multiplo de Q si el (m.c.d.) de ambos
es QQ, en cuyo caso la fraccion serd entera. Si el (m.c.d.) < Q resultaria se-
mimtltiplo y la fraccidn simplificada tendria sus términos primos entre si.
[Como ejempla de este segundo caso, si la fraccidn fuera 40/ 14, el (m.c.d)
seria 2 y la fraccidn simplificada seria 20/ 7, primos entre si).

Para demostrarlo, basta Hamar R’y Q" a los cocientes de Ry Q por d,
con lo que podemos escribir

T ..R _ .. Rd (NQ'+R)d
o Nt Nt G T o4

y comparando el primer y tiltimo término, vemos que tanto T como Q ad-
miten como divisor a d, quedando las fracciones simplificadas

TI R'I
=N +-—
Ql N_ Ql
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primas entre si, ya que los cocientes de dos nimeros divididos por su (m.c.d.)
SOn primos entre si.

5.2. Teorema 2

Es evidente que si el (m.c.d.) de Ry Q es la unidad, entonces Ty Q son
primos entre si.

5.3. Teorema 3
Z no puede ser miltiplo de p (M({p)), pues haciendo en
Xr+Yr=Zp

la sustifucidn de Schier, que consiste en lievar a la anterior el valor de X en
(8), se obtendria

(Z+kp-Y)y+Yr=27r
cuyo desarrollo nos llevaria a la igualdad
(Z+kpy -Zr=p(Z + kp) XY [M(Z + kp) + Y]
y si Z. = M(p), desarrolando el primer miembro,
(Z+kpy — 2= (1) Zr '(kp) + (3) Zr(kp) + ... (kp) = M(p?)

y fll ser el segundo m.iembro M(p’}, resultaria una iguaidad imposible en
ndmeros enteros.
5.4. Teorema 4

Conociendo que kp < X puede hallarse una limitacion de la expresion

L
Z +kp

sustituyendo kp por Z. 6 0, se obtiene

Z]h 1 < Zp
2 “Zikp

< Zp.. 1
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6. NUEVO ENFOQUE DEL PROBLEMA Y SU SOLUCION

Fijados dos nimeros enteros, X, Y, que sean primos entre si, elevémoslos
a la potencia p, primo impar, y sumémoslos, Se tendrd

XP+Y? =M (9)

En esta igualdad, al no tener X e Y factores comunes, la suma de sus
potenctas, M, serd primo con respecto a los dos, resuitando los tres primos
entre si, dos a dos.

En efecto, pues si M contuviera un factor igual en X obligariaa que Y
lo tuviesce también, no siendo entonces primos entre si. Lo mismo ocurri-
ria si ¢l factor comtn fuera en Y.

Al ser p primo impar, la (9} admite el desarrollo

XPpYP= (X +Y) (X = XY + XP3Y XYM+ YP) =M (10)

que demuestra que M no puede ser un nimero primo ya que, al menos,
consta de tres factores al no poder ser X+Y primo (Propiedad 1V)

Si existiese un numero entero 7. que cumpliera la condicidn
Zr=M (11)

al ser Z = P\/T/I, deberia contener todos los distintos factores primos que
figuran en M, con sus exponentes divididos por p, quedando primo con X
ycon Y.

En resumen, para que Z sea entero, M debe poseer una descomposi-
cién factorial de la forma

M =rir ity (12)
(todaslas k = 1),

v n consecuencia

Z=r'rf.r¥ (13)
bastando que un solo factor no tenga un exponente p, o miltiplo de p, pa-
ra que Z no sea entero.

Sisustituimos (11) en (9) y dividimos ambos miembros por X +Y, o por
su igual Z+kp, que constituye la igualdad fundamental, podemos escribir
sucesivamente,

supuesta igualdad

Xr+Yr=17¢ (14)
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dividida por un mismo ngmero X+Y = Z+kp

AR G A - (15)
X+Y = X+Y  Z+kp

El primer miembro de (15) es una relacion completa que sabemos es
siempre un nimero entero, siendo suficiente que una cualquicra de las dos
igualdades restantes no sea entera, o siéndolo, no estuviera comprendida
dentro de las limitaciones establecidas, o demostrar que no sca posible que
lo sea, para afirmar que la Gitima hipotesis de Fermat es cierta con cardc-
ter general.

Por la ley del resto de Ruffini sabemos, en principio, que el primer
miembro de (15)

X+ Yr (16)
X+Y

que constituye una relacion completa, es un nimero entero, no siéndolo,
sin embargo,

Xt —¥Yr (17)
X+Y

por lo que debemos investigar qué relacion existe en la primera (16) entre
los dos elementos considerados por separado.

En (16} elrestoR=(-Y)+¥" =0 (18)
En(17),R=(-Y)-¥Yr=-2¥Yr+0 (19)

Para etlo, hagamos la division

X
X+¥

considerando los p primeros términos del cociente

XP _ -1 -2 P-ANS 2 11 !’ — YI‘
Xy XXXV s YU SN TN XY
logrdandose averiguar que las dos relaciones incompletas suman un nime-
ro entero N, al ser

Xr Y (20)

N=<7v * X7y
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De lo anterior {20) se deduce que ambas relaciones incompletas tie-
nen que ser simultincamente enteras o ambas fraccionarias. (21
Para el caso de gque las dos relaciones incompletas sean enteras,

Xr Yr ,
Xiv M Y TRy

se verificard

Xr=(X+Y)n,
Y =(X+Y)n

senaldndonos que tanto X" como Y* tienen un factor comiin (X + Y), no
siendo entonces primos entre si, contrario a la hipodtesis inicial (9} de que
X e Y scan nuimeros primos entre si. Ademas, su diferencia

Xn_YP
X+Y

resultaria entera, no cumpliéndo la ley del resto (19).

Dado, asi pues, que las relaciones incompletas enteras no satisfacen el
problema, estudiemos el supuesto de que las reiaciones incompletas sean
fraccionarias, o sea, que (15),

2P+ Y 7
X+Y ~ Z+kp

pero entonces, €l primer miembro,

XP 4+ Yr
X+Y

sigue siendo un ndmero entero [(20) y (21)] y el segundo

Zp
Z+kp

como relacion incompleta fraccionaria, no 1o es.

En la comparacion del grupo (X, Y, Z) en la ecuacién inicial X? + Y* = Z°,
dicho grupo est4 constituido por tres niimeros primos entre si dos a dos, pe-
ro en (15) aparecen en una relacion por cociente

zr v
X+Y = Z+kp



106 José Antonio Estrugo Estrugo

que da lugar a dos situaciones diferentes, como son: Que X ¢ Y sean im-
pares o que ambos sean de distinta paridad, que debemos estudiar por se-
parado.

Al seriguales los niimeros X + Y y Z + Kp, tendran idéntica composi-
cion factorial, lo que permite considerarlos indistintamente.

Por tanto:

1. Si X ¢ Y son impares, su suma es un nimero par, debiendo serlo
también Z, figurando en numerador y denominador como dnico factor co-
mun una potencia de 2, que al simplificar dividicndo ambos términos por
su (m.c.d.) quedarian primos entre s{ [5.1. Teorema 1y (8'}].

2. 8i X e Y fueran de distinta paridad, X + Y scria impar y [0 mismo
Z., resultando un cociente no entero, al serlo de factores primos impares y
distintos.

En conclusion, y como anticipamos en el apartado 4.1, Metodologia, el
artificio

Xeryr  7p
X+Y  Z+kp

podria tener dos posibles soluciones enteras, habiendose demostrado en
este capitulo 6 que:

a. Silas relaciones incompletas de dicho artificio fueran enteras, el re-
sultado no cumpliria la hipdtesis inicial, X e Y son primos entre si, ni la ley
del resto de Ruffini.

b. Silas relaciones incompletas fueran fraccionarias, el resultado se-
ria contradictorio: Una supuesta igualdad con un miembro entero y el otro
fraccionario.

Por lo ianto, este artificio, al no tener solucion posible,demuestra que la
igualdad Xr + Yr = Zr, dividida por un mismo nimero, da resultados contra-
dictorios, confirmando asi, con cardcter general, la iltima hipétesis de Fermat

Xr+Yr # Z

7. APENDICES
7.1. Congruencia de Fermat
Se verifica que, para p nimero primo impar,
(%, + x,)" = x0 + x7 (mdd p).
Como generalizacion:

(X, + X, + . +X P =x"+ X+ ... + X! (mod p)
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v haciendo x, = x,= ... =x_= 1, obtendremos
ar = a (m6d p)
siendo a un nimero cualquiera.
En el caso particular en que a sea distinto de miltiplo de p, entonces
a =1 (mdéd p)
La propiedad anterior nos permite deducir el siguiente teorema:
Dados dos niimeros X e Y # M{p) v siendo p un nimero primo impar,
se verificard
X1 Y™ = M(p)
En efecto, se tiene sucesivamente
XY =X = 1= (Y = 1) = M(p)
Por tanto, se verifica la descomposicion
Xri_yed ={X +Y)M(p) siX+Y # M(p)
={(X+Y)M siX + Y = M(p)
7.2. Numeros Fitagdricos. Casode X' + Y= Z¢
De la identidad

2

al+ b? 2 (22)

2

al- b’

= (ab)’ + 5

se deducen las siguientes proposiciones:
1. La ecuacién indeterminada

Z:=X*+Y

puede resolverse siempre en nldimeros enteros positivos primos entre si,
aplicando la férmula (22) y haciendo

as+b* o, a-b
Z—————2——.X—abn.Y_L«—~—ﬂ2

siendo a, b niimeros enteros positivos impares, primos entre siy a > b.
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2. Se puede demostrar elementalmente que la ccuacion
X kY= 70 (23)

no tiene solucion X, Y, Z en nimeros enteros distintos de cero.
Admitamos, en primer lugar, que la ecuacidn

Xt Y' =72 (24)

searesoluble en niimeros enteros primos dos adosy que {X,. Y,. 7)) sca una
solucion, no existiendo otra con valor Z menor que Z,, obtenemos de {22)

de donde se deduce que podemos hacer
a=a’ , b=p
siendo a y B ndmeros impares primos entre si. Hacemos

a+pB=2y , a-pB=25

fed

=B (v B

’ Y,

2

y como vy, 8, ¥’ + 8 son cuadrados, poniendo ahora

y=X ., &=Y! , v +&=7
obtenemos
Z: =X+ Y!
y como
z- ol - A<

resulta que Z. < Z  contrariamente a lo supuesto. Por lo tanto, (24) no tie-
ne solucién, por ser contraria a la hipotesis.

Valida esta negativa para cualquier valor de Z, lo serd para todos los Z
que sean cuadrados, resultando, como corolario, la imposibilidad de (23).
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