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Sehadicho,y conacierto,quelaEconomíadelaEmpresaalcanzasumayoría
de edada partir del momentoque disponede su propio método—el método
operativo—convirtiéndoseapartir de entoncesen unadisciplina científicay
autónoma.El procesoconfiguradorde la misma no alcanza,pues,su plenitud
hastafechasrelativamenterecientesy esporello porlo queKosiol ladefinecomo
unacriaturadelsigloXX y comounodelosbrotesmásjóvenesdel copiosoárbol
del conocimientocientífico.

Dentrodel sugestivocampodelainvestigaciónoperativaaplicadaalámbito
económicode laempresa,se puedeconsideraralaprogramaciónlineal ——con-
tinua,discretaomixta—comounadelastécnicasmásfrecuentementeutilizadas
paradaradecuadarespuestaamúltiplesproblemasdeoptimización.ParaSaul1.
Gass(1972,p. 9),el modelodeprogramaciónlineal, estoes,la optimizaciónde

unafuncion lineal sujetaa restriccioneslineales,es sencillo en su estructura
matemática,peropoderosoen suadaptabilidada un amplio rangode aplica-
ciones.Conviene,no obstante,recordarqueúnicamentelos programaslineales
enlosquelas variablespuedentomarcualquiervalorde la rectarealmayorque
cero son convexosy que, consecuentemente,el espaciode las solucioneses
convexoencontrándose,siempre,la soluciónóptimaen un punto o puntosex-
tremosdel mismo. Se pretendecon estapuntualizaciónestableceruna clara
delimitacióndel alcancedenuestroanálisisqueseciñea laprogramaciónlineal
continuabajo lashipótesis,por lo tanto,deproporcionalidad,adictividad,divi-

sibilidad y determinismo.
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Admitimosquealgunasdeestashipótesisson, sinduda,limitativasencuanto
al alcancedeestatécnicacuantitativalo queexplica,porconsiguiente,su validez
plenaenelcortoplazoy no tantoenun horizontealargo.Peronocabesubestimar
que los estudiossobrepostoptimizacion.sensibilidady parametrizaciónhan
potenciadosuaplicaciónen laprácticay, entodocaso,dentrodelas limitaciones
quese puedanesgrimir, losmodelosdeprogramaciónlineal puedenserutiliza-
dosconpequeñosmárgenesde error, peroconventajasimportantes,inclusoen
elordenpredictivo,encontrándoseenelplanteamientoprimal-dualunaapoyatura
demayor interés.Esosestudioshan permitido.en definitiva, analizarlaestabi-
lidad en el tiempo del programaóptimo ante ciertasalteracionesde los datos
numéricoso estructurales.

Muchasdeestasaplicacionesse hacenespecialmentevisiblesen cualquier
actividad empresarialorientadaa rentabilizar al máximo la utilización de
recursosescasosdequedisponeel empresario.En nuestrosdíaséstecuentacon
un desarrolloinformáticoquele posibilitalautilización prácticadel modelosin
mayoresdificultades.Recordemosquelaperspectivatemporaldela técnicade
laprogramaciónlineal nos sitúaen 1947 conel planteamientomatemáticodel
modeloformuladoporGeorgeB. Dantzigy resueltoatravésdel conocidoalgoritmo
del simples.Estealgoritmo, como se sabe,pretendealcanzar,a travésde un
procesoiterativo qtie arrancacon una solución básicafactible, una solución
óptimaquehagamáximao mínimala funciónobjetivo. Esteprocesoreclamael
usodel ordenadorcuandoladimensióndel problemaentrañamásalládequince
variables.Aún admitiendo la importanciade este algoritmo, sobreel que
descansanestasbrevesreflexiones,hay,comoseñalaDesbaiceille,G. (1969,p. 14),
otras variantesdel mismo que puedenutilizarse con provecho:método del
productode la inversa,métododc descomposiciónde Dantzigy Woljé (para

matricesmuygrandes);además,dúbrentesmetodoshanvistotambiénla luz:de

Kantorovtch,Frisch, etcétera.
La programaciónlineal es,evidentemente,un casosingular y particular

dentrodelaprogramaciónmatemáticaenelsentidomásampliodelapalabra.Por
ello, las numerosasaportacionescientíficas,entreotrasmuchas,deLagrange,y
del Khuny Tucker,tienenespecialrelevanciaen el planteamientodel problema
duala partirdel problemaprimal y reveladorasde las estrechasrelacionesde
asociacionexistentesentreambos.Los aportesde la teoría de la dualidady el
enfoqueanalítico,basadaenlasfuncioneslangragianas,permitenunaformulación
rigurosamentecorrectadesde el punto de vista matemático.Como afirma
Dantzig, lanocióndel problemadualy su relaciónconel primal fue introducida
porJohnvonNeumann,creadorde laTeoríadelosJuegosyel Comportamiento
Económico(Theoryof Gamesauíd EconomicBehavior), siendorealizadapor
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Khun y 7’ucker la formulaciónexplícitadelos teoremasquerelacionanambos
problemasfielmenterecogidapor el conocidodiagramaquelleva su nombre.
SiguiendoaSaulL Gass(1972,p. 122),el teoremadeladualidadponederelieve
quesi, elproblemaprimal, o elproblemadual, tieneunasoluciónóptimafinita,
entoncesel otroproblematieneunasoluciónóptimafinita y losextremosdelas

,fhncioneslinealesson iguales, o sea,Mínftx) = Mdxg(w). Si uno de los dos
problemastiene unasoluciónóptima ilimitada, entoncesel otro problemano
tienesolucionesposibles.Esteteorema,conocidopor teoremade la coinciden-

ría, se ve orladopor otros dos y que son los teoreinas de la correspondencia
(demostrativodequeenla tablaóptimadeunodelosdosproblemassetienetoda
lainformaciónacercadelasoluciónóptimadelotro) y el delacomplementariedad
delas variablesdeholgura(explicativo,porejemplo,del significadodeprecios
sombraquetienenlasvariablesdualessegúnquelasrestriccionesasociadasdel
primalesténo no saturadas,es decirquelasvariablesdeholguradel primal sean
o no distintasde cero). Recordemosque,en el supuestode existir soluciones
finitas óptimasparaambosproblemas,la matriz inversade labaseóptimase
convierteenelejecentralentreambosproblemas,omejoraún,entrelasvariables
queintervienenen losmismos,cumpliéndosequelas solucionesvienendadas
por las expresionessiguientes:

= fl’1 b (primal), W0 = c~ 8” (dual)

En definitiva,sepuedeafirmarque la dualidadde losprogramaslinealesesun
fenómenomatemáticoque simula diferentesproblemaseconómicosde tipo
práctico y teórico en el seno de la cienciaeconómicaen general y en el de la
empresarialenparticular.En unaestrictaaplicacióndel modelodeprogramación
lineal al campodelaactividadempresarial,y suponiendoqueseoperaconsim-
plexprodutivos,es decir,programaso combinacionesdeprocesosproductivos,a
nivel unitario, tomadosen númeroigual aldefactoreslimitadosdequedisponela
empresa,es evidentequelos nivelesde utilizaciónde esosprocesosno puedeser
negativoy, consecuentemente,lasvariablesrepresentativasdeesosnivelestienen
quecumplir las condicionesde no negatividad.En elplanteamientodel problema
dual, sin embargo,no se requiereque las variablessean, necesariamente,no
negativasy que, en determinadoscasos,puedenserlibres. Admitiendoqueentre
ambosproblemassedalacaracterísticade serreversibles,queestantocomodecir
queeldualdeun dualeselprimal,y quecomoapuntaM.Simonnard(1972,p. 133)
cabereservarsela elecciónde tomaruno u otro comoproblemaprimal, siendo

el otro el dual, en nuestroanálisisentenderemosqueen el programaprimal,
entendido como programa productivo, se cumplen las condicionesde no
negatividadparalasvariables.No obstante,y paranopecarderestrictivosdesdeel
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puntode vista matemático,laposibilidadde quelas variablespuedanser libres
dependeráde la formasimétricao asimétricaquerevistaelproblema.

La aplicacióndel algoritmorequiere,comose sabe,quelas restriccionesa
que está sujeta la función objetivo a optimizar tienenque venir dadaspor
ecuacionesy no por inecuaciones,es decir,hay quedesembocarenla denomi-
nadaformulaciónestándarlo queseconsiguesiempremediantelautilizaciónde
las variablesde holgurao complementarias.Si la utilización de estasvariables
es insuficienteparaproducir la matriz identidadquenos facilita unasolución
básicadepartidaserá,entonces,precisorecurriravectoresartificialesparacon-
seguirla,manteniéndose,en cualquiercasola formulaciónestándardel sistema
de condicionesrestrictivas.

Concretamente,si el problemaprimal viene dado en forma canónica,y
siguiendoa Borrel Fontelíes(1982,p. 271), la formulaciónseria:

a) Si setratade minimizar la función objetivo:

— Todaslasrestriccionesson de la forma >

— Todaslas variablesson no negativas.

b) Si setratade maximizarla función obíetivo:

— Todaslasrestriccionesson de la rorma<

— Todaslas variablesson no negativas.

En b) no se necesitanvectoresartificiales,mientrasqueen el a) habráque
recurrira ellos parapoderaplicar el métodosimplex (salvoque se apliqueel
métodoalternativoconocidocomosimplexdual).

Hechasestasconsideraciones,cuandoseconstruyeelprogramadualapartir
deun primaldadoenformacanónicaseobtienelaformasimétricadeladualidad
y enellatantolas variablesprimalescomolasdualescumplenlacondiciónde no
negatividad.Por el contrario,cuandose construyeel programadualapartir de
un primal dadoen formaestándarse obtienela forma asimétricade la dualidad
y en estecasolasvariablesdualesson libres, esdecir,noestánrestringidasaser
no negativas.En losEsquemas¡ y 2 quese ofrecenacontinuaciónsepresentan
las respectivasformulacionesrecurriendoparaello a la expresiónmatricial de
ambosproblemas.

Ahorabien, en el casode que el sistemade condicionesaque estásujeto
cualquieradelosproblemascoexistieranrestriccionesdetodotipo Q< =, =,

nos podemosencontrar,por la relacióncruzadaentrerestriccionesy variables
según la teoría langragiana,con variables que puedenser negativasunas,
positivasotrasy libres lasrestantes.En estecasolacorrectaformulaciónde los
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Max W = (w1w2...w,1) - L
EIwb{ C =(c1c2...c,) b=A.

MinZ=cX O =(OO...O)

X=O MaxG=b~w1 b
T =(bb

2...b,,) . w =1 c’ Fol
A
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PRIMAL-DUAL SIMETRICOS
* Elprogramadualdeunprograma

primal en formacanónica

Mm W = (w
1w~..w0. F

WA C = (c1c2...c,) -

A = la~] b,1Ewb}
MaxZ=cX O =(OO..fl)

AX =b
X=O Mm b’=(b~b>...b,) [w¡]

w
A

T= [a..] 1
Esquema1.

problemasprimal-dual seefectuaríasiguiendolas pautasqueserecogenen el
siguienteEsquema3.

Creemosqueestasbrevesreflexionespermitenver quelasrestriccionesde
desigualdad,porejemplo,del programadualnoestándeterminadaspor la forma
delasrestriccionesdel primal, sinopor lano negatividaddelas variablesdeéste.
Borrel Fontelles(1982,p. 282) se manifiestaen estesentidoal señalarqueno
existeningunarelaciónentreel sentidodelasdesigualdadesdelasrestricciones

delprogramaprimal ylasdel dual, encontradelaextendidacreenciaentrelos
economistas,queles hacesuponerquesitas restriccionesdel primal sonde la

forma > =, las del dual son de la forma < =, y viceversa. Tal error es
consecuenciadeunapresentaciónmutiladadela teoríadela dualidad. Porotra
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PRIMAL-DUAL ASIMETRICOS
El programadualdeun programa
primal en formaestandar

MmES wb

WA>C

MinO = b’w
A’W~ c’
W5 0 }

W=(W[W>~W9..

C = (c,c2...c)

A =ra]
O = (00.0)

(bbb)

A = Ial

1, =

o ~ j Fol
(1 ¡

o =¡.[<>1
Esquema 2.

parte,las estrechasrelacionesentrelos dos programaspermitenexplicar las
relacionesque,asuvez, sedanen loscasosespecialesde laprogramaciónlineal
y queLópezMoreno, M. 1. (1991,p. 372)sintetizaen la formaquese detallaa
continuación,reveladordequetansólounasoluciónóptimafinita y únicaenuno
de losdos problemassecorrespondeconunasoluciónde lamismanaturalezaen
el planteamientodel otro. Es decir,se parte,en estecaso,de un espaciode las
actividadesacotadoy dándosela soluciónóptima en un vérticedel polígonoo
poliedroconvexoquecontienetodas las solucionesfactiblesdel problema.

Mm Z = cX
AX b

X5 0



Alguna,¡ reflexionessobreel planteamientodual.

Problema PRiMAL ProblemaDUAL

Solucióndegenerada Optimosalternativos

Optimosalternativos Solucióndegenerada

Solucióninfinita Ausenciade solución

Ausenciade solución Solución infinita

Todo Jo expuestohastaaquí tiene,pues,un especialinterésen cuantoal
correctoplanteamientoprimal-dual,perotambiénnospermitecompredermejor

‘77
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la aplicación del método o algoritmo alternativo conocido como simplex-dual,
particularmente interesante en cualquier tipo de problema que tenga en la tabla
inicial unasoluciónbásicano factible.El métodosimplexdual, cuyodesarrollo
sedebea C. E. Lemke(1954,p. 48), operacon latabladel problemaprimal,pero
le aplica los criterios propios del problema dual. El simplex dual se basa en los
siguientes requisitos: 1) Que se cumplan las condiciones de óptimo: 2) Que
exista, al menos, una variablebásicaquetomevalorceroo negativo,y 3) Que
existaun pivotenegativo(pivote dual).

El método tradicional de ladualidad. asícoinoel alternativodel simplex dual,
contribuyen, sin duda, a una resolución más expeditiva de los problemascomo
ocurre en aquellos casos que precisan, por ejemplo, la utilización de una base
artificial o el análisis paramétrico de los mismos. En efecto, este análisis se centra
generalmente en los coeficientes de la función objetivo (c1) y en los términos
independientes de las restricciones(b~).

La parametrización de un coeficiente c~ implica el análisis de las distintas
solucionesóptimasdel modeloparalos distintosvaloresdel parámetro.Por el
análisisdesensibilidadse sabe,porotraparte,quejustamente,en losextremos
deintervaloaparecenóptimosalternativos.Ahorabien,esevidentequeteniendo
en cuenta la relación primal-dual, la construcción del dual nos llevaría al análisis
paramétricodelostérminosindependientes,yaquecomosesabeloscoeficientes
dela funciónobjetivodel primalseconviertenenlostermínosindependientesdel
sistema de restricciones del dual.

La parametrizacióndc b1, delamismaformaqueenel casoanterior,sepodría
acometer directamente (aplicación del método simplex dual). Si se sigue este
método,sesabequeparalosvaloresextremosdel intervalonos encontramosen
el caso de la solución degenerada. Obien a través del dual, lo que supondría
efectuarel análisis paramétricode los coeficientesde la función objetivo del
mismo.

Cerrandoestasbrevesreflexiones,pareceoportunohacerun comentario
acera del significadoeconómicode la dualidad, resaltandola dimensiónde
preciosquecaracterizaalasvariablesdualescuandolossegundosmiembrosdel
sistemade restriccionesrepresentandisponibilidadeslimitadas de recursoso
factoresproductivos.Son lospreciosdenominadosdedistintasformas(sombra,
teóricos,dereferencia,indicativos,etcétera),quepracticaríael empresarioencl
supuestodeadquirirunaunidadadicionaldel correspondienterecursoescaso.Es
decir,si elpreciodel mercadoparaeserecursoestáporencimadelpreciosombra
entonces se obtendría una pérdida neta y, consiguientemente, no interesaría su
adquisición; por el contrario, si aquel es menor si interesaría ya que, en este caso,
seobtendríaunbeneficioneto,lo queinvitaríaalempresarioaadquirirun número
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de unidades adicionales en tanto en cuanto nos moviéramos dentro del margen
de sensibilidad del término independiente representativo del recurso en cuestión,

Sobre esta cuestión A. SantiagoSuárezSuárez(1970, p. 42) se expresa di-
ciendo quecuandose aplica laprogramación¡inca/a la empresa,esmuyusual
queel empresariotrate de maximizarsus ingresoscon esaslimitacionesde
recursos.En este caso, que se plantea con frecuencia en la empresa, la optimización

del dualpermitiráal empresarioconocerel precio teórico de cadafactor, es
decir, los preciosquedebenser imputadosa losdtjérentesrecursoslimitados

para quesuvalor totalseamínimocon la condicióndequeel valor teórico de
losrecursosutilizadosenla obtencióndeunaunidaddeproductoseaigualasu
precio. Para este autor, el sistema de precios teóricos o de referencia, obtenido
en la optimización del programa dimí, esunsistemadepreciosdeequilibrio. Son
una especie de precios naturales o justosquerespondena la utilización más
eficiente de los recursos productivos. Estos precios teóricos (sombra), sin em-
bargo, coincidirían con los precios de mercado únicamente bajo un modelo de
competencia perfecta.

No se pretende entrar en un análisis más pormenorizado del planteamiento
de la dualidad y de su indiscutible importancia en la resolución de los múltiples
y variados problemas de la programación lineal, pero entendemos que las
reflexiones aquí recogidas acerca de la correcta formulación del dual, a partir de
un primal dado, facilitan la comprensióndeun fenómenoasociativodel mayor
interés y que ha supuesto un avance significativo en la aplicación práctica de una
técnica operativa a múltiples problemas de optimización que frecuentemente se
dan en el seno de las empresas. Estos logros en el plano teórico se han visto,
afortunadamente, favorecidos por el espectacular desarrollo informático de las
últimas décadas.
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