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Asimismo , el dic 18 a las 6,30 de la tarde pronuncid una conferencia D. Javier
rd ”
Rodrlguez Lopez~Cafiizares sobre "El método de las direcciones alternantes para la resolu-
cidn de las ecuaciones en derivadas parciales parabolicas. A contmuccnon transcribimos
la mismas

Sea la ecuacidén o[u.- f donde oC es un operader parabdlico en derivadas par-
ciales, u= u(>q, s D . S sevy X pif) € Mx ©, T]; M subespacio acota-
do del espacio euclideo Jé p dimensiones RP ; t es la variable tiempo y su campo de va-
ricbilidad (0 T] Sea un problema "bien puesfo" (en inglés "properly posed") para di-
cha ecuacion:

condicidn inicial U (xl,...,xp,O) \f (x],...,xp)
condicion de conforno U (X}, ... ,xp,f) 0 &yreee Xp ) E—oM (frontera de
M

Para aproximar este problema mediante una ecuocson en diferencias fnmtc.; se esta
blece en M una red de puntos. Sea el espaciomiento méxime entre la proyeccion de dos -
puntos de la red (en M) en la coordenada xj , h; . Sea h= by, hy, «cs h ) y Ny, el nd-

mero de puntos de la red. :

Sea Fy, el espacio Prehilbertianc de dimensidn Ny, de las funcnones complejas
que foman valores en los N}, puntos de la red. Resolviendo una ecuacién en diferencics
finitas consistente y estable con el problema propuesto podemos obtener la solucion apro-
ximaca del problema propuesto (para un tiempo t = nAt , o € nAt ﬁ T) en cada uno
de los N, puntos. Es decir, las soluciones de las aproximaciones numéricas son vectores
del espacio FNh .

La norma en FNh va a ser

Np, 1/2

2
Hwil = él"'hp E__-__]' |Wi| ) siendo W=(W|,W2-,...,WNh)
|=

vecgtor de FN"1

El vector de FNR asociado al tiempo t=nAt lo representaremos con el subin-
dice n.

(At = ] , es la amplitud de cada una de las K partes en que se divide el
intervalo (0, T] )
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La norma para los operadores lineales que operen sobre FNh serd

Al = sup  |lAwl
WHFNH

sea la ecuacidn en diferencias finitas

M +AW

parciales de partida. A y B pueden ser operadores lineales, o bien sus matrices respecto
o uvna base cualquiera sobre FNh .

+ BWn . consistente y estable con la ecuacidn en derivadas

La aproximacion de la condicidn inicial serd

Wy = ¥ (1hys ighgs «ees igho)

y la aproximacidn de la condicidn de contorno se expresara diciendo que las componentes
del vector Wp, en los puntos de la frontera de la red son nulas.
n

La resolucion de (1) supone el resolver un sistema de Ny ecuaciones lineales con
N}, incdgnitas. Expresando (1) de la forma

2y -1 -1
Wn+l = = (I+A) Bwn+ (1+ A) g, s

se observa que el obtener el vector solucion W en funcidn del vector W_ (conocido)
implica el invertir la matriz 1+ A que es de dimension Ny . Si para invertir esta motriz
se usa la subrutina del Centro de Cdleulo SPINV, sélo se puede resolver el problema si
Ny, es no superior a 125,

El método de las direcciones alternantes consiste en sustituir el problema de in-
vertir la matriz 144, por otro mds sencillo de modo que las soluciones obtenidas sean su-
ficientemente proximas o | as que se obtendrian invirtiendo 1+A. Esta "proximidad" se
enuncia en términos matemdticos diciendo que si la ecuacidn (1) es estable y consistente
con la ecuacidn en derivadas parciales, también es estable y consistente con dicha ecua-
cidn la ecuacion del método de las direcciones alternantes obtenido a partir de (1).

Para fijor ideas supongamos que p = 2 y que se tiene la descomposicion ==




A = Aj+Ay de modo que los sistemas de ecuaciones Ajw = z (i = 1,2) se resvel
van facilmente. Pues bien el método de las direcciones alternantes (al que me referiré
como méiodo D.A.) llega a la solucién (3, .y apartirde @ (conocida por interme-
dio de (3n +1/2 mediante los dos sistemas de ecuacionas siguientes:

(+A) ﬂn,'_]/z*Az (p 4 BA, = In 1

2
0 +A2 Bas1tAy Brsre BBa = §n J

Eliminando en (2) ﬁn 1 e llega a
Qedif, s ¥ B0, A0 B -0 = g, ®)

Comparando (1) y (3) se observa que difieren en el término A1Ag ( ﬁn P e ﬁn)n

Por tanto partiendo de la consistencia de (1) respecto a la ecuacion en derivadas parcia=-
les, (3) serd consistente con dicha ecuacién si Ay Ag (Brs1- @) cumple determinadas
condiciones. Estas condiciones vienen expresadas en el trabajo denDouglas y Gunn ==

(Numerische Mathematik 6,428-453 (1964) ) en el teorema 2.1., pag. 432.:
(3) sera consistente si (1) lo es siempre que se cumpia

S
h klimok'3 AAg (Upy1-u0) = MiMg &5 (w)
5 -

siendo M y M9 operadores diferenciales.

El problema de si (3) es estable partiendo de la estabilidad de (1) lo resuelve
el teorema 2.2. (pag. 432) para el caso en que los operadores Aj y Ap conmuten con B.
Las condiciones de dicho teorema son:

a) Ay, Ay operadores positivos semidefinidos
b) B operador hermitiano
c) A;B = BA; i=1,2




Me he fijado especialmente en el case conmutativo por ser el que he tratade
con ejemplos numéricos en mi trabajo de Licenciatura.

Historicamente el primer esquema en diferencias finitas en D.A. fué ideado
por Peaceman y Rachferd en 1955, Dicho esquema es de la forma:

Ponin B ! 2 2
At  2n2 (5 (5+8 “*]/2

@

el " ﬂn+l/2 £ l_ (52 $2 (,,

)
5t #e % P +1/2

£2 ) N as
donde u y J son los usuales operadores en diferencias 7 centradosenx e y
re.spef*hvamenl'e

Pues bien si en (4) se hace

2
A,--__Sf 5 y A= A+A,
| 2h? 2h2

y se elimina en (4 (3, +1/2 ssellegcala ecuacicn
: (+A) Bryq +C1+A) Bn+Aj A2 (B 1-B) =0 O
Por otra paric, si aplicamos d la ecuacion de Crank-Micholson

w W

ek [[JZ ) ] + [924 52) ]]

el método D.A. con Ay y Ay como antes, se llega también a (5). Esta relacion enire




los méiodos de Peaceman - Rachford y el de Crank-Nicholson no fué notada al principio
y contribuyd grandemente a hacer posible ¢! dusarrollo general de estos métodos de Dougicas
y Gunn ,

Es de notar que se cumplen los teoremas de consistencia y estabilidad a que me
he referido antes por ser

lim k-3 AIAZ(UH+1‘U ) = lim k_é ——‘——k -.:-lj--- 52 .52

h,k—>o0 B ke 2h* 2h
R R e TR

b 82 3),2 ot
y Aj simétrica y estrictamente diagonalmente dominante es por tanto definida positiva
(varga, Matrix lterative Analysis, teorema 1.8).

En mi trabajo me he referido también a la relacion enire los métodos de Douglas
~Rachford (otro "pionero" de las D.A.) y el de las diferencias regresivas.

He calculado los errores de truncamiento tedricos de los métodos de Crank-
- 3 -~ -
Micholson y Peaceman Rachford y con estos métodos he resuelto la ecuacion

52

\/\lQﬁ
e

en el cuadrado de lado unidad

Condiciones iniciales v (x, y, 0) = Sen TIx senTly

Condiciones de contorno v &, y, 1) = para {x, y) en los lados del
cuadrado

Para este problema la solucién exacta es

2
u k,y,t) = e i sen TIx sen Ty

- 49 -



los resuitados se obtienen en el tiempot = 1 , y en el ediculo se procede con
h =1/4 ycon h = 1/3. Los resultados son bastante proximos a la sclucién exacta
como se puede observar en mi trabajo.

He observado la estabilidad y convergencia de estos métodos haciendo célculos
con At—>0,

También e! Il de abril D. Ricarde Garcic Rosa pronuncié una conferencia so-
T I 5, e R ' . .
bre "Ayuda @ ic sintesis con calculadora; y D Nemesio Juan de Lucas Martin sobre
"Aplicacion de la Investigacion Gperative a los Problemas de los Transportes Urbanos”.
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