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CREACION DE MODELOS MATEMATICOS PARA EL ESTUDIO DE TRANSITORIOS
£*)

Por R. Marqués Fernidndez

Primera parte

Introduccibn.-

a) Ante todo es necesario hacer patente nuestro agra-
decimiento al Centro de Célculo de la Universidad de Madrid por la
concesién de una beca del Fondo de Investigacibén IBM, que permitiri
desarrollar una amplia labor de estudio en el campo de los diversos
transitorios que se presentan en el dominio de la Fisica Aplicada.

b) Objeto del trabajo: En el transcurso de los Gltimos

afios, los avances experimentados en el mundo de los ordenadores per
mite replantear la resolucidén de numerosos problemas, mediante el
uso de técnicas propias del cédlculo numérico, asi como dar solucibn
a otros muchos que por su complejidad matemadtica no poseen solucidn
andlitica conocida més que en aquellos casos en que ciertas hipbte-
sis restrictivas permiten tratamientos aproximados de estos proble-
mas.

Asi por ejemplo en el estudio de transitorios aparecen
ecuaciones diferenciales en derivadas totales y parciales, de prime
y segundo orden, no - lineales con condiciones de contorno que com-
plican extraordinariamente la resolucibén de estos problemas, exi-
giendo constantemente el uso de tratamientos numéricos para su re-
solucidn.

c) Plan de trabajo: El equipo ha iniciado el trabajo

propuesto, agrupando las ecuaciones a tratar en la primera etapa
de su estudio en los siguientes grupos:

(*) Trabajo realizado con beca de ayuda a la investigacidn del
Fondo IBM (Equipo formado por R. Marqués Fernandez, M. Llorens
Morraja, L. Jutglar Banyeres, M. Villarrubia Lépez, A. L. Miran
da Barreras, J. L. Gonzadlez Vicente, C. Franco Peral, J. Gultre
sa Colomer, G. Franco Gonzadlez; de la Catedra de Fisica Indus-
trial de la Facultad de Ciencias. Barcelona).
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Primer grupo: Ecuaciones diferenciales de segundo orden

de la forma,

2

S 2 4882 4C24D=0
4t dt

donde z = z(t) y donde A,B,C,D pueden ser en general funciones de
t,z y de dz/dt; siendo las condiciones iniciales t=t,, 2=2 ), dz./dt)o

A

Segundo grupo: Sistemas de ecuaciones diferenciales en deri-

vadas parciales de la forma,

AI-D—“—+BID“+C,3" +D1-3—"—+E1=o
d x ot Dx ot
du du v DV
A + 3 $ 0, % 3 p L3 E..0
& B e dt e D x 1 2t 2

donde u=u(x,t), v=v(x,t)y donde A1A2, s laty E1, E, son funciones de u,

2
v,Xx,t3 sujetas a unas determinadas condiciones de contorno propias

de cada problema particular.

Tercer grupo: Ecuaciones diferenciales en derivadas parcial
de segundo orden de la forma,

2 2 2
o Ol S 7 Gl 2 Mb o V¢
bxa Bya \022 btz ot

donde f = f (x,y,z,t), junto con las condiciones de contorno especi-

ficas de cada problema en particular.

Observaciones: Es necesario hacer constar que ecuaciones de

primer grupo aparecen en el estudio de algunas transitorios hidrafl
cos tales como: vaciado de un depbsito y oscilaciones entre depbsit
cimaras de equilibrio, cémaras de aire, etc. (1), (@), 2y, 58
Ecuaciones del segundo grupo aparecen a su vez en el estudio del go
de ariete, en problemas unidimensionales de flujo isentrbpico, etc..
(5), (®). Finalmente ecuaciones del tercer grupo aparecen fundamenta
mente en problemas de transmisidén de calor, propagacidn de ondas y
vibraciones elasticas(7), (8), .
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d) Organizacidén del equipo de trabajo: Se ha procedido a la
subdivisién del personal becado en dos bloques o subequipos (equipo
1 y equipo 2) de forma tal que mientras el primero de ellos trabaja
sobre ecuaciones del tipo 1 y 2 , el otro lo hace sobre las del tipo

5, existiendo un coordinador entre ambos equipos. La presentacidn

de las ecuaciones propuestas se ir&d verificando las sucesivas fases
de trabajo prefijadas a partir de las cuales, partiendo de niveles
relativamente sencillos se irén incrementando los niveles de difi-
cultad.

Bisicamente la labor de programacidén, serid realizada en el
ordenador IBM 360/30 del Centro de Calculo de la Facultad de Ciencias
de Barcelona.

Ecuaciones del primer grupo: En una primera fase, abordamos la reso-
lucién de la ecuacibdn,

2
Al - 832 4 c24D=0 (1)
at ak

antes mencionada, y en el siguiente caso particular:

A,C,D, = Ctes B=K-|-22
dt
Condiciones iniciales:
t, =0 z =z o R )o
* dt dt

con lo que (1) una vez normalizada serid de la forma,

o= 2 _% dz dz
at @ dt dt
donde %,Yy G , seridn a su vez constantes

+ X z+ 0 (2)

Procedamos al siguiente cambio de variables:

dz
z =z (3)
1 at pd

con ello se obtimne un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden casi-lineal equivalente a (2)

%=
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dz

= = 25 (4a)
dt
i zailzs LNz, & 9 (4b)
- Q REN { ]

siendo las condiciones iniciales referidas a las nuevas variables:

L= 0 z1)0= z.‘O 22)0: 220

Existen numerosos métodos numéricos para proceder a la im-
tegracidén de nuestro sistema, dadas las condiciones iniciales. He-
mos centrado nuestra atencién en los de Runge-Kutta y Hamming.

El método de Runge-Kutta, se basa en la integracidén (integra-
cibén de cuarto orden), usando un algoritmo que aproxima la solucibn
en series de Taylor hasta términos en hq.(10), (11),(12). Es un mé-

todo que no requiere evaluaciones ni definiciones explicitas ds la

funcidn y su derivada primera en instantes diferentes del inicialj

es ademds un método estable y permite variar en cualquier momeato

el intervalo de integracidén h, Como inconvenientes cabe mencioaar

los siguientes: en cada paso de computacibén exige el cédlculo por cua-
triplicado de los segundos miembros del sistema; ademéds el método no
permite predecir ni estimar el error de truncamiento.

El método de Hamming, es un método predictor-corrector que
opera de modo similar al Runge-Kutta. Es a su vez un método estable
que integra en una aproximacién de cuarto orden y que presenta fren-
te al anterior las siguientes ventajas: aunque requiere una dodle e-
valuacibén de los segundos miembros del sistema en cada paso del com- |
puto, suministra a su vez una estimacibén del error de truncamiznto

local., Sin embargo el método de Hamming presenta un notable incon-
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veniente: no se auto-inicia, es decir requiere una previa estimacidn
de las funciones y sus respectivas derivadas en intervalos de tiem-
po amteriores al inicial, para lo que se precisa la utilizacién pre-
via de un método Runge-Kutta para su evaluacidn,

Frente a los métodos (Runge-Kutta y Hamming) anteriormente ex-
puestos hemos decidido abordar un ejemplo concreto ensayando el pri-
mero de ellos para la resolucién de la ecuacibén (2), en la que hemos
tomado:

B = -0,10451 Y= -4,89956.1077 6=0 (5)

con las siguientes condiciones iniciales:

t

1l
(@]

2)t= = 7,66 92, _, ==0,0599 (6)

con 1o que el sistema de ecuaciones diferenciales (4a), (4b) serd de

la forma:
dz1
T i - i
dz.2
e = =0,104512, |2, —4,89956-10‘521 e

siendo las condiciones iniciales;
=0 z1)= 7,66 z2)=—0,0599 (&)
] (]

El problema se ha resuelto a partir de la subroutine RKGS (17)
modificada y adaptada al sistema propuesto.
Al presente informe adjuntamos el listado del programa, asi

como los resultados obtenidos.

INOTA: Los valores numéricos corresponden al problema planteado por
Schi4fer, las cdmaras abiertas de equilibrio para grandes obras hi-
draulicas.

i
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Segunda parte

Introduccidn.~ El notable avance experimentado en el czzpo de la

.

lecidnica de Fluidos en los Gltimos afios ha contribuido notable-
wente al conocimionto de las ecuaciones diferencioles no linecles,
ordinarias o bien parciales. Tan zolo en algunos cesos @uy espe-
ciales se conocen soluciones analiticas, por lo que —senerzliente
deben usarse nétodos numéricos de integracidn, tal cono el néto
de Runge-luth oplicable en la mayoric de problemas de condiciones

iniciales deteruninadas, Sin embargo en ocasionégs sullen presentar-

7l

se dificultades para la inte:racion de este tipo de eccuaciones debi-
do 2 que las condiciones de contorno viecnen dadas en dos puntos,
or lo gue para poder proceder a la integracidn de la ecuacidn de-

o -
()

: 1) Suponerze un velor arbitrario ¢e la concicidn inicial gue
se ipgnora. 2) Integrar numéricamente la ecuacidn. ) Comprovar
que se verifica la condiddn de contorno en el segunde punto. &)
De ser negativo el test del apartado 3) debe suponerse un nuevo
valor y repetirse el proceso hasta que se oovtengan los resultados

adecuadoc.

Una notable simplificacidn, del proceso indicado, puede
conseguirse de introducir, cuando ello sea posible, una transforia-
cién que reduzca el problema de condicidn de contorno a condiciones

iniciales genéricas,

Ejemplo de transitorio: Flujo isotermo de un gas de un edio vOros

(1.

L1 problema del flujo isotermo no estacionario de un
gas a través de un nedio poroso semi-inifnito ha side resuelto por
mctodoo uDrOXLuadOS por desarrolloz en series por Liddee (2), 5y 08
Na (] ) (9) (“) (/) propone el tratamiento que resumidamente expone-
mos a continuacidn:

Ecuacidén diferencial que rige el transitorio,

) Qp fe .,
2 x (p ax |- Tg . eat <
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condiciones de contorno,

p (R0) = Py Gl S X e oo
» (0,t) = p; (<p,) G £ e (2)

Considerenos 1z sizuiente transforimacibn de semejanza:

X e 1/2
L ﬁ- L+_OOJ. ) ())

i p°(z)
v (z) = o . (- ——) (4)
Po
donde

&

25|

X = 1- -
N =
;JO ())

-

con 1o que (1) se reduce 2 la siguiente ecuacidn diferencizl

2 <
gy : 27 aw £ (6)

az® (l- .u'.') 1/2 dz

sujeta a las condiciones del contorno,

w (o) = 1 w (+4p00) =0 (7)
Definamos zhora dos funciones 7 ¥ /(/ M

co
~

0 = 2 )""—1 (
—'—'7 / = W
/ (l-a()]h /7
de modo que (6) y (7) se convierten en (9) y (10) respectivamente

,-df

[od

+ 2} af _ o (9)

d7\" (1-&{)1/2 d7

f (0) =0 £ (o) = — 1 (10)




La ecuacidn (9) se reduce s un problemz de valores
iniciales mediuante el grupo de transformazciones lineales

f: ;f(l?' fout2 i (11)

donde A es el parimetro de transformacidn y a&, q;, son cons-
tantes a determinar. Asi resulta,

QElL i i —~ 7 af =20 (12)
a7t Taa s e g g

-
&

fin de que (12) no dependa de A se ha tomado &= O y se ha
definido

o« «
G=——mn?t (13)
1= X
siendo ahpra, las condiciones de contorno

7 (0)2h foy =5 (14 - (142)

Si consideramos la condicidn inicial ignorada en (10)
para el tratamiento numérico de la ecuacidén (9) como

dfg geor (15)
4

se tendra por (1l1) y recordando que se ha tomado % = 0,

|
L~

d

O) ot Al- g

2

oo
N

(16)

y para que a su vez (16) sea independiente de A, deberd tomarse
dz = 1, con lo que

_ (17)
ay

83
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morgen de cendiciones de contorno (2), lo

Para el amplio
que equis = operar sestn (5) con
Gat i foe il s ] (18

el proceso de ciAlculo pucde resumirse en los siguientes pasos;

1) asignar un valor a @
2) Integrar nunéricamente (12) con las condiciones inichles dadas por

(14) y (17) esto es,

e v N B 5 e (19)
: Q7 i
3) De 2) tomar f(oe) vy por (1l4a) determinar el purdmetro de transfor-
macidn A

L) El valor de o« correspondiente 2 la solucidén particular estudiada ser
szln (13) (y recordando queo(2 = 1)
At g (20)

5) La solucibén de la écuacidn (6) se determinard a partir de las rela-

o =

ciones de transformacidn (11) y (8)
6) Considérese nuevos valores de P’ y repetir los pasos 2-5 hasta com-

pletar el dominio de o¢, definido en (18).

Ejemplo de cilculo

Hemos abordado la resolucidén de la ecuacidn,
a2f , 27 e Lk
ae e EAlGE e
7 ¢ /

con las condiciones iniciales,

(0) = 0 Q) _

o
pzra valores de que varian desde -2.0 hasta -3.0 con incrementos de

10 T,

Q
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A fin de transformar nuestra ecuccidn diferencizl de 22

orden en un sistema de tales ecuaciones de primer orden, hagamos

[oh
Hhy
|
)

o

f=1

1 =

Q.
~3

se tendrid entonces,

o
s
o

(o3
Dy

o
)
M

ik El__a_Z__Wz EZ

gl 11

o
w‘

siendo las condiciones iniciales para el sistema:

'f‘ 7(0) =0
|

K El1 problema se ha resuelto a partir del método de Runge-hut

f](O) =0 fa(O) =0,

fmodificado por Gill, uiilizando de nuevo la subroutine RKGS (6). A

“continuacién presentamos una tabla resumen de los resultados.

B £ (=) A a
=2,00 1,08950 =059 1785 0,68544
=20 Q) 15097983 =0,91 080 0,69749
L) 1,10623 =0:390397 0,70877
=2530 1,11441 =0 589734 0571935
-2,40 1512249 -0,89088 0,72929
=2/,50 1,13046 -0,88460 0,73864
=2,60 1513831 -0,87850 0,74745
=200 1,14608 -0,87850 0,75576
=2580 1,15374 -0,86675 0,76362
=21,90 1,16181 -0,86110 0,77105
=3,00 1,16879 =0,85559 0,77809
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siones antes y despuéc de t = O

lomenclaturag
o st 1
D = Presidn
PO, Py = Pre

= Variable dependiente definida en la ecuacidn (4)
= Hje de coordenadores cartesianas

= Variable independiente de senejanza

= Porosidad

= Variable independiente de semejanza definida en (8)
= Constante fisica, definida en (5)

= Constantes de 13 relacidn de transformacidn

= Constante fisice, definida en (13)

= Viscosidad dingmica
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