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CREACION DE MODELOS MATEMATICOS PARA EL ESTUDIO DE TRANSITORIOS„ „ (*)Por R. Marques Fernandez

Primera parte

Introducción.-

a) Ante todo es necesario hacer patente nuestro agra­
decimiento al Centro de Cálculo de la Universidad de Madrid por la 
concesión de una beca del Fondo de Investigación IBM, que permitirá 
desarrollar una amplia labor de estudio en el campo de los diversos 
transitorios que se presentan en el dominio de la Física Aplicada.

b) Objeto del traba,jo; En el transcurso de los últimos 
años, los avances experimentados en el mundo de los ordenadores per̂  
mite replantear la resolución de numerosos problemas, mediante el 
uso de técnicas propias del cálculo numérico, así como dar solución 
a otros muchos que por su complejidad matemática no poseen solución 
análitica conocida más que en aquellos casos en que ciertas hipóte­
sis restrictivas permiten tratamientos aproximados de estos proble­
mas .

Así por ejemplo en el estudio de transitorios aparecen 
ecuaciones diferenciales en derivadas totales y parciales, de prime: 
y segundo orden, no - lineales con condiciones de contorno que com­
plican extraordinariamente la resolución de estos problemas, exi­
giendo constantemente el uso de tratamientos numéricos para su re­
solución.

c) Plan de trabajo: El equipo ha iniciado el trabajo 
propuesto, agrupando las ecuaciones a tratar en la primera etapa 
de su estudio en los siguientes grupos:

(*) Trabajo realizado con beca de ayuda a la investigación del 
Fondo IBM (Equipo formado por R. Marqués Fernández, M. Llorens 
Morraja, L. Jutglar Banyeres, M. Villarrubia López, A. L. Miran 
da Barreras, J. L. González Vicente, C. Franco Peral, J. Gultre 
sa Colomer, G. Franco González; de la Cátedra de Física Indus­
trial de la Facultad de Ciencias. Barcelona).
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Primer grupo: Ecuaciones diferenciales de segundo orden
de la forma,

p
A -— § + B —  + Cz + D = 0

d t“ d t
donde z = z(t) y donde A,B,C,D pueden ser en general funciones de 
t,z y de dz/dt; siendo las condiciones iniciales t=tQ , z=zQ , dz/dt) I

Segundo grupo: Sistemas de ecuaciones diferenciales en deri-j 
vadas parciales de la forma,

C>u + B.
1 ^t

+ c . "a v
1 D x

4- D. + E. = 0 
1 12> x

c)u + 3, ' 5 u + c, + D. + Ep= 0
2 -St 2 -bx 1 b t  2

donde u=u(x,t), v=v(x,t)y donde A^A2 > Ê  , E^ son funciones de u,
v,x,t; sujetas a .unas determinadas condiciones de contorno propias 
de cada problema particular.

Tercer grupo; Ecuaciones diferenciales en derivadas parciale 
de segundo orden de la forma,

~dfj_ + 'b2 f t V  f 
'ÓX2 'Ó y 2- 'bz2

g(x,y,z)

donde f = f (x,y,z,t), junto con las condiciones de contorno especí­
ficas de cada problema en particular.

Observaciones: Es necesario hacer constar que ecuaciones del 
primer grupo aparecen en el estudio de algunas transitorios hidraú.1 
eos tales como: vaciado de un depósito y oscilaciones entre depósito 
cámaras de equilibrio, cámaras de aire, etc. (^), (2), (^), (**). 
Ecuaciones del segundo grupo aparecen a su vez en el estudio del gol 
de ariete, en problemas unidimensionales de flujo isentrópico, etc.. 
(^), (^). Finalmente ecuaciones del tercer grupo aparecen fundamenta 
mente en problemas de transmisión de calor, propagación de ondas y 
vibraciones elásticas(7), (°), (^).
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d) Organización del equipo de trabajo: Se ha procedido a la 
subdivisión del personal becado en dos bloques o subequipos (equipo 
1 y equipo 2) de forma tal que mientras el primero de ellos trabaja 
sobre ecuaciones del tipo 1 y 2 , el otro lo hace sobre las del tipo 
3, existiendo un coordinador entre ambos equipos. La presentación 
de las ecuaciones propuestas se irá verificando las sucesivas fases 
de trabajo prefijadas a partir de las cuales, partiendo de niveles 
relativamente sencillos se irán incrementando los niveles de difi­
cultad.

Básicamente la labor de programación, será realizada en el 
ordenador IBM 360/30 del Centro de Cálculo de la Facultad de Ciencias 
de Barcelona.
Ecuaciones del primer grupo: En una primera fase, abordamos la reso­
lución de la ecuación,

A -— | +B—  + Cz + D = 0 (1)
dt ¿ dt

antes mencionada, y en el siguiente caso particular: 

A ,C,D , = Ctes B = K

Condiciones iniciales:

flz
dt

t0 = o Z = Z
dz dz

w dt dt w
con lo que (1) una vez normalizada será de la forma,

d2 z 
dt 2

dz
dt

dz
dt

z 4- 0
donde 6 , serán a su vez constantes

Procedamos al siguiente cambio de variables:
dzz = z1 = z.
dt

(2)

(3)
con ello se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de primer 
orden casi-lineal equivalente a (2)
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dz1
(4a)

dt

at
(4b)

siendo las condiciones iniciales referidas a las nuevas variab.es:

V °  z1)o= Z1 z2)o= z2nO o
Existen numerosos métodos numéricos para proceder a la in­

tegración de nuestro sistema, dadas las condiciones iniciales. He­
mos centrado nuestra atención en los de Runge-Kutta y Hamming.

El método de Runge-Kutta, se basa en la integración (integra 
ción de cuarto orden), usando un algoritmo que aproxima la solución 
en series de Taylor hasta términos en h^.(10), (11), (12). Es uji mé­
todo que no requiere evaluaciones ni definiciones explicítas de la 
función y su derivada primera en instantes diferentes del inicial; 
es además un método estable y permite variar en cualquier momento 
el intervalo de integración h. Como inconvenientes cabe mencionar 
los siguientes: en cada paso de computación exige el cálculo por cua 
triplicado de los segundos miembros del sistema; además el método no 
permite predecir ni estimar el error de truncamiento.

El método de Hamming, es un método predictor-corrector que 
opera de modo similar al Runge-Kutta. Es a su vez un método estable 
que integra en una aproximación de cuarto orden y que presenta fren­
te al anterior las siguientes ventajas: aunque requiere una doole e- 
valuación de los segundos miembros del sistema en cada paso del com­
puto, suministra a su vez una estimación del error de truncamisnto 
local. Sin embargo el método de Hamming presenta un notable in:on-
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veniente: no se auto-inicia, es decir requiere una previa estimación 
de las funciones y sus respectivas derivadas en intervalos de tiem­
po anteriores al inicial, para lo que se precisa la utilización pre­

via de un método Runge-Kutta para su evaluación.

Frente a los métodos (Runge-Kutta y Hamming) anteriormente ex­

puestos hemos decidido abordar un ejemplo concreto ensayando el pri­

mero de ellos para la resolución de la ecuación (2), en la que hemos 

tomado:
f} = -0,10^51 Y= -á, 89956.10~5 <9=0 (5)

con las siguientes condiciones iniciales:

t_° ’ z)t=o = 7’66 -ff-)t=0 =-°>°599 (6)

con lo que el sistema de ecuaciones diferenciales (A-a), (7+t>) será de 

.1a forma:

dz 1
dt = z. (7a)

dzP \
“dt / = -°» 10¿+51z 2 |z2 | -4,89956.10"-z ] (?b)

siendo las condiciones iniciales;

El problema se ha resuelto a partir de la subroutine RKGS (^)

modificada y adaptada al sistema propuesto.
Al presente informe adjuntamos el listado del programa, asi 

como los resultados obtenidos.

NOTA: Los valores numéricos corresponden al problema planteado por 
Schäfer, las cámaras abiertas de equilibrio para grandes obras hi- 
dráulicas.
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Segunda parte

Introducción.- £1 notable avance experimentado en el campo de la 
Mecánica de Fluidos en los últimos años ha contribuido notable­
mente al conocimiento de las ecuaciones diferenciales no lineales, 
ordinarias o bien parciales. Tan solo en algunos casos muy espe­
ciales se conocen soluciones analíticas, por lo que generalmente 
deben usarse métodos numéricos do integración, tal como el método 
de ílungc-Kutp. aplicable en la mayoría de problemas de condiciones 
iniciales determinadas. Sin embargo en ocasiones suelen presentar­
se dificultades para la integración de este tipo de ecuaciones debi 
do a que las condiciones de contorno vienen dadas en dos puntos, 
por lo que para, poder proceder a la integración de la ecuación de­
be: 1) suponerse un valor arbitrario de la condición inicial que 
se ignora. 2) Integrar numéricamente la ecuación. 3) Comprobar 
que se verifica la condición de contorno en el segundo punto. F)
De ser negativo el test del apartado y) debe suponerse un nuevo 
valor y repetirse el proceso hasta que se obtengan los resultados 
adecuados.

Una notable simplificación, del proceso indicado, puede 
conseguirse de introducir, cuando ello sea posible, una transforma­
ción que reduzca el problema de condición de contorno a condiciones 
iniciales genéricas.
Ejemplo de transitorio: Flujo 1 so termo de un gas de un medio poroso
C ) .

El problema del flujo isoterrao no estacionario de un 
gas a través de un medio poroso semi-inifinito ha sido resuelto por 
métodos aproximados por desarrollos en series por Kiddefc • ^»Y. 
Na (”* ) Ó )  C r) (y) propone el tratamiento que resumidamente expone­
mos a continuación:

Ecuación diferencial que rige el transitorio,

O

n> x

2j¿ V- 0 ;>

Q> tp
V-

(1)
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condiciones de contorno,

p (x,o) = pQ 0  <  x  < 90

p (o, t) = p^ ( <• p0 ) O t < (2 )

Consideremos la siguiente trnnsforinación de semejanza:

<fe- } 1/2
(3)

z =
Í T  ^ ¿+p0.;

’.v (z) = «x'“1 • (1-
p2(z)

p
Po

¡.once

cK = 1- Pf

(4)

(5)

con lo que (1) se reduce a la siguiente ecuación diferencial 
ordinaria

d2;v
dz2

2 z dw
( 1- t>¿ w ) dz

= O (6)

sujeta a las condiciones del contorno,

W (O ) = 1 W ( + £>3 ) = O (7)
Definamos ahora dos funciones IJ y ) ,

7 = /tf» " - 1 (8>
de modo que (6) y (7) se convierten en (9) y (10) respectivamente

d¿f £
f  f * • - f e  ( )

1 / 2
-̂ ~£- = o (9)

f (0) = O f ( OO ) = - 1 (10)
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La ecuación (9) se reduce a. un problema de valores 
iniciales mediante el grupo de transformaciones lineales

f = A lp f = A 2 f (11)
donde A es el parámetro de transformación y , son cons-■4 v
tantes a determinar. Así resulta,

d z ( + 2 7 d?
d7 (x ' p f ) 172 d7

(12)

a fin de que (12) no dependa de A se ha tomado o(^- 0 y se ha 
definido

siendo
(* =

ahora,

o(.
------ - A ¿
1 - =*

las condiciones de contorno
(13)

f (0) = 0 f(oo) = - —  (U) - (Uta)
A

Si consideramos la condición inicial ignorada en (10) 
para el tratamiento numérico de la ecuación (9) como

misi = a U5)
7

se tendrá por (11) y recordando que se ha tomado 0,

df(0) = A l-
(16)

y para que a su vez (16) sea independiente de A, deberá tomarse
c<2 = 1 , con lo que

df (0)
7

= 1 (17)
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.?e . .: u:::cn del oroce s o de c:.:.lculo 

P:.:~r .::i. sl ~i..n nlio ; . : ~:'. r ~;en de condlciones de contorno (2), l o 

que e qui '.1:ü e .. opGl' :'. r s e c;ún ( 5) con 

o ¿ O<'. < l (1 0 ) 

el proce30 cie c~lculo pued e re su ~irse en los siGuiente3 p3 ooo; 

l) ;~si c;nar un v.?-lor ::.;. ~ 

2) Inte ~; r é:;. ::~ nu:-.: 6rj_c ;:;_::1 ente (12) con 1 ::01. s condiciones inicilleo clad.:::i.s po r 

(14) y (17) e 2to a3, 

f (O) = O 
dí'( O) = l (19) 

ci_ 7 
3) ::Je 2) to::nr f(oo) y por (14.::.) deter:::.in.::'. r ei p:.!.r Ó.ri'. etro de tro.nsfor-

l:: e.ción A 

4) El valor de ~ correspondiente ~ la solución particular estudiada uer 

asún ( 13) ( :l re cordo.n fo que o(') 1) 
e:... 

ol. = 
(3 

A+~ (20) 
5) La solución de la ecu2ci6n (6) se deter~inar& a pa rtir de las rclu-

dones de tr2.nsfor::1<:tci6n ( 11) y ( 8 ) 

6) Consid§re~e nuevos va lores de p, y repetir loe p~sos 2-5 ha sta com­

p l0té.:!.r el do :·.~ inio e.le o¿, definido en (1 3 ). 

Ej e~plo de c&lculo 

He~os a bordado l a reoolución de la ecuación, 

= o 

con las condiciones iniciales, 

f(O) = O 

p~r~ valoree de que varia n desde -2.0 hasta -3.0 con incrementos de 
io -1 
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A fi n de tr~nsform~r nu e~ t r~ ec u~ c i 6 n di f e r enci~l tle 2Q 

orden en u n ;j : . 0 t e11! ~.!. de t :J. l es ecu o. cione s d e p r ii:-;c; r ord en, h c;_Gé,_ :·:: o;::; 

--
f = f l 

d f 

s e t endr~ e ntonce s , 

d í'l 
- f 2 0. 7 

d f 2 22 
f 2 = ~ i\ ) 1/2 el ? (l-

siendo las condic i one s ini cia l es pa r a el si s te~a : 

l (O) = O l 

El problema s e ha re s uelto a pa rtir de.l método ele Runt-;e -!·~ u ful 

uodi ficado por Gill, utilizc..n do de nu evo b . 3ubrou ti ne ~=?K G.S ( 6 ) . A 

continua c i ón pres entamo s una t a bla resu~en d e los resulta do s . 

8 f ( 00) A a 

-2,00 1,08950 -0,91785 0,68544 

-2,10 1,09793 -0,91080 0,69749 

-2,20 1,10623 -0,90397 0,70877 

-2,30 1,11441 -0,89734 0,71935 

-2,40 1,12249 -0,89088 0,72929 

-2,50 1,13046 -0,88460 0,73864 

-2,60 1,13831 -0,87850 0,74745 

-2,70 1,14608 -0,87850 0,75576 

-2,80 1, 15374 -0,86675 0,76362 

-2,90 1, 16131 -0,86110 0,77105 

-3,00 1,16879 -0,85559 0,77809 
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:; o::: 0:1 :::l:,_ tur:'. • 

1- = ?er::: c.:-i.bi lid:i.d 

!.' 
0

, P1 = Pre:::;iones ~rntes y dcspu8:: de t = O 

~ Vari3blG tlopendiente definida en l~ Gcu~ ci6n (4) 
x = ~je de coordenQ..dorc3 cartesia na:::; 

.., ::::: 'Jc..rio.b.le independiente de se!:W jan2:..1 

<f ::::: Porosidé.:. d 

f = Vari~ble independiente de se~ejanza definida en (8 ) 
~ = Constante fi~ica , definid~ en (5) 

c.<L ,ol.¿ = Const .::.:. n tG.s de lo. relo.ción de tr<'.rnr.;for:::ación 

= Consta nte fi3i:::a, definida en (13) 
= Viscosidad din~Llic~ 
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