62

CODIGOS QUE DETECTAN Y CORRIGEN ERRORES
i

Poxr P.  Gil Alvarez

ROLUCCION o=
En 12 primsra partc de esta exposicidn, tratarenos Gnicamente pro-
blemus porn cddizos binnrios. Suponianos, pues, gue a tivvés de un cunal de in

iormucidn, se transmite un: secuencia de disitos binnrios. in ausencia de per-

turviciones, cada digito emiticdo scrd recibido clarumente, sin crror. Pero si,
por algOn motivo, 1o seofinl transkitida suire defornneidn, un cero podrd ser re-
cibido como uno, ¥y ua uno vo.rd ser recibido como cero, produciéndose asi un
error cn l» receocidn aue llevara o unn interpretacidn incorrceta de 1o palabra
recibidae

Con el fin de evi . nr estas situscciones que puazdoen 2 veces acarrear
£r-ves consecuencias, se introducen nétodos de co iricacion que vernitan de-

+ir cual uier tivo <e error. La idea fundamental de eztos cddigos

es muy sinples se deseun trnasmitir un conjumb de K digitosja éstos se alinmden
r nuevos diritos (que serfn llamados "de control")convenientemente elegidos, y
se transnite la sccucicia completa de n = K 4+ » digitos. Bl problema de 12 codi
iic:cibén consistird entonces en 1n eleceidn adecu:d:n de estos T digitos de con-—
tol. For suvuesto, el método llauva consiso un desprecio de cierto nimao de pala

bras que podrisn,en el cazo de transmisidn sin ruido, formar parte del codigo .

e L Heni i n
rente; el numero de posibles paliubras de longitud n seria 2, de las

o
«
o

(*) Trabajo realizado con beca de ayuda a la investigacidn del
Fondo IBM (Equipo formado por P. Gil Alvarez, F. J. Girdén Gon-
zdlez-Torre, P. Ibarrola Mufioz, M. Sdnchez Garcfa, R. Vélez
Ibarrola; del Departamento de Estadistica Matemidtica de la Fa-
cultad de Ciencias. Madrid).
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I - e : et !
guzles solamente 25 ser’n utilizadas. Wl cociente K/n = R , denominado "tasa de
inforn cién" , da unt idex de 1w utilidnd ei'cctiva del cddigo.

—— =R

Como dos ejemnlos de cddisos de este tipo, celinleross

1.2) Codigos de repeticidn.-

Para un conjunto de dos menznjes, se emplean como palabras inicia-

-

125 del eddizo 1. A-Ars por un sdlo digito [0,1); éste serd el digito de in-

formacidn, r se nfiaden 2 c~da uno de cllos un ninero arbitrario 1 de digitos

-

de control, to oz <llos i;unles nl digito de informccdn correspvondiente; =si,

por ejemplo, prra r = 4, los pal-bues del cbddigo serin

00000 p:raecl priner mensaje y

5 VI s e | rara el scgundo mensaje.

Bn la recencidn de pal:bias, puede aparecer cualquiera de los 25
gecucncing binarins posibles; el sistem: de traduceidn consistira’en traducir
coro O aquellas secuencios con nayor numero de ceros que de unos, y en tradu—
@ir 1 las gue cumplan la condicidn complementaria. Surgen en este esquena, dos
Problenns fundamentaless

I) Pn realidzd no suprimimos lo posibilidad de error; tnicaments dis
minuimos la probabilicad de que ésto ocurra (se supone siempre que la prob:bili-
dad de recepcidn incorrecta de un digito es inferior a la probabilidad de recep—
eidn corrccta). Mst2mos utilizando un esquem: de traduccidn del tipo denomin=do
"observador ideal'.

II) Bn ocasiones (p.e. cumndo r = 5 o cualquis nGmero impar) es impo—
sible la traduccidn porque la probabilidad de error en una pzlabra recibida

(0 101 01) es idefitica tanto si se ha emitido O como si se ha emitido 1. In

este caso diremos aue el procedimiento de traduccidn es inconpleto.
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1.b) Coédigos de control de noridad sirmle,

Pura el codigo fomm:do por lws secucnci:is bimriss de longitud K, 00
d¢dds pensar en est.blecer un nuwo cddifo dndo de 12 forma siguiente:s 2 cada po-
1 bz se le aidede un digzito de contiol (r=1) de tal modo que 1o suma mdédulo 2
ie loz K41 digitos ¢e la nueva prltibra, sez, por ejemplo, cl cero. $i en la pe=—
libra recibida, 1n sumn de digitos es uno (mod,2) al-in error ha ocurrido en la
tronsnisidn. (Bl cilcule de 1 suma os lo que denominsreros "control de paridad"
isiy cn ol osquema de traduccidn de ohserveidar icdeal, toda secuencia recibida
serl traducible o 1l p-l-bra correston'imte si el resultado el control es O,
v seri iniroducible si ¢l resultado del control es 1 (detectanos el error, pero
no vo-enos correcirlo), e tiiba, pus, de un csquen: incompleto, en el cue se
ovserv: aln ns clavarcente aue en el ejemnlo anterior, la diferenciz entre ambos

rroblenns: detceddn y corriccidn del error,

2= B30 0T TR AT,

2e1.—sefinicion.—

CIiN V1y VDy eesy Von 1l's posibles secuencics de longitud n (Puesto

[&16588

=

cuz erda palvbr: tione n d4isditos volenos repiresontarla en fowms vectorinl). deon
Vigs Wpy eee Vg l:s p2l-bre incliuidas on el cddizo considerndo.

Llanareros distancin de Hamuing ontre los secuencias vy ¥ v2 al ni=-

nero de dizitos en oue se difercncian(Fu~de comprosarse fhcilmente que se cumpler
l»s provied:.des de unz métrica).
Por ejemslo, si
¥i = OF RO vy =11 051110
d(V1, Vg) =3
51 w o8 la pelabra emitida y v es la gecucncia recibida, ha hibido

ex:ctamente dfv,w) errores en 1 transmisidn.
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1

2.,2.~ Principio de diztincia mininae—
X

Bl ouvservador idenl es aouél que traduce eon el criterio de vroba-
bilidad de error minima, ces decir, pura lu secuencia recibvida v, se trzduce Vv
por aquella palabra w t2l que hnce maximo el valor

Pr(wi/v)

AdemAs, como estamos consider:ndo un canal binario simétrico (la
probzbilidad de recepcidn corrccta y de error es la misma pmra ambos digitos)
en el cunl la probabilidad de emision de cnda palebra es la misma para todas
0llus, nmaximizar el valor anterior equiv:le (iSH "Information Thepry"-pug.62) a
maxinizar la probabilidad

Pr(v/w)

Vamos a probar que el obgservador ideal coincide con el esquena

de traduccidn consistentc en interpretar cada secuencia recibida como la pala-

bra del cbédigo mie proéxima a olln (entendiendo esta proxdimidad como la derivada

de 1u distancin de Hamming). S2a ® la probabilidad de cue un digito se reciba
incorvectamente, 1-a& la probabvilidad de recepeidn correcta; se tiene
a(v,w) n—-d(v,w)
Pr(v/w) = A (1-) (25231)
Si cscribinos d; = d(vyw; ), y comparamos las probabilidades de
recepcidn de v si se han transmitido las palabras iy o Yoy resul tas

Pr(v/w1)

Pr(v/WéT o‘d.2(1__(x)n-d2 [

Puesto que 1-& > X (probabilidad de error inferior a %), el cociente
l%éi es superior a 1. Por tanto serd
Pr(v/wy)> Pr(v/wz) si y sdlo si es 44< dy (2k2a3)

CeQede
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3e= ERRORES IULTIFLIS.= SSFERAS DE IHAITTING.

Si ceda secuencia recibida se traduce por la palabra mis proxima a ella,
es natural pensar que un buen cddigo serd aquel en que las palabras estén su
ficienteniente "separadas". De acuerdo con esta idea, si asociamos a cala pa-
labra una esfera (segin la distancia de Hamming) formada por las secueicias
que distan de ella un nimero menor o igual que e de unidades, el esquena de
traduceidn consistiré en intermretar cada secuencia como la palabra qus es
centro de la esi'era en que se encuentra, supucsto que todas las esferas son
disjuntas, y en no traduciila si no pertencce a niniuna esiera.

liis precisamente, formulamos et siguiente teorema,

314~ Teorena

Sean Wy, Voy eeey Vi palabras binarias de longitud n. La condi-

cidn necezaria y suiiciente pora que se verifique
Vi g (3.1%1)

para alsin ndmero entero positivo e, es aue se puedan corregir todos lis —

d(wi,wJ-)>/ 2ed+1

eriores simples, dobles, eic. hasta los de tanmaiio e inclusive,

Si 1a condicidn anterior se sustituye nor

dhd,wj)).Ze - Vi £ 3 (3.142)

solanente son corregibles los errores de temaiio inferior o igual a e-1, Los

errores de tanaiio e pueden detectarse, pero no corregirsec.

En efecto:

Supongamos que la minima diztancia entre palabras es 2e-1., Pa—
ra que una palabra w sea traducida como otra distinta w', la secuencia reci-
bida debe ser al menos tan prézima a w' comec a wy para esto es preciso que
al nenos e+l digitos de w hayan sido orréneanente recibidos. Luego todes los
errores de e o nenos diritos son corregibles (Las esieras de radio e son dis—

juntas) .
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Si la distancic entre dos palabras W y w' es 2e, un error de tamafio e en
w produce una secuencia v cuya distancia a w es e, 7 cur~ distancia a w' es
al menos e, en virtud de la desigualdad triangular. Si la distancia a w' es
exactamente e, v puede proceder tanto de w como de w' por medio de un error
de tamatio e, Por ello, aunque el error consige ser detectado, no 2s posible
corregirlo.(Las estferns son, en esite caso, tanzentes).

Los reciprocos se siguen por un ragonamiento anilogo.

3.2.~ Representacién peométrica.-

Sea n=3. Las posibles secuencias dinarias pueden representarse en los
vértices de un cubo (en una dimensidn seria un sesmento, en dos un cuadrado
v en mis de tres un hipercubo).

| La distancia entre dos secuencias coincide
(000 J — (101) con el narero de aristas que es preciso reco-—

rrer para ir de un vértice a otro.

(044) Por ejemplo, si se toma e=1, vara corregir
/,dbéj un error simnle es preciso, segin el teorema

/I/ | anterior, una distancia minima de tres unida-
//(010) (110) des entre las palabras. Solamente hay dos pa-

labras en el cddigo (000 y 111, p.e.). Si se desea detectar el error simple,
aun sin corregirlo, habrid cuatro palabras posibles: 100, 010, CO1 y 111, o
cualquier otro conjunto similar,

Se observa que al aumentar la copacidad de cprreccidn disminuye el nlme-
ro de posibles palabras de cddigo. ¢Cuil es el nGmero maximo de palabras que

puede tener un cddigo para correcir errores de un tamafio dado?
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3e3.~ Cota superior de Iamming.-

Si un eddigo esti formado por s secuencias binarias de loncitud n,

o

Yy es cavaz de corregir todos los errores de tanaiio inferior o igual a e, se

verifica ok
A i ssL—T (3:341)
Z(s)

En efecto:

Pera cada par de palabras, las esieras de radio e deben ser

disjuntas. El narero de secuencias contenido en cada esfera es
<
n n ﬂ) n (n)
+ +... = .
(o)*(i) (z *le -.;)”

incluida la propia palabra. Luego el ninero de secuencias incluidas es algu~—
na de las esferas es ) ¥ este ntmero es como mixino ipual al nfine—
ro de secuencias pos 1b1e° 2™, es decir
n n
(1)<
de donde se obtiene inmediatznente la cota propuesta,

Obsérvese que ésta cota constituye una condicidén necesaria, pero no su-
ficiente para la fornacidn de un cbddigo. Por ejemplo, si e=1, n=4, s puede
valer 3 segin la cota, y sin embargo no Lhay m&s oue dos palabras cuya distan-—
cia sea superior o ifual a 3.

Si se admiten errores de tamafio superior a e, no seran cor: ‘eidos adecua—

damente puesto que siempre ele;imos el error de menor magnitud,

4.~ CODICOS LINEALDS.= COiff30L DB PARIDAD

4.1+~ Definiciones
Un cddigo tal que sus palabras conticnen digitos de iniormaci vy digi-
tos de contirol, debe tencr éstos elegidos como funcidn de los primeros (si

fueran arbitrarios no habria posibilidad de control)., Con mas precisién, si
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50N C4qy CDy essy Oy los difitos de una palabra cualquiera, deben cumplirse

ciertas relaciones de tipo ecuacionals

a11014' :'.11202" ...-‘- a1ncn= (o}

a21c1+ a2202+ e S a, ¢ = 0 (% 13

@00 Bee 0ee Gee wce ses veoe

ar1c1+ ar2c2+ csot 80 O™ 0

6 bien, en notacidén matricial

HC'= 0 (4.142)

siendo

o

a11 ...a1n

ese eses e

I = ee ses seo H C = (C1, ey cn) H 0 =
gy tweeBpy

Ce oo

La matriz H serd denominada matriz de control de paridad y sus elementos
son ceros o unos, puesto que las relaciones estan construidas sobre el cuer-

po de clases residuales mddulo 2.

Las solueiones del sistema anterior constituyen un cddigo de control de

paridad. Notese que si el rango de la matriz H es m, hay n-m=k digitos que

pueden elezirse arbitrarizmente; son los difitos de informacidne Los m di-

gitos restantes vienen determinados por estos k, y se denominan digitos de
control.

Por ejemvlo, seas
3 Ll L It B R 2

H= 1005 410 a0 . e
(oS R e o) Sl IR
El cddico de control de paridad resultante euta formado por 8 palabras
(23); hay tres digitos de informacidn y tres de control en cada una de

ellas; se eligen arbitrariamente los tres primeros digitos (informacién) ¥
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se deterninan los tres restantes (correspondientes a columnas linealnente
indevencdientes). Dstas ocho palabras sons
000000, C01011, 0101C1, 011110, 100110, 101101, 110011, 111000,

Observemos que la valabra formadn por diritos cero debe aparecer en todos
los cddi~os de control, de paridad, pues siempre satisfacc el sistema de ecua

ciones.,

Suron/amos ahora cue, cdado el cddico de control de paridad, emitimos una
cierta palabra; a su paso por el canzl, se suma a dicha palabra una cierta
perturbacién E = (e1, essy € ), siendo
e, = 0 , si el cacnal no cambia el digito i-=&sino.

e.=1, si el can2l transiorna el disito i-ésino
i

Llamcremos a E vector de error.

La secuencia recibida cerd la suna (siempre mbédulo 2) de la palabra emiti-
da r la perturbacidn; es decir, si es R = (31, evey rn) dicha secuencia, se
tiene:

R=C4E (44143)

A 1la recepcidn de la secuencia R puede calcularse el vector llamado corre

tor ( o sindrome) por la férmula

St= M (44144)

Y se cunmple:

St= IR'= H(C'+ B') = IC'+ D' = IE! (4415)

puesto que C es una palabra y debe ser IIC'= O; luego el vector de error de-
termina el corrector, aungue no recivrocanente.

El problema quc se presenta ahora es el de determinar, mediante la se-
cuencia recibida, cual fue la palsbra que se enitid. Y se tiene:

CuR=-E=R4E (441.6)
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ya que en mddulo dos la diferencia coincide con la suma. Bastarid, por tanto,

doterminar el vector de error para lograr conocer la palabra transnitida.

Ahora bien, esto no ¢s siempre posible, pucs el corector no deternina el vec-—
’ i & s I

tor de error de forma univoca,

4.2+~ Teorema

Si es R la secuencia recibida, el conjunto de posibles vectores

de error es el conjunto de secuencias cue tienen el misno corrector gue IR,

En ef'ecto:
3i E es uno de los posibles vectores de error, y fuera
HRY £ T
se tendria
H(R'+ E') £ 0
con lo cual R + B no podria ser una palabra. Lueso ha de ser
HR' = HE (4.241)
CeQole
Por ejemplo, si una de las palabras del cddigo es la secuencia recibida,
su corrector asociado es el vector nulo. El error adicionado por el canal
debe tener corrector nulo y debe ser, por tanto, otra de las palabras del

cddipgo (la palabra formada por ceros es la que tiene una mayor probabili-

dad) .

Puesto que la relacidn "tener el mismo corrector" es una relacidn de
equivalencia sobre el conjunto de todas las secuencias, se origina una cla-
sificacién en dicho conjunto. Una de las clases ( la clase cecro) es la for—
mada por las palabras del cddigo. Asi resulta que los posibles vectores de
error son aquellos que estan en la misma clase que la secucncia recibida.

inguno de los errores de la misma clase puede ser recnazado con seju—
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ridad. Pero, puesto que los eriores de canal no son deunnsiado frecuentes, si

se puede selecccionar entre ellos el corror nis verosinil, que serd aauel con

a R s e b B , A STt fder d
menor nunero de uwnos. Bs el error cue rora denominado lider de clase.

veso de una sccuencia al nimero de unos gue nparecen cntle sus

Se 1llana

n di;itos. Asi resulis ‘ue el lider de clase es la seccuencia Con MENor pPeso.
Los cddigos de control de parilad, es decir, aquellos cuyas palabras son

as soluciones de un sistema del tipo (4.1.1), son tanbién llamados c&dizon

1
linz~lce o c6difos uro.

La traduccidn en estos cddigos se hard, pues, del siguiente modo: calcu-
lar el corwvecior ~sociado con la secuencia recibida; determinar el lider de
la clace gue tiene dicho coxector, y sunar este lider a la secuencia. Asi
se obtendrd la palabra ocue con naror »ry + “dilidad ha sido transmitidas

Los problemas que ahora surcen son, fundaventaluente, dos:

2) ¢Cémo debe escozerce la matriz de conorol de paridad?

b) ¢Como puede determinaca~ ] lider de clase, dado el corrector? Para
tanaiios de palabra pequeiios, se vuecde 1esolver el provlema nediante una bus-
queda exhzustiva de todos los lideres, anter de iniciar la traduccidénj pero

cuando e3to no es posible aln no hay métodos satisiactorios de bisqueda,

5e- ERRORES SIIPLIS.- COVISOS DR MAIIING.-

5e1.= Construccitne.—

Sea E el vector de error adicionado por el canale Si E
tienc unos en las posiciones Jjq, Jos eeey Jg ¥ ceros en las n-e posiciones
restantes, entonces el corrcctor S=IME=IN es la suma de las columnas Jqsees
sey Jo de la matriz de control de paridad.

De este modo, i unz colurma de la matriz ¢e control de paridad estd for-

nada nor ceros, un error en dicha posicidén no serd detectado cn el corrector
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Y si dos columnas son idénticas, un error simple en cualguiera de las dos
posiciones dara luzar 2l mismo corrector; cblo uno de los ¢os er-ores podra
ser corre~ido. Por tanto, un codiso line2l no puede corre ir todes los erro—
res sinples nis aue si todas las colurnas de su watriz de paridad son distin
tas y no nulas.

Reciprocnmente, si la matriz cumple con estas condiciones, cualauier errox
sinple puede ser corre/ido, pues errores em diferentes posiciones dan lusar
a correctores distintos. Podemos, pues, enunciar (si admitiros Unicamente la
nosibilidad de un solo error):

Un c&Ciro lineal binario es cnvaz de corre-ir todos los errores simples si
y s6lo si todas las columnas de su natriz de paridad son distinvas ¥ no nulas.,

Pora la traduccidn se empleard el siguiente método: calcular el corrector
de la secuencia recibida. Si éste es nulo, se supone que no ha habido error;
si es isual a una de las columnas de la natriz de paridad, se corrige el ai-
cito correspondiente a la posicidén gue ocupa la colurna. 5i, por tltimo, el
corrector es no nulo y distinto de todas las columeas de la matriz, no puede
efectuzrse la traduceidn (Dsta situacidn sdlo es posible cuando ha habido
nis de un exror).

7 cilculo de la méxina lonritud posible de las palabras, para un cddigo

que corrige errores simples, con r digitos de control, es inmediato, puesto

v distintas que

o

que se reduce a buscar el nimero maximo de columnas no nulas
3 ; ; . n 3
se pueden construir en una matriz de r filas; este nimero es 2°-1. La tasa cde

informacion viene dada entcnces por

11 2 T ( )
el == S5elel
n 2"-1 2%-1

Haciendo r suficientenente grande puede conseguirse, pues, aproximar la

tasa a 1 tanto comp se quiera.
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5e2ae= Mnero control .-

Cuando la lon~itud de las palabras es grande (la matriz
de paridad tiene gran ninero de columnas), la comparacidn del corrector con
cada una de las colunnas puede necesitar mucho tiempo. Por ello es interesan-
te hacer una ordenacidn de las columnas tal que, el resultado del corrector
indique cuil es la rosicidn en cue se ha ;roducido el error sin necesidad de
efectuar las comparaciones.

Esto puede conseguirse colocando las colurnas de modo que cada una de ellas
sea igual al nluero de orden que ocupa, expresado en base binaria. De este mo-
do el correztor seri, en bose dos, ifual a la posicidn en que se ha producide
el error,

Dste tipo especial de corrector serid denominado nimero conirol.,

Por ejemvlo:
Para r=3, k=3, n=6, la siguiente matriz de paridad
CRRE O O e g
I RO A OR S OR
IF ORS00
proporciona un cddigo dado por las palabras:
000000, 001011, 010101, 011110, 100110, 101101, 110011, 111000
Si, en la emisidn de la tercera palabra, 010101, se produce un error en
el cuarto digito, se recibirid la secuencia 010001, Bl cilculo de su corrector
da un resultado S = (1 0 0) que es el nfnero 4 expresado en base binaria.
La traduccidn se hard automiticamente cambiando el digito aue se encuentra

en la cuarta posicidn,
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