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CREACION DE MODELOS MATEMATICOS PARA EL ESTUDIO DE TRANSITORIOS 
Por R. Marques Fernández (*)

Octava parte

1.- INTRODUCCION.- En el presente informe se trata el problema 
de la transmisión de calor en régimen no estacionario a través 
de un cuerpo con simetría cilindrica. Como primer paso en el es 
tudio propuesto se aborda el caso de un cilindro homogéneo e 
ilimitado sin generación de calor interna sumergido en el seno 
de un fluido a distinta temperatura, del cual recibe o cede ca­
lor, con un coeficiente de convección h correspondiente al con­
tacto sólido-fluido.

La resolución analítica de este problema lleva consigo la 
determinación de las raíces de una ecuación trascendente en la 
que aparecen las funciones de Bessel JQ y J^, así como paráme­
tros característicos del material, de la geometría del cilindro 
y de las condiciones de trabajo. En el presente informe se in­
cluye un estudio de dicha ecuación proponiéndose un método de 
resolución y un modelo de programa para llevar a cabo el cálcu­
lo propuesto.

F/a. r>m <¿

2.- PLANTEAMIENTO Y DESARROLLO 
DEL PROBLEMA PROPUESTO

Sea un cilindro ilimitado y 
homogéneo de radio R a una tempera­
tura uniforme Tb en el instante 
inicial (t = 0), rodeado de un 
fluido a una temperatura Ta siendo 
Ta<Tb (Fig. 1).

Se consideran constantes los 
valores del calor específico c de 
la densidad p y de la conductividad 
térmica k y en consecuencia el de

(*) Trabajo realizado con beca de ayuda a la investigación del 
Fondo IBM (Equipo formado por R. Marqués Fernández, M. Llorens 
Morraja, L. Jutglar Banyeres, M. Villarrubia López, A. L. Miran 
da Barreras, J. L. González Vicente, C. Franco Peral, J. Gultre^ 
sa Colomer, G. Franco González; de la Cátedra de Física Indus­
trial de la Facultad de Ciencias. Barcelona).
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la difusibilidad <* (<* = k/p-c). La ecuación de Fourier en 
coordenadas cilindricas que rige el proceso supuesto © = © (r,t) 
viene dada por:

Ü L  = o, [ - i f f  * -I_ . Í_S_1 (1)
dr r 3r .

con las condiciones:

oii-p ©. (0, r) = 6>b
a  © ] h ~t > 0 a r iJr=R

— ---©, r=R
Xk

( 2 )

En donde © (temperatura diferencial) viene definida por:

© (r,t) = T (r,t) - T (3)a.

La solución de la ecuación diferencial (1) con las condiciones 
(2) viene dada por la expresión:

- I J i A k >

*  Jo A ..5 + J i(/<1;)
(/Y — )ek R

-/*,*+* /k2 M

En donde JQ y son las funciones de Bessel de primera espe­
cie do ordenes 0 y 1 respectivamente, y los valores de 
son las raiees de la ecuación:

A W a-rJo(A> (5)K
En el caso particular que se considere un coeficiente de convec­
ción h infinito, la expresión (¿(.) queda reducida a:
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©
©

(6)

Siendo en este caso / *  y  tas raices de la ecuación:

(7)
es decir, en este caso los valores de / *  y  vendrán dados por los 
ceros de la función J .

de la temperatura diferencial 9. para cada punto del cilindro en 
cualquier instante de tiempo t, aparecen los valores yíx que 
previamente deben determinarse mediante la resolución de la ecua­
ción (5).

Fácilmente puede verso a partir del estudio del sis­
tema de ecuaciones:

o

3.- RESOLUCION DE LA ECUACION TRASCENDENTE.

En la expresión (¿i-), que proporciona los valores

y = / ' J 1 ( / O (8 )

que las raices de la ecuación (3) verifican la conducción:

* 1 ^ 2  <  x 2 (9)

siendo x, las raices de la ecuación:



80

J (x) = O (Ver gráfico 2)

Una vos conocidas las zonas de existencia do las 
rajaos de la ecuación (j?) proponemos para su determinación el 
siguiente método de cálculo.

Las raiceo de la ecuación (i>) coinciden con los valo­
res de que anulan la función: (Ver gráfico nQ 3)



ÜS jo </-> - J 1 (r
facultad de informática

biblioteca

( i c o

Una vez conocidos los intervalos de existencia, dados 
por las condiciones (9)» de las raices de la ecuación (9), el pro­
cedimiento de cálculo consiste en la evaluación de la función (1C ) 
a partir del extremo inferior (yu Q = x,_ del intervalo de existen­
cia para una sucesión de valores y* = Q + ¿/a hasta que se produce
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un cambio do signo en la función (10). Una producido dicho 
cambio de signo (aislada la raiz en un intervalo de longitud 
4*) el valor■de sustituye por ¿¿A /M repitiéndose el
proceso dentro del nuevo intervalo en que se ha aislado la raiz. 
Este sistema de cálculo se repite tantas veces como sea necesa­
rio hasta alcanzar la aproximación deseada ( ¿ ) por el usuario. 
La aproximación lograda en el n-ésimo ciclo de cálculo vendrá 
dada por:

K  ■ i
1V1

En el programa adjunto se ha tomado M = 10,.e 1

/¡.. - DESCRIPCION PEI, PEO GRAMA.

El programa consta de una subrutina BESJ, que 
calcula las funciones de Bessel de primera especie do orden 0 y 
1; y un programa principal que calcula primero las soluciones de 
la ecuación trascendente^) y a continuación los valores de la 
temperatura para los distintos radios de una sección transversal 
del cilindro para una sucesión de valoreo del tiempo t.

El programa se interrumpe cuando la temperatura 
en el ojo del cilindro difiere de la temperatura del fluido 
circundante en un tanto por uno que puede fijar arbitrariamente 
el usuario.

5.- DESCRIPCION DE LAS VARIABLES.

VARIABLES DE ENTRADA
p

COI]VEO: Coeficiente de convección (kcal/h.m . QC)
CONDUO: Conductividad térmica del material (kcal/h.m.2C) 
DEIIS : Densidad del material (lig/m̂ )
CALE : Calor específico del material (kcal/kg.QC)
RADIO : Radio del cilindro (m.)
TEI'AA : Temperatura del fluido circundante (°C)
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TBI'AO: Temperatura inicial del cilindro (QC)
TIIÍEI: Intervalo inicial de tiempo (horas)
D : Aproximación deseada en las funciones de dessel 
ERROR: Aproximación deseada en el cálculo de los valoree de / a  

TOL : Aproximación del último nivel de tiempo al estacionario en 
tanto por uno

CORfi.: Coeficiente corrector de los intervalos de tiempo en los 
que se calcula la temperatura.

VARIABLES DE .SALIDA

RIIU(I): Conjunto de los valores de obtenidos 
ALFA : Difusibilidad térmica (m2/h.)
FUC : Valor del n2 adimensional (hR/k)
T U S  : Tiempo en horas para el cual se calcula una distribución 

de temperaturas en el cilindro.
RAD : Distancia al eje del cilindro, en tanto por uno.
TEMP : Temperatura (2C)

CONCLUSION

El apéndice I incluye el listado de la subrutina EESJ, 
y el II el listado del programa principal.

Como ejemplo ilustrativo do la distribución de tempe­
raturas en régimen transitorio ce han resuelto dos casos extremos.

a) un cilindro de material conductor con las siguientes caracte­
rísticas :

dio =0,1 ni k = 320 kcal/hr. m
= pCO 2C /  = 8900 k g / iP
= 20 QC c = 0,098 kcal/kg QC
= SO kcal/hr. m2 aC ot = 0,367’ m'~/hr.

y las siguientes variables de control del programa:
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ERROR = 0,0001  
D = 0,001

COER = 2,0 
TOL =0,05

b) un cilindro do material refractario, do las siguientes 
camoteras c i c o. .

Radio = 0 , 1  m k = 1,2 kcal/hr. m QC
Tb = 500 QC ? = 1500 kg/m3
T = 20 QC c = 0,500 kcal/kg QCa p 
h = 50 kcal/hr. ni QC CK = 0,002 m2/hr.

y las siguientes variables de control del programa:

ERROR = 0,0001 CORE =2,0
D =0,001 TOL1 = 0,05

Los resultados obtenidos se han presentado gráficameiic, ver figo.
;i y 5 .

l iO ltS ÍC I .ATURA

T = Temperatura inicial del cilindro en QC
T = Temperatura del fluido circundante en QC
t = Tiempo en horas
9 = T - T en QCa
9. = T, - T en QC ,j o a
¡i = Radio del cilindro en i:i
li = Goefi’cionte individual de transmisión de calor (sélido-fluí- a odo), en kcal/hr. n'- QC
h - Gonductividad térmica del cilindro en kcal/hr. m QC 
c = Calor específico del cilindro en kcal/kg. QC 
o - Densidad del cilindro en kg / \ P  

ce = Difusibilidad térmica en m /hr.
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T  °C

i n t l x n l e  i n i c i a l

I s & A. 2 mm. 

t  -  O h. S  / » i  n.

I  -O h . 4O min.

I  = Oh. 49 min

i  c Oh. 2, rrtin

/*  0.h. S nun  

l  c OA. 3 B m in. 

I  -  Oh, 40 min.

t  ~ Oh. 4e}  min.

t *i h.  45"min. 
Í  -  Oh. 33 min

I e ih. iS min.

I  - 2 h. 3*i min

1e 5h. 42 min. 
-r/fí.

Gráfico nu. /+
Material buen conductor

—  Material refractario
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T “ C

Gráfico n(i 5
______ material buen conductor
-----  material refra.ctario
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