UNA PRUEBA DE LOS TEOREMAS DE GODEL Y ROSSER

Por José F. Prida

Se presenta aqui una prueba de los teoremas de Gddel
y Rosser bajo una formulacidn mas moderna, debida a Rogers (1),
en el lenguaje y con las técnicas de la teoria de la computa-
bilidad. El1 interés del tema, junto con la dificultad grande
que el no especialista encontrard en suplir las demostraciones

que Rogers omite, ha motivado esta exposicidn detallada.

INVARIANCIA RECURSIVA

Sea N el conjunto de los nimeros naturales.

DF 1 Dos conjuntos A, B son recursivamente isomorfos si
existe una funcidn recursiva uno a uno f tal que
f(A) = B.

Sea A el complemento de A.

TH 1 A recursivamente isomorfo a B implica A recursiva-

mente isomorfo a B.

Dem.: Inmediato.

DF 2 Una propiedad de conjuntos de nimeros es recursivamen-
te invariante si el que la posea un conjunto implica

que la poseen todos sus recursivamente isomorfos.

RECURSIVIDAD ENUMERABLE

DF 3 Un conjunto Ac Nk es recursivamente enumerable si exis-
te un conjunto recursivo Bc:Nk+1 tal que
SXps Xps eeey X > € A e 3y<x1, Xys secs Xy y> €B

(1) Cfr. Rogers, H. Theory of recursive functions and effective
computability. Mc Graw-Hill Co. New York 1967, pp. 96 ss.

.



Como es bien sabido, se verifica:

TH 2 Las siguiente proposiciones son equivalentes:
1. A es recursivamente enumerable.
2. A=¢ o A es el rango de una funcidn recursiva.
3. A es el dominio de una funcidn recursiva parcial.
4, A es axiomatizable.
TH 3 La propiedad de ser recursivamente enumerable es recur-

sivamente invariante.

Dem.: Si A es rec. enum. y B es isomorfo a A, existen
funciones recursivas f y g tales que g(N) = A y

f(A) = B, con lo que f.g (N) = B, f.g recursiva.

TH 4 La interseccidn de dos conjuntos recursivamente enume-

rables es recursivamente enumerable.
Dem. :

Si Ay B son rec. enum. existen funciones recursivas

parciales f y g tales que

A = dominio de f

B = dominio de g ,

con lo que AnB es el dominio de la funcidn recursiva
parcial

il si f(x) converge y g(y) converge
h(x) =
indefinida en los demds casos .

TEOREMA DE KLEENE

En una determinada y fija numeracidn efectiva del conjunto de
todos los algoritmos se denotara por P el algoritmo de lugar x,

por w( ) la funcidén de k argumentos determlnada por P y por W

el dominio de ¢(k)
TH 5 Para todo m, n 1 , existe una funcidn recursiva total i
con m+n argumentos tal que para todo x, yl, Sty ym,
Zys eees Zg
W)((m'm)(yl’ os sf Py Bye 2wy B1) Yiex, B s yIIl)(zl, s




Dem.: Cfr. Kleene, S. C. Introduction to Metamathe-
matics, 5% ed. North -Holland Publ. Co. Amsterdam
1964, p. 342.

PRODUCTIVIDAD

DF

TH

4

Un conjunto A es productivo si existe una funcidn
recursiva parcial h (llamada funcidén productiva de

A) tal que para todo x

Wx( A = [h(x) definida y h(x) €A - W ]
x

La propiedad de ser productivo es recursivamente

invariante.
Dem. :

Sea A productivo, h la funcidn productiva de A y
f una funcidén recursiva uno a uno tal que f(A) = B.
Sea

glxyy) = 1 8 Wx(f(y)) converge

indefinida en los demas casos

Claramente g es recursiva parcial y en consecuencia
(cfr. TH 5) existe una funcidn recursiva total i

tal que
ll’i(x)()') =~ g(x’Y)
con lo que |
ilx) . (wx) )

Es ahora inmediato probar que f.h.i es la funcidn

productiva de B, ya que

-1 -1
W€B = £ (N )CE (B) S W, <A =
h.i (x) € A - wi(x) =N fohei (x) e £(A) = f(wi(x))

=y f.h.i(x) e B = Wx Q. E<D.



TH

TH

TH

Ninglin conjunto productivo es recursivamente enume-

rable.
Dem. :

Sea h la funcidn productiva de A. Si A fuera recursi-
vamente enumerable Jx(A = Wx)’con lo que h(x) estaria

definida y h(x)e A—Wx = @ , contradiccidn.

Para conjuntos cualesquiera A,B se verifica:

ES rec. enum. y A~ B productivo] = A productivo
Dem. :

Sea h la funcidn productiva de An B y I tal que WI = B.
Definimos

d 1 si wx(z) conv. ¥y wI(z) conv.
g(x,2z) =

Indefinida en los demas casos

Puesto que g es recursiva parcial , por TH 5 existe

una f.r.total i tal que g(x,z) = wi(x)(z) , siendo

en consecuencia W. =W AWV . h.i es la funcidn
i(x) x 1

productiva de A, ya que para todo x

<
NeCA = WaWchaW = W, € AnB =

I

h.i(x) ¢ AaB - W, (An B) - (Wxn B) = (A - Wx)n B

Ti(x)
= hed(x) e A= Wx Q.E.D.
El conjunto K = {x / wx(x) diverge } es productivo.
Dem. :

K tiene como productiva la funcién idéntica, ya que

W ¢ X = Vy[wx(y) converge =» \vy(y) divergeJ =

[\px(x) converge = q»x(x) diverge] = wx(x) diverge =

x e K-W.
X
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CREATIVIDAD
DF 5 Un conjunto es creativo si es recursivamente enume-
rable y su complementario es productivo.
TH 10 La propiedad de ser creativo es recursivamente in-
variante.
Dem.: Consecuencia inmediata de TH1, TH 3 y TH 6.
TH 11 Si un conjunto es creativo no es recursivo.
Dem. :
A creativo => A productivo => A no rec. enum. =
A no recursivo = A no recursivo.
TH 12 El conjunto K = {x /wx(x) converge} es creativo.
Dem. :
Por TH 9 es suficiente probar que K es recursiva-
mente enumerable. Y esto es obvio, al ser el dominio
de la E£.r. parcial
1 si wx(x) converge
F(x) =
indefinida en los demas casos
INSEPARABILIDAD
DF 6 Dos conjuntos A, B disjuntos Ac N, Bc N son efectiva-

mente inseparables si existe una funcidn recursiva par=~

cial de dos variables f tal que para todo x, ¥y

WaW =
facw, v i G q)J =

£(x,y) estd definida y f(x,y) ¢ W v Wy
TH 13 Dos conjuntos A, B recursivamente enumerables y efec-

tivamente inseparables son productivos.

Dem. :

Bastard probar que A es productivo.




TH 14

TH 15

TH 16

Sean a, b tales que A = Wa y B = Wb y sea g la

funcidn recursiva parcial

1 si Y (y) conv. o 1, (y) conv.
X b
glx,y) =
indefinida en los demds casos.

Por TH 5 existe una funcidn recursiva total i tal
que wi(x)(y) = g(x,y)ycon lo que wi(x)= W Wy

De la inseparabilidad de A y B y de las relaciones
Ac Wa y B = Nbc wi(x) se sigue que existe una fun-
cidén recursiva parcial f tal que f(a,i(x)) € W;Jwi(x)

b c Wan Wx = A - Wx s lo que implica que

que A es productivo éon h(x) - f(a, i(x)) como fun-

=W AW AW
a X

cidén productiva.

Para conjuntos cualesquiera A, B, C, si A, B son
efectivamente inseparables y A< Cc §, entonces

también lo son B, C.
Dem.: Inmediato.

Para conjuntos cualesquiera recursivamente enumera-
bles A, B, C , si A, B son efectivamente inseparables

y AcCc E, entonces C es creativo.

Dem.: Por TH 13 B, C son efect. insep. y en conse-

cuencia creativos por TH 12.

Los conjuntos A > {x /wx(x) =0} vy A= {x / wx(x) =

son efectivamente inseparables.

Dem. :

Sea g(u,v,y) la funcidn recursiva parcial definida
del siguiente modo: se computan simultaneamente
(pasos de calculo alternados) Pu(y) y Pv(y). Si
Pu(y) converge primero, g(u,v,y) = 1; si Pv(y) con-
verge primero, g(u,v,y) = 0; si ambos divergen,

g(u,v,y) es indefinido.

1}




FH 17

ER 17

Sea i(u,v) 1a funcidn recursiva total (cfr. TH 5)

tal que wi(u,v

prueba la inseparabilidad de Ao y Al ya que
[Aoc wu y AIC WV y wun Wv = 0]:% i(u,v) € Wu

(y andlogamente i(u,v) € ﬁv) ya que

)(y) = g(uy,v,y). 1i es la funcidn que

i(u,v) € Wu = i(u,v) € wun ﬁ; = glu,v,i(u,v)) =1 =
wi(u’v)(i(u,v)) = L=t tusv) e A1 = i(u,v) ¢ Wv,
contra la hipdtesis de ser wun Wv =0

Los conjuntos AO y A1 son recursivamente enumerables.
Dem.: Inmediato.

De TH 15, TH 16 y TH 17 se sigue}

Todo conjunto recursivamente enumerable U tal que

Aoc UCK1 es creativo.

khkkkhkkkkhkk

NUMERACION DE LAS FORMULAS ARITMETICAS

Como es sabido, buede definirse una aplicacidén uno a uno
y efectivamente computable g del conjunto de los nimeros
naturales en el conjunto F de las fdrmulas aritméticas. Un
procedimiento consiste en numerar los simbolos 18gicos y
aritméticos, con lo que, si p(n) es el niimero primo
de lugar n, a la formula a = §, s, ...8 se hace

k1 k2 .kn

1 k2 kn

JPA2) = sesp () T

Denotando por ux(gceA‘_\ el menor x tal que xeA, g viene

k
corresponder el niimero h(a) = p(l)

definida por
g(0) = bl (ux [xeh(D)])
gn+l) = h luxfxen(®) y b l(x)¢ (g(0), ..., g(m)I]) .

Obviamente g es uno a uno y computable.
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8
Para toda fdormula 4 el niimero natural g_l(a) sera
*
denotado por o .
Para todo conjunto de fdrmulas G el conjunto {a* /aeG}
L *
sera denotado por G .
DF 7 Se dird que un conjunto de férmulas G es recursivo

(respectivamente recursivamente enumerable, producti-

i i *
vo, creativo) si lo es G

IMPOSIBILIDAD DE AXIOMATIZAR LA ARITMETICA INTUITIVA

Sea a(x,y,z) la fdrmula aritmética que expresa la
relacidn Px(y) converge en menos de z pasos y sea
Bi(x) = Fza(x,x;2) .

Definamos los conjuntos de fdrmulas

B = {g(y) / yeN}
BE = {p(y) / yei}

'
B = {7B(y) / yeN}

' -
B = (08(y) / yeK}
V ={ a / a verdaderal
X ={ a / a falsa}

* 'k . .
ObVviamente Bﬁ y BE son recursivamente isomorfos

a K y en consecuencia (cfr. TH 6 y TH 9) productivos.
1

* * 5
Ademdas, B y B son claramente recursivos.

Puesto que xeK <> B(x) falsa &£ B(x) verdadera

* * *
(%) Bi = B a X

L L] *
(%) B = B AV

De estas dos relaciones y de TH 8 se sigue que los

* *
conjuntos V ¥y, X son productivos y en consecuencia

por isomorfia, se tiene:

TH 18 El conjunto de las férmulas ariméticas verdaderas es

productivo.




TH 19

CR 18.1

CR 18.2

El conjunto de las fdormulas aritméticas falsas es

productivo.

Puesto que un conjunto productivo no es recursiva-
mente enumerable y, por tanto, tampoco recursivo, se
sigue de TH 18:

El conjunto de las férmulas aritméticas verdaderas

no es axiomatizable,

El conjunto de las fdormulas aritméticas verdaderas no

es decidible,

De CR 18.1 se sigue que cualquier axiomatizacidn de
la aritmética intuitiva es inadecuada: o son deri-
vables fdrmulas no verdaderas o hay férmulas ver-
daderas no derivables. Mediante la funcidn produc-
tiva de V, a partir de cualquier lista (finita o
infinita) de f6rmulas verdaderas se obtiene una f&r

mula verdadera que no esta en la lista.

TEOREMA DE GUDEL

Sea ZL un conjunto de reglas ldgicas y de axiomas
para los niimeros naturales y la aritmética. Se de
notara por ZL vV a el que la férmula a sea deri-
vable en ZL. Se utilizaran como simbolos ldgicos:
-1 (negacion), -» (implicacidn), V (cuantificador
existencial) y ‘A (cuantificador universal). E1
niimero natural X serd representado por ik ¥y X,

Y, z seradn utilizados como variables.

El sistema ZL de axiomas y de reglas no sera espe-
cificado y dnicamente se supondrd que - como demos-

trd Gddel para el sistema concreto definido en los

Principia Mathematica (2)- toda relacidn recursiva

G2) Cfr. GSdel, K. Uber formal unentscheidbare Sdtze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme, Monatshefte
fiir Mathematik und Physik vol., 38 (1931) pp. 173-198.



DF 8

DF 9

(*%%)

es representable en el mismo, i,e.: para toda rela-

cidn recursiva R coh k argumentos, existe una for-

mula p con k variables libres tal que para todo X1

X X

22 2k

R XyXpeo Xy => ZL D(xl, Xgs wres X

No R X:X....%

1% Kk = ZL F—1D(x1, Koy soes xk)

Un sistema es consistente si no toda formula es de-

mostrable en &l.

Un sistema es w-consistente si para ninguna férmu-
la o son demostrables va(0), 7a(I), =a(2), ... y
Vxa(x).

Es claro que la w-consistencia de un sistema im-
plica su consistencia,

Sea u(xX,¥,z) el representante formal de la rela-
cidn recursiva

Mxyz &> Px(y) converge en menos de z pasos; y sea

p(x) = Vzu(§,§,2). Bajo la hipdtesis de la w-con-

sistencia de ZL se tiene:

Xek => Px(x) converge => JzMxxz = 2ZL — u(x,%,2)
= zL+= Vzu(x,x,z) => ZL + p(z) .

x¢Kk = Px(x) diverge = No Mxxz para todo z =>
ZL V— 1u(x,%,0), ZL v Tu(X,%,1), ZL W\ Ap(X,%,2), ..

=> No zL +—Vza(x,x,2) = No 2ZL i\ p(X)

Asi pues,

XeK &< No ZL = o (x)




(
(

TH 20

CR 20

11

Sean los conjuntos

D = { a/ ZL — o}
R = { p(x)/ xeN}
RE = { p(x) /xeK}
R' = {9p(X) / xeN}

* ' & S * <
Claramente R y R son recursivos, Rﬁ productivo
(por ser isomorfo a K) y D recursivamente enumera-

ble (por ser D axiomatizable). Puesto que por (**%)

R* L R* %
g Tl

*
se sigue de TH 8 que D es productivo y en consecuen-

- * - - . - -
cia D creativo. Asi pues, por isomorfia, se tiene:

Si ZL es w-consistente, el conjunto D de las fdrmulas

demostrables es creativo.
De TH 20 se sigue por TH 11:

Si ZL es w-consistente, el conjunto de las fdrmulas

demostrables no es recursivo (G&del).

CONSTRUCCION DE UNA FORMULA INDECIDIBLE

%
%%)

* %
* k%

Sea . 4
g* w {g(3) [ ZL F=0p(x)] ,

* 'k - % =
Puesto que S es isomorfo a S = {ap(x) /ZLp-p(x)}

"% * "% * .
=R n D y R y D son recursivamente enumera-
bles, también lo es s* y por tanto existe un s tal

que

Ademis
S* R*
€ o
ya que para todo xeN

xes” = Ix, [ = o(;{o)* y 2L \—-"p(ﬁo)]
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(

TH 24

= BXOE( = p(;to)* y No 2ZL w p(;o)J = stE_ .

3 (** * %
Si h es la funcidn prodyctiva de.RE, de\xx/ vy (***)

*
se sigue que h(s) esta definido y h(s)e RE - S y en
- % = -
consecuencia axl‘p(s) = p(xl) y X;eK y No ZLl—ﬂp(xlﬂ.

Puesto que xleﬁ implica por (***) No ZL p— p(;l) .

se obtiene el teorema de Gddel:

Si ZL es w-consistente, es incompleto. p(il) es un
ejemplo de fdrmula indecidible (férmula tal que ni ella

ni su negacidn son demostrables en ZL).

De las dos fdérmulas r(;l) y 1?(;1) es falsa la pri-
mera y verdadera la segunda, al expresar la relacidn

cierta xleﬁ.

TEOREMA DE ROSSER

* k%
* %%

)

*
Dy D la relacidn, la fdérmula y

Sean M, yu, AO’ Al’

los conjuntos ya definidos. Siendo Ao y A1 recursiva-
mente enumerables, existen Y X1 tales que Ao = Wx
y Al = le. Puesto que A0 y A1 son disjuntos, 2

vy(athlyt => No azMxoyz)

Supongamos que esta relacidn es demostrable en ZL, i.e.

que se verifica
z = Aydeux,,5,.0) »Wanz ,5,2)
(la demostracidn depende de los indices X, ¥ x; esco-

gidos para Ao y A y de la peculiar estructura de y,

1
de la que se ha prescindido aqui).

Sean

U

{y / 2zt Vau(x ,y,2))

v {y / ZLr—ﬂVEu(a—co,fr,E)}.

Ambos conjuntos son recursivamente enumerables, ya que




TH 22

TH 23

CR 22

13

R e = ez s e
U es isomorfo a {Vzu(xo,y,z) TENA P—Vzu(xo,y,z)},
que es la interseccidn del conjunto recursivamente

EY B
enumerable D con el recursivo M = {Vzu(xo,y,z) /| yeN};

Y andlogamente V.

Ademias, por la consistencia de ZL, UaA V = §.

Por {iltimo, se verifican las relaciones A§ U, A .V,

1
ya que para todo y

y A = 3zMx yz => L u(x ,¥,2) =>
)y e VEu(§°,§,§) = y €U

y €A, => 3ItMx yt => ZLt  u(x;,¥,E)

1

V_ o s 3 L * % %
ZL W= tu(xl,y,t) que implica por(***)
2= VEu(x_,5,2) = v ev.

Asi pues, U, V, Ao, A1 son recursivamente enumerables
y verifican

A CUc V e Kl
lo que implica por CR 17 que U es creativo y en conse-
cuencia U productivo. Asi pues, por isomorfia, es pro-

ductivo el conjunto

A% e e s * %
U = {Vzu(xo,y,z) [ No. . ZL +=— Vzu(xo,y,z) = MnD
“x
con lo que (cfr. TH 8) D esproductivo Y por tanto
*
D creativo. Asi pues se verifica:

Si ZL es consistente, el conjunto de las fdrmulas de-

mostrables es creativo.

Si ZL es consistente, el conjunto de las fdérmulas in-

demostrables es productivo.

Si ZL es consistente, el conjunto de las fdrmulas de-

mostrables no es recursivo (Rosser).
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CONSTRUCCION DE UNA FORMULA INDECIDIBLE

TH 24

Sea
AN - - e U OIE b 7 o = 5
Vo= { zu(X_,y,z) [/ zL =Wzu(x ,3,z)}
A% o (o]

V es recursivamente enumerable por ser recursivamen-

te isomorfo a V y por tanto existe veN tal que V = Wv.
Ademas V ¢ U como consecuencia de la consistencia
~ %
de ZL, por lo que, si h es la funcidn productiva de U
Ak A%
h(v) esta definido y h(v) e U -V lo que implica

v, B = Vzu(z,,v )"y No zL v+ Vzu(x ¥ ,2) ¥y
1%, o'%0? o’’o’

No zu—-"VEu(io,?o,Eg] ;
con lo que se tiene:

Si.ZL es consistente, es incompleto y yzu(;o,§o,z)

es un ejemplo de fdrmula indecidible. (Rosser).




