
UNA PRUEBA DE LOS TEOREMAS DE GODEL Y ROSSER

Por Jose F. Prida

Se presenta aquí una prueba de los teoremas de Godel 
y Rosser bajo una formulación más moderna, debida a Rogers (1), 
en el lenguaje y con las técnicas de la teoría de la computa- 
bilidad. El interés del tema, junto con la dificultad grande 
que el no especialista encontrará en suplir las demostraciones 
que Rogers omite, ha motivado esta exposición detallada.

INVARIANCIA RECURSIVA
Sea N el conjunto de los números naturales.

DF 1 Dos conjuntos A, B son recursivamente isomorfos si
existe una función recursiva uno a uno f tal que 
f(.A] = B.

Sea A el complemento de A.
TH 1 A recursivamente isomorfo a B implica A recursiva­

mente isomorfo a B.
Dem.: Inmediato.

DF 2 Una propiedad de conjuntos de números es recursivamen­
te invariante si el que la posea un conjunto implica 
que la poseen todos sus recursivamente isomorfos.

RECURS IVIDAD ENUMERABLE
kDF 3 Un conjunto Ac N es recursivamente enumerable si exis-

k+1te un conjunto recursivo BcN tal que

<X1 , x 2 ’ * • ' ’ x k > e A B y < x 1 , x 2 , . . . , x k , y> eB

(1) Cfr. Rogers, H. Theory of recursive functions and effective 
computability. Me Graw-Hill Co. New York 1967, pp. 96 ss.
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Como es bien sabido, se verifica;
TH 2 Las siguiente proposiciones son equivalentes:

1. A es recursivamente enumerable.
2. A = 0 o A es el rango de una función recursiva.
3. A es el dominio de una función recursiva parcial.
A. A es axiomatizable.

TH 3 La propiedad de ser recursivamente enumerable es recur­
sivamente invariante.
Dem.: Si A es rec. enum. y B es isomorfo a A, existen 
funciones recursivas f y g tales que g(N) = A y 
f(A) = B, con lo que f.g (N) = B, f.g recursiva.

TH A La intersección de dos conjuntos recursivamente enume­
rables es recursivamente enumerable.
Dem. :

Si A y B son rec. enum. existen funciones recursivas 
parciales f y g tales que

A = dominio de f 
B = dominio de g ,
con lo que An B es el dominio de la función recursiva 
parcial

{1 si f(x) converge y g(y) converge 

indefinida en los demás casos .

TEOREMA DE KLEENE

En una determinada y fija numeración efectiva del conjunto de
todos los algoritmos se denotará por P el algoritmo de lugar x,

( k )  „ Xpor i¡j la función de k argumentos determinada por P y por W
X - (k) X Xel dominio de ilix

TH 5 Para todo m, n 1 , existe una función recursiva total i
con m+n argumentos tal que para todo x, y^, ..., ym >

Zl’ Z n
(m+n)

(yl» Ym ’ Zl* Zn} ^i(x, y1# ..., ym)( z . , . • . ,
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Dem.: Cfr. Kleene, S. C. Introduction to Metamathe­
matics, 5* ed. North -Holland Publ. Co. Amsterdam 
1964, p. 342.

PRODUCTIVIDAD
DF 4 Un conjunto A es productivo si existe una función

recursiva parcial h (llamada función productiva de 
A) tal que para todo x
W Q A jh(x) definida y h(x) €A - W K L x

TH 6 La propiedad de ser productivo es recursivamente
invariante.
Dem. :
Sea A productivo, h la función productiva de A 
f una función recursiva uno a uno tal que f(A) 
Sea
g(x,y) si ^x(f(y)> converge

indefinida en los demás casos

y

B .

Claramente g es recursiva parcial y en consecuencia 
(cfr. TH 5) existe una función recursiva total i 
tal que

^i(x)(y) = g(x,y)

con lo que . f-l(w } .
l(x) v X

Es ahora inmediato probar que f.h.i es la función 
productiva de B, ya que

Wxc B f-1(Wx) C f " 1(B) => W.(x)C A

h.i (x) e A - -jS f.h.i (x) e f(A) f (Wi (x) )

f.h.i (x) e B - W
x Q . E . D .
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TH 7

TH 8

TH 9

Ningún conjunto productivo es recursivamente enume­
rable.

Dem. :

Sea h la función productiva de A. Si A fuera recursi­
vamente enumerable 3 X (A = W ^ con lo que h(x) estaría 
definida y h(x)e A-Wx = 0 , contradicción.

Para conjuntos cualesquiera A,B se verifica:

\JB rec. enum. y A /■» B productivo] =3> A productivo 
Dem. :
Sea h la función productiva de A a B y I tal que = B. 
Def in imo s

g(*)Z) <

kIndef inida

si ip^(z) conv. y tj^Cz) ccnv. 

en los demás casos

Puesto que g es recursiva parcial , por TH 5 existe
una f.r.total i tal que g(x,z) = » siendo
en consecuencia W ., . = W n . h.i es la funcióni Cx) x 1
productiva de A, ya que para todo x 

W c A = ¿ >  W n W _ c A n WT = ^ W . , , C A n BX X I I l(x)

h.i(x) e A * B - Wi(,x) = (A n B) - ( W ^  B) = (A - U n B

h.i(x) e A - W Q.E.D.x

El conjunto K = {x / ^(x) diverge } es productivo. 
Dem. :
K tiene como productiva la función idéntica, ya que 
WxC K Vy  [*x (y) converge i|>y (y) divergej

[^x (x) converge i|>x (x) divergeJ iĴ Cx) diverge

x e K - W .x



CREATIVIDAD
DF 5 Un conjunto es creativo si es recursivamente enume­

rable y su complementario es productivo.
TH 10 La propiedad de ser creativo es recursivamente in­

variante .
Dem.: Consecuencia inmediata de THl, TH 3 y TH 6.

TH 11 Si un conjunto es creativo no es recursivo.
Dem. :
A creativo => A productivo A no rec. enum.
A no recursivo =$> A no recursivo.

TH 12 El conjunto K = {x /\p^(x) converge} es creativo.
Dem. :
Por TH 9 es suficiente probar que K es recursiva­
mente enumerable. Y esto es obvio, al ser el dominio 
de la f.r. parcial

{1 si \p (x) converge
X

indefinida en los demás casos
INSEPARABILIDAD
DF 6 pos conjuntos A, B disjuntos Ac N, BcN son efectiva 

mente inseparables si existe una función recursiva par 
cial de dos variables f tal que para todo x, y

TH 13

A C W y Be H y W a W = 0 = >- x y x y _/
£ ( x , y ) está definida y f (x , y) e W v ^ Wx y
Dos conjuntos A, B recursivamente enumerables y efec­
tivamente inseparables son productivos.
Dem. :
Bastara probar que A es productivo.
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y b y sea g laSean a, b tales que A = W 
función recursiva parcial

a Wb

g(x,y)
1 si ip x (y) conv. o ^(y) conv.

indefinida en los demás casos.

TH 14

TH 15

TH 16

Por TH 5 existe una función recursiva total i tal

De la inseparabilidad de A y B y de las relaciones

= W r > W n W ,  c W n W  = A -  W ,1o que implica que a x b a x  x
que A es productivo con h(x) = f(a, i(x)) como fun­
ción productiva.
Para conjuntos cualesquiera A, B, C, si A, B son 
efectivamente inseparables y A< Ce B, entonces 
también lo son B, C.

Dem.: Inmediato.

Para conjuntos cualesquiera recursivamente enumera­
bles A, B, C , si A, B son efectivamente inseparables 
y Ac CC B, entonces C es creativo.

Dem.: Por TH 13 B, C son efect. insep. y en conse­
cuencia creativos por TH 12.

Los conjuntos Aq= {x /¡p^Cx) = 0} y A^= {x / (x) = 1}
son efectivamente inseparables.

Dem. :
Sea g(u,v,y) la función recursiva parcial definida 
del siguiente modo: se computan simultáneamente 
(pasos de cálculo alternados) P (y) y P (y). Si 
P (y) converge primero, g(u,v,y) = 1; si P (y) con­
verge primero, g(u,v,y) = 0; si ambos divergen, 
g(u,v,y) es indefinido.

que *i(x)(y) = g(x »y)>con lo que wi(x)= wb •
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Sea i(u,v) la función recursiva total (cfr. TH 5) 
tal que v ^(y) = g(u,v,y). i es la función que
prueba la inseparabilidad de y ya que
[ A c  W y A . C W  y W p W = oTl — X  i(u,v) e W \_0 u 1 v u v J ' u
(y análogamente i(u,v) e W^) ya que
i ( u , v ) e W u =%> i (u j v ) e => g ( u , v , i ( u , v )) = 1 =»

*i(u,v)(1Cu’v)) = 1 => iCu.v) e A x i(u,v) e Wv>
contra la hipótesis de ser W r» W = 0 .u v

TH 17 Los conjuntos A^ y A^ son recursivamente enumerables.
Dem.: Inmediato.
De TH 15, TH 16 y TH 17 se sigue»

JR 17 Todo conjunto recursivamente enumerable U tal que 
Aq C U C A 1 es creativo.

************

iUMERACION DE LAS FORMULAS ARITMETICAS

Como es sabido, puede definirse una aplicación uno a uno
y efectivamente computable g del conjunto de los números
naturales en el conjunto F de las formulas aritméticas. Un
procedimiento consiste en numerar los símbolos lógicos y
aritméticos, con lo que, si p(n) es el numero primo
de lugar n, a la formula a = S, s, . . . s, se hace

1 k2 n
k k

corresponder el número h(a) = p (1) .p(2) ...p(n) n .
Denotando por y x (¡x e Â  el menor x tal que xeA, g viene 
definida por

g ( 0) = h 1 (yx (xeh(F)3 )
g(n+l) = h  ̂(yx (xeh(F) y h 1(x)¿ {g (0) , ..., g(n)}}) .
Obviamente g es uno a uno y computable.
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Para toda formula a el numero natural g *(a) sera 
*denotado por a .

Para todo conjunto de formulas G el conjunto {a* /aeG}
- * sera denotado por G .

DF 7 Se dirá que un conjunto de formulas G es recursivo
(respectivamente recursivamente enumerable, producti-

avo , creativo) si lo es G .

IMPOSIBILIDAD DE AXIOMATIZAR LA ARITMETICA INTUITIVA
Sea a(x,y,z) la formula aritmética que expresa la 
relación P^(y) converge en menos de z pasos y sea 
6(x) = 3 za(x,x,z).
Definamos los conjuntos de fórmulas 

B = (B(y) / yeN}
B- = ( 0 ( y )  / y e K }

b = {"» 3(y) / ycN}

BK =
V = { a / a verdadera}
X = { a / a falsa}

A ' AObviamente B- y B- son recursivamente isomorfos K K.
a K y en consecuencia (cfr. TH 6 y TH 9) productivos.

A 1 AAdemás, B y B son claramente recursivos.
Puesto que xeK <=> 8(x) falsa <^Tg(x) verdadera

( * )
A

bk "

A AB A X

( A A )
'  A

bk "

l A AB r\ V

De estas dos relaciones y de TH 8 se sigue que los
A Aconjuntos V y X son productivos y en consecuencia 

por isomorfía, se tiene:
TH 18 El conjunto de las fórmulas arimeticas verdaderas es 

product ivo.
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TH 19 El c o n j u n t o  de las f o r m u l a s  a r i t m é t i c a s  f a l s a s  es 

p r o d u c t  i v o .

P u e s t o  que un c o n j u n t o  p r o d u c t i v o  no es r e c u r s i v a ­

m e n t e  e n u m e r a b l e  y, por tanto, t a m p o c o  r e c u r s i v o ,  se 

sigue de TH 18:

CR 18.1 El c o n j u n t o  de las f o r m u l a s  a r i t m é t i c a s  v e r d a d e r a s  

no es a x i o m a t i z a b l e ,

CR 1 8.2 El c o n j u n t o  de las f o r m u l a s  a r i t m é t i c a s  v e r d a d e r a s  no 

es d e c i d i b l e  ,

De CR 18.1 se sigue que c u a l q u i e r  a x i o m a t i z a c i o n  de 

la a r i t m é t i c a  i n t u i t i v a  es i n a d e c u a d a :  o son d e r i -  

v a b l e s  f o r m u l a s  no v e r d a d e r a s  o hay f o r m u l a s  v e r ­

d a d e r a s  no d e r i v a b l e s .  M e d i a n t e  la f u n c i ó n  p r o d u c ­

tiva de V, a p a r t i r  de c u a l q u i e r  l i s t a  (fin i t a  o 

infinita) de f o r m u l a s  v e r d a d e r a s  se o b t i e n e  una for 

muí a  v e r d a d e r a  que no e stá en la lista.

T E O R E M A  DE G 0 D E L

Sea ZL un c o n j u n t o  de r e g l a s  l ó g i c a s  y de a x i o m a s  

para los n ú m e r o s  n a t u r a l e s  y la a r i t m é t i c a .  Se de 

n o t a r á  por ZL l—  a el que la f o r m u l a  a sea d e r i -  

v a b l e  en ZL. Se u t i l i z a r á n  c omo s í m b o l o s  l d g i c o s :

~i ( n e g a c i ó n ) ,  ( i m p l i c a c i ó n ) ,  V  (cuant if i c a d o r  

e x i s t e n c i a l )  y f \  ( c u a n t i f i c a d o r  u n i v e r s a l ) .  El 

n u m e r o  n a t u r a l  x^ será r e p r e s e n t a d o  por x^ y x, 

y, z s e r á n  u t i l i z a d o s  como v a r i a b l e s .

El s i s t e m a  ZL de a x i o m a s  y de r e g l a s  no será e s p e ­

c i f i c a d o  y ú n i c a m e n t e  se s u p o n d r á  que - como d e m o s -  

tro GtJdel p ara el s i s t e m a  c o n c r e t o  d e f i n i d o  en los

P r i n c i p i a  M a t h e m a t i c a  (2)- toda r e l a c i ó n  r e c u r s i v a

(2) Cfr. Godel, K. U b e r  form a l  u n e n t s c h e i d b a r e  Sätze der 
P r i n c i p i a  M a t h e m a t i c a  und v e r w a n d t e r  S y s t e m e ,  M o n a t s h e f t e  
für M a t h e m a t i k  und P h y s i k  voi. 38 (1931) pp. 173-198.
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DF 8

DF 9

es representable en el mismo, i.e.: para toda rela­
ción recursiva R coh k argumentos, existe una for­
mula p con k variables libres tal que para todo x^, 
x 2 , . . . , xk

R x j x 2  • '•*Xk = > ZL 1—  P(x1? x 2 , .

No R x j x 2 • .’•Xk = > ZL T P (x l , x 2 , .... ik >
Un sistema es consistente si no toda formula es de­
mostrable en él.

Un sistema es w-consistente si para ninguna formu­
la a son demostrables -ia(0), n a (I ) , na(2), ... y
V x a ( x ) .

Es claro que la «^consistencia de un sistema im­
plica su consistencia.

Sea p ( x , y , z J el representante formal de la rela­
ción recursiva

Mxyz Px (y) converge en menos de z pasos; y sea

P (x) = Wp(x,x,z). Bajo la hipótesis de la w-con- • 
sistencia de ZL se tiene:

xeK =£> P (x) converge BzMxxz =£> ZL p(x,x,z)

=í> ZL V z p (x , x , z ) ZL »—  p ( z ) .

x¿K => Px (x ) diverge =%> No Mxxz para todo z =$>

ZL *—  ip(x,x,6), ZL t---ip(x,x,I), ZL V—  1 p ( x ,x ,2) , ...
No ZL *— Vzo((x,x,z) =£> No ZL 1—  f(x)

Así pues,

( * * * ) xeK <=> No ZL V—  p (x)
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Sean los conjuntos

D = { a/ ZL t—  a}

R = { p ( x ) /  x e N }

R- = { p (x) /xeK }

R = { - j p ( x )  /  xe N }

* i * * *Claramente R y R son recursivos^ R- productivo
* K(por ser isomorfo a K) y D recursivamente enumera­

ble (por ser D axiomatizab1e). Puesto que por (***)
* * *

= R  O  D

*se sigue de TH 8 que D es productivo y en consecuen-
•k  ^  ^cia D creativo. Asi pues, por isomorfía, se tiene:

TH 20 Si ZL es iii-cons is t ent e , el conjunto D de las formulas 
demostrables es creativo.

De TH 20 se sigue por TH 11:

CR 20 Si ZL es iii-consistente, el conjunto de las formulas 
demostrables no es recursivo (G&'del).

CONSTRUCCION DE UNA FORMULA INDECIDIBLE

S e a
S *  = {p (x)* / ZL l-H p(x) } .

« « r — 7C _Puesto que S es isomorfo a S = (-ip(x) /ZLj— -ip(x)} 
1 * * ? ̂  *= R /> D y R  y D  son recursivamente enumera-

• ̂ “febles, también lo es S y por tanto existe un s tal 
que

*S = Ws
Además

* *
s * r k

ya que para todo xeN

xeS ^  £x q |x = p (x q)* y ZL V— Tp(xQ)J
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= >  3 x0 ¡* = p(xo  ̂ y No ZL *—  p(xQ)J xeRi- •
- * /**) (** )Si h es la función productiva de, , de.U*/- y }***/

 ̂ *se sigue que h(s) esta definido y h(s)e R- - S y en 
consecuencia B x  ̂Í M  s) = p ( x ̂ ) y x ̂ eK y No ZL »—"l p ( x 1 )¡.
Puesto que x ^eK implica por (***) No ZL —̂  p(x^) ,
se obtiene el teorema de Godel:

TH 21 Si ZL es u-consistente, es incompleto. p(x^) es un
ejemplo de formula indecidible (formula tal que ni ella 
ni su negación son demostrables en ZL).

De las dos fórmulas f(x )̂ y -i^Cx^) es falsa la pri­
mera y verdadera la segunda, al expresar la relación 
cierta x^eK,

TEOREMA DE ROSSER
* ___ ^Sean M, p, A^ , A^ , D, D la relación, la fórmula y 

los conjuntos ya definidos. Siendo A^ y A^ recursiva­
mente enumerables, existen x y X, tales que A = Wo ' 1 o x
y A i = Wx ’ Puesto Que Aq y A^ son disjuntos,

V y(3tMx.yt No 3 zMx yz)i o
Supongamos que esta relación es demostrable en ZL, i.e. 
que se verifica

(***) ZL V- /\y(Vtp(Xl ,y , t) ■+ Vz p ( Xq , y , z ) )
(la demostración depende de los índices x q y x^ esco­

gidos para Aq y A^ y de la peculiar estructura de p, 
de la que se ha prescindido aquí).
Sean

u = (y / ZL h- 'V zp(xQ ,y , z)}
V = {y / ZL (- t \! Zp(xQ ,y , z) }

Ambos conjuntos son recursivamente enumerables, ya que



U es isomorfo a (Vzy(x ,y,z) / ZL >—  V z p (x ,y,z) } ,o o
que es la intersección del conjunto recursivamente

•k i y *enumerable D con el recursivo M = tVzy(Xg,y,z) / yeN} 
y análogamente V.
Además, por la consistencia de ZL, Un V = 0.

Por ultimo, se verifican las relaciones Ac U , A.c l V,o 1
ya que para todo y

y eA => 3zMx yz ZL t— ' y(x ,y,z) = >o o o
ZL i—  Vzy(x ,y,z) y eU .o
y eA1 => 3 tMx^ y t => Z L H  yCx^y.t)

ZLI- Vtp(x ,y,t) que implica P°r^**J 

ZLl—  Vt M (x q , y , z ) y eV.

Así pues, U, V, A , A son recursivamente enumerables o 1
y verif ican

A C U C V c A. o 1
lo que implica por CR 17 que U es creativo y en conse­
cuencia 0 productivo. Así pues, por isomorfía, es pro­
ductivo el conjunto

U = { V  z y ( x q , y , z ) / No ZL \—  Vzy(xQ ,y,z) = M n D
*con lo que (cfr. TH 8) D es productivo y por tanto * ^D creativo. Así pues se verifica:

Si ZL es consistente, el conjunto de las formulas de­
mostrables es creativo.

Si ZL es consistente, el conjunto de las formulas in­
demostrables es productivo.

Si ZL es consistente, el conjunto de las formulas de­
mostrables no es recursivo (Rosser).
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CONSTRUCCION DE UNA FORMULA INDECIDIBLE 

Sea
V* = { z y(x ,y,z) / ZL Vzy(x , y , z) }

A * °V es recursivamente enumerable por ser recursivamen­
te isomorfo a V y por tanto existe veN tal que V =

^ A * A *Además V C U como consecuencia de la consistencia
de ZL, por lo que, si h es la función productiva de

A * A *h'(v) está definido y h(v) e U - V lo que implica

-3 y« íh Cv) = Vzp (x > yrt > z) y No ZL V— Vz y (x , y , z ) y O w o o o o
No ZLH*>Vzy(x ,y ,z)l , o o J

con lo que se tiene:

TH 24 Si ZL es consistente, es incompleto y V z y (
es un ejemplo de formula indecidible (Rosser).

Xo ’yo ’z)

a
 >


