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BIBLIOTECA DE PROGRAMAS

Subrutina para el calculo de las raices reales de un polinomio por el
método QD.

Por F.J. Rodriguez Lopez-Cafiizares.

1- DESCRIPCION DE LA SUBRUTINA
SUBRUTINA QD

Halla las raices reales de un polinomio de grado n de coeficien
tes reales. No se necesita el conocimiento de ninguna aproximacidn --
previa de dichas raices. El método empleado es el método QD (Quotient-
Difference, que hace alusidn a que el algoritmo consiste en la combina
cidn de cocientes y diferencias). Esta subrutina ha sido incorporada -
en la cinta magnética RE-75 y puede ser usada con las siguientes tarje
tas de control.

3! 8 16
$JOB
$* MONTAR LA CINTA RE-75 EN A6
SPAUSE
SATTACH A6
SAS SYSLB4
SEXECUTE IBJOB
$IBJOB
SIBFTC nombre

(programa principal y subrutinas del msuario)

SIEDIT SYSLB4, SCHF1l
$IBFTC QD1
$IEDIT
$DATA ¢
(datos) si hay datos

$EOF
$IBSYS
$* DESMONTAR LA CINTA DE A6
$PAUSE

La llamada es la subrutina se hace de la forma:

CALL QD(N,M,NMAX,EPS,A,LL,NR,R,E,Q)

donde los parametros tienen el siguiente significado:
N - Grado del polinomio
M - Grado del polinomio. Si para varios polinomios se quieren uti

lizar las mismas matrices A,EyQ, grado -
del polinomio de mayor grado.



NMAX - Nimero mdximo de iteraciones méds N.

EPS - Se describe mas adelante.

A - Matriz unidimensional de dimensidn M+l en el programa princi
pal, donde se almacenan los coeficientes del polinomio en la
forma.

N N-1
P(x)= A(1l)x +A(2)x +o0oeotA(N+1)

LL - Se describe mas adelante.

NR - Nimero de raices reales calculadas. Si NR=0 no hay ninguna --
raiz real.

R - Matriz unidimensional de dimensidén M+l cuyas NR primeros com-
ponentes son las NR raices reales.

E - Matriz bidimensional que ha de ser dimensionada

E(M,NMAX-1) en el programa principal
Q - Matriz bidimensional que ha de ser dimensionada

Q(M,NMAX-1) en el programa principal.

N,M,NMAX, EPS y A han de ser suministrados por el usuario. LL,NR ,R,E
y Q son calculados en la subrutina.
La matriz E contiene los elementos e(z) escritos mas adelante -
de la forma:
(n) -
E(k,n+N) = e K ? k=1,2,3,¢00s,N-1, n=0,1,2,....,NMAX-1

: : n s P
La matriz Q contiene los elementos q(k) descritos mas adelante
de la forma:

Q(k,n+N) = q(E), kw1, 2,8 s N, m0sdiyercery NMAX=T

EPS es una cota de error que sirve para parar el proceso de cdlculo -
cuando n=j siempre que:

Q(k,i) - Q(k,i-1)| SEPS
Ppara los valeres de k para los que las raices son reales, y --

i+k=j. En ese caso el valor j(£ NMAX) se guarda en LL.

2-DESCRIPCION DEL ALGORITMO QD

El algoritmo QD fue propuesto por E. Stiefel en 1953 y desarro
llado por H. Rutishauser en 8 trabajos publicados entre 1954 y 1956.

Para la redaccidn-de este trabajo he utilizado la descripcidn
de P. Henrici: "The Quotient-Difference Algorithm" publicado en la re
vista de la National Bureau of Standard, Applied Mathematics Series,-
vol. 49 en 1958, y el libro del mismo autor "Elementos de Andlisis Nu
mérico", Editorial Trillas México, 1972

El algoritmo QD es presentado por Henrici para la resolucidn de
tres problemas.
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Si A es una matriz que tiene un lnico autovalor de mayor mddu

lo es posible calcularlo de la siguiente forma: Con dos vectores
iniclales casi arbitrarios x e y se forman las constantes de Schwartz.

Skﬂ xTAky, k=051 52 5ciaen (xTes el traspuesto de x)
entonces: -

lim kel /(1

k*w s

k

Problema 1 (Es posible calcular también a partir de la sucesidn
{sk} los restantes autovalores de A?.

Un segundo problema equivalente al primero es:

Problema 2 Dado el desarrollo de Taylor en el origen de una fun
cidn f(z), que se sabe que es racional, determinar los polos de f(z).

Problema 3 Dado el desarrollo de Taylor en el origen de una fun
cidn f(z) que se sabe que es analitica en |z|I{(R, determinar los polos-
de f(z) en |z|<KR.

Para el estudio de estos tres problemas so&abésicos los determi

nantes de Hankel asociados con la funcidn <> n definidos -
f(z)= a_z
como: n=0 n
. a_ 41 tccttct BLarg
LR RAEIDCE L D=0l 2. e

H(n)=1 H(n) " ah+1
’
0 e e el B O e e Es1,0. Jissui

Bntk-1%n+k " Tovne Bpaoko9

A partir de tres propiedades badsicas de estos determinantes, --
enunciadas como lemas en el trabajo de Henrici, se llega al corolario:

H(n+1) ml =0 m
(2) Corolario 1 lim L _ Al AéZ NS 5
n oo H(“) k
. m=m1+m2+ ces e +mk
e zj=j% > j=1,2,....k son los polos de f(z) de orden de multi-
J

plicidad ml’mZ"""mk , respectivamente

y 0 <'21|5,22|< ol w s \<Izk| < R

Si los polos son distintos en mddulo y simples entonces (2) da
la solucidn a los problemas 1,2 y 3 segiin se deduce de los lemas que -
he omitido.



La relacidén (2) es cierta para m=1,2...., entonces si los polos
son simples y distintos en mddulo (2) da los productos de los m mayores
niimeros ., con lo que se pueden calcular estos. Pero desde el punto -
de vista “numérico el cdlculo de los determinantes de Hankel es bastan
te complicado por lo que Rutishauser propuso un método para obviar di-
cho calculo.

oo
Si suponemos que la funcidn f(z)= 3;5 a, 2" es analitica enlzlgk
y sus polos son z;= i , i= 1,2,...., N, estando numerados de tal for
i

ma que

0 <] €]z € e < ¥
Si para un valor particular de k<N se tiene:
(32 -1 1<z | <|Zien]

entonces como consecuencia del corolario 1 se tiene:

H(n+l)
1w —— e =k KA ek
nipee H(;) T 2 m

(n)

para m=k y para m=k-1. Por tanto el "cociente" q K definido por:
g(ntl) ,(n)

(4) (n)_ k k-1
Ty g () L (n+D)
k k-1
verifica
(5) lim q(z)uAk
n-r%
Si hacemos H(n)=l y z, = 0, con la hipdotesis (3), (5) se verifica
también para k=1. Entonces:
(n+1)
(6) L . %an1
1 (n)
H 1 an

. (n) .
Los cocientes q Kk forman una serie de columnas del esquema de -

calculo QD qu?n?escribiré a continuacidn. Con este método, para el cal
culo de los q

no se necesita calcular los d?t?rminantes de Hankel, -
sino que se cafculan con los n-- auxiliares e E , definidos como:
(n) (n+1)
(7) S o RS I 5 W i R0 e or Rl 0 ey
’

0 k

(n+1)

(n)
R By
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El algoritmo QD se basa en el siguiente teorema:

Teorema 1 Para todos los valores de los indices para los que -
estan definidos los nimeros que aparecen abajo, se cumplen las siguien
tes relaciones:

(8) q(:il i e(:) = q(:+1) . e(:4’1)
(9) q(:)+ e(:)= q(:+1) 3 e(:ti)

La relacidn (8) es una consecuencia de las definiciones (4) y -
(7), mientras que (9) es una consecuencia de un Lema sobre los determi
nantes de Hankel, que dice.

Lema: Para todos los valores positivos de k y n, se verifica:

; 2
T G (n-1) (n+1) (n-1) (n+l): -
%y ) = Ry Bk TR ALy =R

cuya demostracidn puede verse en el trabajo de Henrici.

3- APLICACIONES DEL ALGORITMO QD

Entre las muchas aplicaciones de este algoritmo (cdlculo de ce-
ros y polos de funciones analiticas, cdlculo de autovalores y autovec-
tores de una matriz, fracciones continuas, transformacidon LR de Rutis-

hauser, ceros de polinomios....) me he interesado en el calculo de 1los
ceros de un polinomio de coeficientes reales, distintos de cero.
Sea P(z) = €.z +c.zV 1+ ..... +¢C (C.#0, i=0,1, .... , N)
0 1 N i ’ ’ ’ ’

Es claro que los ceros de P(z) se pueden calcular por el algorit
mo QD como los polos de la funcidn racional.

1 oo
(10) f(z) = ———— =Z a_z"
P(z) n=0 "
(n) (n)

Para ello hay que construir los q y e utilizando las for-
k |3

mulas (7) y (8) construyendo la tabla:
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0
q(1)
o R
1 0
q(1) q(2)
0 e(i) e (0)
(2) (1) 2 - -
-4 5 %2
0 i LD B ()
. (3) (2) PGS R N
' 1, SR (0)
(3) ; 9 N
: : g e (2) i (1)
) ; (3) Jivh T N-1 1
. . > A : L1
! ' . : o .N
; : ; '
' (n) an+1
Para ello se construye primero la columna q e por(® )
donde los a son los que aparecen en (10), y a continuacidn"las colum--
nas e(2), q(;), ..... oes e(gzl q(g) a partir de diferencias y cocientes

alternativamente mediante el uso de las fdormulas (8) y (9) puestas en la
forma:

9"') e(:)= (q(z+1) - q(:)) - e(;t}) que se deduce de (9)
e(n+1)
(8") q(iil = —ZT%T——— q(:+l) > que se deduce de (8)
k

Estas fdormulas se pueden memorizar teniendo en cuenta que en la
tabla anterior cada uno de los rombos que se pueden formar como los se
filalados en la figura, (8) quiere decir que el producto de los dos ele-
mentos del extremo superior derecho y el de los dos elementos del infe
rior izquierdo de un rombo centrado en una columna e, son iguales. La =
formula (9) indica que las sumas de los mismos elementos de un rombo -
centrado en una columna q son iguales.

Desafortunadamente el esquema de fé}culo (6),(9'),(8"') es inesta
ble debido al hecho de que los niumeros e se hacen cada vez mis peque
fios por lo que cada columna que aparece como multiplicacidn de la ante-
rior por cocientes de niimeros muy pequefios.

La forma progresiva del algoritmo QD, obtiene los elementos de -
la tabla anterior por filas, es numericamente estable y se define de la
forma:
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Algoritmo progresivo QD Sean CO’Cl’ ...... » CN constantes distintas
de cero. Sea
..-Cl
k
) Qe —,  ® a0, k2,3, N
C
0
c
k+1
(11) . e Y L
(k) Ck

Considerar los elementos asi generados como las dos primeras fi
las de un esquema QD y generar las siguientes filas mediante:

(nHl) (n) (n+1) n
(12) & = (e SRS L U
q(n)
k+1
(n#1) _ "~ _(m)
(13) o (m+D) %k
9k
y las condiciones
(14)
(n)__(n)_ -
ey =e 'y =) 7y n=1,2, sese

Entonces se demuestra que si el esquema generado por este algo-
ritmo existe, es idéntico al esquema QD del polinomio:

P(z) = cozN+clzN'l+ R

N
tal como se obtuvo antes mediante (6), (9') y (8').

La forma progresiva del algoritmo ha sido la usada en la subru-
tina QD.

Es interesante sefialar que la velocidad de convergencia de los

n Z 3 3 3 3 2 s
q( ) hacia los ceros del polinomio Zk es lineal y asintoticamente igual
al mayor de los cocientes

k k+1

Naturalmente si dos raices son iguales la velocidad de convergencia es
muy lenta.
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En cualquier caso es recomendable no obtener la aproximacidn -
final de las raices p®br este método sino utilizar el esquema para ob-
tener unas primeras aproximaciones de ellas y luego perfeccionarlas -
con el método de Newton cuya convergencia es cuadratica.

(n) = .

Cuando en las columnas g aparecen numeros positivos y nega-
tivos es una sefial de que hay ralces complejas en cuyo caso se puede
utilizar el esquema QD para generarlas siguiendo las indicaciones de
Henrici en su libro en las paginas 190, 191 y 192.

Apéndice:
A continuacidn se da el listado de la subrutina QD, precedido

del de un programa de prueba que la utiliza parg resolver la ecuacidn:

128x%-256x+160x2-32x+1 = 0

y escribir la tabla correspondiente al algoritmo QD progresivo, que se
lista a continuacidon para que pueda verse la velocidad de convergencia

del método.
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