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BIBLIOTECA DE PROGRAMAS

Subrutina para el cálculo de las raíces reales de un polinomio por el 
método QD.
Por F.J. Rodríguez Lopez-Cañizares.

1- DESCRIPCION DE LA SUBRUTINA 
SUBRUTINA QD

Halla las raíces reales de un polinomio de grado n de coeficieri 
tes reales. No se necesita el conocimiento de ninguna aproximación —  
previa de dichas raíces. El método empleado es el método QD (Quotient- 
Difference, que hace alusión a que el algoritmo consiste en la combina 
cion de cocientes y diferencias). Esta subrutina ha sido incorporada - 
en la cinta magnética RE-75 y puede ser usada con las siguientes tarje 
tas de control.

8 16
$ J OB
$* MONTAR LA CINTA RE-75 EN A6 
$PAUSE

A6
SYSLB4 
IB JOB

$ATTACH 
$ AS
¿EXECUTE 
$ IB JOB 
$ IBFTC nomb re

(programa principal y subrutinas del usuario)
$ IEDIT 
$ IBFT C 
$IEDIT 
$DATA 
(datos)

QD1

hay datos

SYSLB4,

$EOF 
$IBSYS
$* DESMONTAR LA CINTA DE A6 
$PAUSE

SCHF1

La llamada es la subrutina se hace de la forma:

CALL QD(N,M ,NMAX,EPS,A,LL,NR,R,E,Q) 

donde los parámetros tienen el siguiente significado:

N - Grado del polinomio
M - Grado del polinomio. Si para varios polinomios se quieren uti_

lizar las mismas matrices A,EyQ, grado - 
del polinomio de mayor grado.
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NMAX - Numero máximo de iteraciones más N.
EPS - Se describe más adelante.
A - Matriz unidimensional de dimensión M+l en el programa princ¿

pal, donde se almacenan los coeficientes del polinomio en la 
f o rma.

P(x)= A(1)xN+A(2)xN_1+ .... +A(N+1)

LL - Se describe más adelante.
NR - Número de raíces reales calculadas. Si NR=0 no hay ninguna —

raiz real.
R - Matriz unidimensional de dimensión M+l cuyas NR primeros com

ponentes son las NR raíces reales.
E - Matriz bidimensional que ha de ser dimensionada

E(M ,NMAX-1) en el programa principal 
Q - Matriz bidimensional que ha de ser dimensionada

Q(M,NMAX-1) en el programa principal.

N ,M ,NMAX, EPS y A han de ser suministrados por el usuario. LL,NR ,R,E 
y Q son calculados en la subrutina.

La matriz E contiene los elementos e^j^ escritos más adelante - 
de la forma:

E (k , n+N) = e ^ ,  k-1,2,3,.... N-l, n = 0,l,2,--- .NMAX-l
La matriz Q contiene los elementos q^^ descritos más adelante 

de la forma:
Q(k ,n+N) = q (£ \  k=1,2,3.... ,N, n = 0 ,1,..., NMAX-l

EPS es una cota de error que sirve para parar el proceso de cálculo - 
cuando n=j siempre que:

| Q (k , i) - Q (k , i-1) | -^EPS

para los valores de k para los que las raíces son reales, y -- 
i+k=j. En ese caso el valor j(^NMAX) se guarda en LL.

2-DESCRIPCION DEL ALGORITMO QD

El algoritmo QD fue propuesto por E. Stiefel en 1953 y desarro 
liado por H. Rutishauser en 8 trabajos publicados entre 1954 y 1956.

Para la redacción-de este trabajo he utilizado la descripción 
de P. Henrici: "The Quotient-Difference Algorithm" publicado en la re
vista de la National Bureau of Standard, Applied Mathematics Series,- 
voi. 49 en 1958 , y el libro del mismo autor "Elementos de Análisis Nva 
merico", Editorial Trillas Mexico, 1972

El algoritmo QD es presentado por Henrici para la resolución de 
tres p roblemas.
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Si A es una matriz que tiene un único autovalor de mayor módii 
lo A1 es posible calcularlo de la siguiente forma: Con dos vectores
iniciales casi arbitrarios x e y se forman las constantes de Schwartz.

T k TS^= x A y, k-0,1,2,.... (x es el traspuesto de x)

entonces:
lim - A
k+«» s.k

Problema 1 ¿Es posible calcular también a partir de la sucesión 
los restantes autovalores de A?.

Un segundo problema equivalente al primero es:

Problema 2 Dado el desarrollo de Taylor en el origen de una furi
ción f(z), que se sabe que es racional, determinar los polos de f(z).

Problema 3 Dado el desarrollo de Taylor en el origen de una fuii
ción f(z) que se sabe que es analítica en |z|(R, determinar los polos-
de f(z) en |z |< R .

Para el estudio de estos tres problemas son básicos los determi
nantes de Hankel asociados con la función 
como : f < 2 ) -  n - 0  3 n Z

n definidos -

(1)
H (n ) = l , =

a a , ...n n + l *'■ n+k-1

3n + l an+2 •-‘ n+k /n=0,1,2......

an + k- lan+k ’‘•‘ ' ‘ an+2k-2

J-»¿* ......

A partir de tres propiedades básicas de estos determinantes, —  
enunciadas como lemas en el trabajo de Henrici, se llega al corolario:

H (n+1)
( 2 )  ----------- - , H_m_____  . X1“1 A” 2 ....

(n) 1 2 kCorolario 1 lim
H

m = m ^ + m 2 + +m.

donde z — -—  , j=l,2,....k son los polos de f(z) de orden de multi-
3 A í

plicidad m^.m^...... m^ , respectivamente

0<N<N< «M <R
Si los polos son distintos en módulo y simples entonces (2) da 

la solución a los problemas 1,2 y 3 según se deduce de los lemas que - 
he omitido.
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La relación (2) es cierta para m=l,2...., entonces si los polos 
son simples y distintos en modulo (2) da los productos de los m mayores 
números > con 1° que se pueden calcular estos. Pero desde el punto -
de vista numérico el calculo de los determinantes de Hankel es bastan 
te complicado por lo que Rutishauser propuso un método para obviar di
cho calculo.

oo

Si suponemos que la función f(z)= So %  z es analítica en |z|^R
y sus polos son z . =— y  , i= 1,2,....  N, estando numerados de tal fo_r
ma que : ^i

0 < h M z2 K - s k i <R
Si para un valor particular de k < N  se tiene:

(3) 'k-1 < K  < zk + l
entonces como consecuencia del corolario 1 se tiene

, (n+1)
lim

H

H (n.)

para m=k y para m=k-l

<4) _<«>_

Por tanto el cociente1 
, (n + l) „ (n)H k-1

H (n) (n+l)
k H k-1

q^n  ̂ definido por:

verif ica

(5) iim
n

Si hacemos H^^=l 
también para k=l.

(6)

= 0, con la hipótesis (3), (5) se verifica
Entonces :

u (n+l)
(n).

(n)
n+l

Los cocientes (n) forman una serie de columnas del esquema de -
calculo QD qu§ describiré a continuación. Con este método, para el ca_l 
culo de los q^ 'no se necesita calcular los determinantes de Hankel, -
sino que se calculan con los h-- auxiliares e^ 'k

(7)
e(”)- 0, ( n)

( n )
k+l H (n+l)k-1

definidos como:

(n = 0 ,1.... ; k = 1,2,..)
(n) H (n + l)
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El algoritmo QD se basa en el siguiente teorema:

Teorema 1 Para todos los valores de los índices para los que - 
están definidos los números que aparecen abajo, se cumplen las siguien 
tes relaciones:

(8) (n) (n) _ (n+1) (n+1)
q k+1 * 6 k " q k ‘ 6 k

(9) (n+1) 
q k + (n+1) 

e k-1

La relación (8) es una consecuencia de las definiciones (4) y - 
(7), mientras que (9) es una consecuencia de un Lema sobre los determi 
nantes de Hankel, que dice.

Lema: Para todos los valores positivos de k y n, se verifica:

- H ^ - 1* H<"+1) + - 0\ k / k k k+1 k-1

cuya demostración puede verse en el trabajo de Henrici.

3- APLICACIONES DEL ALGORITMO QD

Entre las muchas aplicaciones de este algoritmo (cálculo de ce
ros y polos de funciones analíticas, cálculo de autovalores y autovec- 
tores de una matriz, fracciones continuas, transformación LR de Rutis- 
hauser, ceros de polinomios....) me he interesado en el cálculo de los 
ceros de un polinomio de coeficientes reales, distintos de cero.

Sea P(z) = C()ZN + C1ZN_1+ ....  +CN (C^O, i-0,1,..... N)

Es claro que los ceros de P(z) se pueden calcular por el algori_t 
mo QD como los polos de la función racional.

i p.
(10) f(z) = ------  = ¿_ a Zn

P(z) n=0 n

Para ello hay que construir los q^j^ y e^^ utilizando las fór
mulas (7) y (8) construyendo la tabla:
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(0)
(0)

(0)
2

(1)
2 •

(2 )
3-

(0)
N- 1

(1)
N- 1

(0)
N

(1)
N

Para ello se construye primero la columna q (n)  _ n + l
por (6 )

donde los a^ son los que aparecen en (10), y a continuación las colum—
(n)(n) (n)ñas e , q '

(n)
N-l N a partir de diferencias y cocientes

alternativamente mediante el uso de las fórmulas (8) y (9) puestas en la 
f o rma:

( 9 ' ) ,‘r 1’ - ¿♦e ^ K + l^ q U e  S e  êc*uce ^ e( n + l  )
( 8 ' ) k (n+ l) , q u e  s e  d e d u c e  d e  (8)aq k + 1 (n) q k

Estas fórmulas se pueden memorizar teniendo en cuenta que en la 
tabla anterior cada uno de los rombos que se pueden formar como los se 
ñalados en la figura, (8) quiere decir que el producto de los dos ele
mentos del extremo superior derecho y el de los dos elementos del infê  
rior izquierdo de un rombo centrado en una columna e, son iguales. La - 
fórmula (9) indica que las sumas de los mismos elementos de un rombo - 
centrado en una columna q son iguales.

Desafortunadamente el esquema de cálculo (6) , (9 ' ) , (8') es inesta 
ble debido al hecho de que los números eV ̂ se hacen cada vez más peque 
ños por lo que cada columna que aparece como multiplicación de la ante
rior por cocientes de números muy pequeños.

La forma progresiva del algoritmo QD, obtiene los elementos de - 
la tabla anterior por filas, es numéricamente estable y se define de la 
forma:
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Algoritmo progresivo QD Sean Cq ,C^, 
de cero. Sea

(10)

(11)

(k)
1-k =  0 ,

(1-k)e
(k)

k=1,2 ,

constantes distintas

k= 2,3, ,N;

, N-1

Considerar los elementos así generados como las dos primeras fî  
las de un esquema QD y generar las siguientes filas mediante:

(12) (n+1) . 
kq,'. ' = (e \ - e

(n)
k

(n + 1) 
k
+ 1)» , n n 
-1 ) q (k)

(13) (n+1) .
(n)
k+1
(n+1)

(n) 
: k

y las condiciones 
(14) (n) (n)

0 N n = 1,2,

Entonces se demuestra que si el esquema generado por este algo
ritmo existe, es idéntico al esquema QD del polinomio:

N N-1
p(z) = cQzl +c1z + .........  +cN

tal como se obtuvo antes mediante (6), (9') y (8').

La forma progresiva del algoritmo ha sido la usada en la subru
tina QD.

Es interesante señalar que la velocidad de convergencia de los
q ^ ^  hacia los ceros del polinomio Z^ es lineal y asintoticamente igual 
al mayor de los cocientes

y
Zk+1

Zk-1 Zk

Naturalmente si dos raíces son iguales la velocidad de convergencia es 
muy lenta.
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En cualquier caso es recomendable no obtener la aproximación - 
final de las raíces pér este método sino utilizar el esquema para ob
tener unas primeras aproximaciones de ellas y luego perfeccionarlas - 
con el método de Newton cuya convergencia es cuadrática.

Cuando en las columnas q^^ aparecen números positivos y nega
tivos es una señal de que hay raíces complejas en cuyo caso se puede 
utilizar el esquema QD para generarlas siguiendo las indicaciones de 
Henrici en su libro en las paginas 190, 191 y 192.
Apéndice:

A continuación se da el listado de la subrutina QD, precedido 
del de un programa de prueba que la utiliza parq resolver la ecuación

128x 4-256x 3+160x 2-32x+1 = 0
y escribir la tabla correspondiente al algoritmo QD progresivo, que se 
lista a continuación para que pueda verse la velocidad de convergencia 
del método.
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