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UN EJEMPLO DE RECURSIVIDAD: HANOT

1
Por I. Ramos

1- INTRODUCCION

El juego de las "Torres de Hanoi" se presta a una fdcil ejempli
ficacidn de los procesos recursivos. Se dice que ciertos monjes del -
Tiber una torre de 60 elementos de un sitio a otro y que cuan
do hayan terminado de trasladarla, el mundo terminard. Como veremos a
continacidn esto no es motivo de preocupacidn para nadie dada la impo-
sibilidad temporal de realizarlo.

Explicacidn del juego: Se dispone de N piezas circulares de ra-
dio decreciente insertadas en un eje en forma de tronco de cono. Tenre-
mos ademds otros dos ejes en que insertar las piezas. El fin del juego
es trasladar la torre inicial de un eje a otro teniendo en cuenta que:

1) En cada movimiento solo movemos una pieza de un eje a
otro (la {inica accesible en la cumbre de una torre).

2) Nunca puede haber una pieza mayor sobre otra menor en-
un mismo eje.

Veamos una figura:
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Veamos a continuacidn una solucidn trivial al problema y fadcilmente -
implementable sobre ordenador.

2- ALGORITMO PROPUESTO

Representaremos la accidn de trasladar N elementos desde un eje:
E. a otro E, mediante la funcidn de tres argumentos: HANOI (N,E ,E,).
el algoritmd estd basado en la siguiente afirmacidn: "El1 trasladar una

torre de N elementos de El a E3 es equivalente a trasladar una torre -
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de N-1 elementos de E, a E, seguido de trasladar 1 pieza de El a E3 -
y seguido de trasladar una“torre de N-1 elementos de E, a E3" o grafi
camente:
HANor (N E(,€1) = HAVOL(4-4,€4,6,)  ; Ei—> €; ; HAVoI (N -4, €, € )
& & < €5 Gu €y 'S €u € €4 € €,
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0 sea: HANOI (N,E ,E,) = HANOI (N-1,E,,E,)
.El——’E3

HANOI (N—l,EZ,E3)

Si codificamos los ejes por 1,2,3 , dados dos cualesquiera de ellos:
x,y (origen y fin) el intermedio serda 6-x-y, con lo que la funcidn de
traslado (que llamamos HANOI) entre dos ejes cualesquiera sera:

HANOI (N,x,y) = HANOI (N-1,x,6-x-y)
e
HANOI (N-1,6-x%-y,y)

lo que acepta una rapida implementacidn en ALGOL-60 en forma de proce
dimiento recursivo:

Procedure HANOI (N,x,y);
begin HANOI (N-1,x,6-x-y);
WRITE (x,y);
HANOI (N-1,6-x-y,y);
end

con lo que una forma de obtener impresos los movimientos sucesivos -
seria llamar a esta procedure con los parametros adecuados

HANOI (4,1,3);
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Desarrollemos este ejemplo. MOVIMIENTOS

HANOT ((1;153) +eoeis 123

HANOI (2,1,2) 192 .cosisvesessee 1=2
BANOT ((15352) siewsiee 3=2

BANOT (351:9) | = e e ie s il re s e s e s il =S

HANOI (1,2,1) ..... 2-1
HANOL (2,2,3) |0 253 e anlve sioinis 2=5
HANOT (1,1,3) ..... 1-3

Donde hacemos la hipdtesis obvia de que HANOI (1l,x,y) = x-y ya
que trasladar una torre de altura 1 de x a y es realizar el movimien
to de 1 pieza de x a y. Esta afirmacidn es equivalente a suponer que
HANOI (0,x,y) es la accidn nula puesto que:

HANOI (0,x,6-%x-y) .... nada
HANOI (1,x,y) = |X—3Y «seertcrcccscns X-Yy

HANOI (0,6-%-y,y) .... nada

que es la solucidn que hemos tomado nosotros en ALGOL:

begin procedure HANOI (N,x,y); value N,x,y; integer N,x,y;

begin if N f O then begin HANOI (N-1,x,6-x-y);
ESCRIBIR (x,y,N);

HANOI (N-1,6-x-y-y);

o
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o

|

end

HANOI (3,1,3) :

end

este programa produciria la salida dada en el ejemplo anterior.
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3- IMPLEMENTACION EN ALGOL

La implementacidn en Algol es inmediata. Nosotros por motivos -
de una presentacidn mads cuidada de la salida de la maquina, asi como -
por obtener ejemplos para distintos valores de N hemos afiadido mds co-

sas al programa.

HAN

'*BEGIN'

Una versidn de éste la damos a continuacidn

PROGRAMA

10/26/73
ALCOR-ILLINOIS 7090 COMPILER

*INTEGER®' I¢M.y'INTEGER""ARRAY"' LXyLY(/1eel0/)ey
YINTEGER' KyMM.,
'PROCEDURE"' HANOI(NyXyY)ay 'INTEGER" NyXyYay
'VALUE' NyXyYay
'BEGIN®' *IF* N 'NO*' O °*THEN'

*BEGIN' HANOI (N-1,X,6~X~Y).,

ESCRIBIR(XyYsN)ay
HANDI(N=146=-X=YyY) ey

"END'.y

"END"'.y
'FINIS?

'END'.y
'PROCEDURE® ESCRIBIR(X3YsN)oys " INTEGER" NyXyYay
"VALUE® NyXsYes
*BEGIN' 'INTEGER'K., Me=M+l.y MM.=MM+l.,

‘IF* MM "EQ' 2*%[-1'0OR*' M'EQ' 10 °'THEN' °'BEGIN'
LX{/M/)a=X oy LY(/M/)e=Y oy
FORMAT(64'(*'10Xs 10(F2.091H-9F2.093X) ")),
PRINTFILX(/1/)sLY(/L/)4LX(/27)4LY(/2/),

LXCO/37)4LYU/37)4LXU/G/) 4LY/G/),
LXU/S57) s LYU/S57) 4 LXU/6/)4LYU/6/)
LXUC/T/)oLYU/T/) o LXU/B/)oLYU/B/),
LX(/97)5LY(/97)4LXU/10/)sLY(/10/))as
Me=0.,
'FOR* Ko=1'STEP' 1 'UNTIL'10 *'DO*
LXU/K/)e=LY(/K/)a=0ey
YEND*
YELSE'*BEGIN'
LX(/M/)a=X oy LY(/M/)e=Y .,'END*
'END'.y
'*FOR* I.=2 *STEP' 1 *UNTIL'10 °*DD' °*BEGIN'
FORMAT(6,"( *1HL1,50X,14H%**%* HANOI N = ,F2.0 ,4H *x%,')%),,
PRINTF(I)ay
FORMAT(6,4*(*///,10X, 1THPUNTO DE SALIDA =,F2.0
» 1BHPUNTO DE LLEGADA =,4F2.0/
L i e 1)y
PRINTF( 1y 3).,
MM.=M.=0.y 'FOR' Ke=1 *STEP'1 ‘'UNTIL* 10 *'DO*
LX{/K/)e=LY(/K/)o=04a,
HANODI(I, 1, 3)., YEND'4y




Y la salida para N = 9 , El =l E3 = 3 , es la siguiente:

SALIDA n2 9

*%% HANOI N = 9. *%%

1.-3. l.-2. 3.-2. 1.-3. 2.-1. 2.-3. l.-3. l1.-2. 3.-2.
2e=1e 3.-2. le-3. 1.-2. 3.-2. le=3, 2.1, 2.-3. l.-3.
3.-2. 3.-1. 2.~1. 2.-3. l1.-3. le-2. JeCw l.-3. 2.-1.
le-3. 1.-2. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. l.-3. 1.-2. 3.-2.
2.-1. 2.-3. 1.-3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2.-1e 3.-2. l.-3.
3.2 1.-3. 2.-1. 2.-3. 1.-3. 1.-2. 3.-2. Zei=le 2.-1.
1.-3. 1.-2. 3.-2. 1.-3. 2.-1. 2.-3. le-3. 24-1. 3.-2.
2.-1. 2.-3. 1.-3. le-2. 3.-2. l.-3. 2.-1. Se=3v Lo=3s
3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. l.-3. 1.-2. 3e-2. 3.-1. 2.-1.
l.-3. 2.~1. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. l.-3. l.-2. 3.-2.
2.1 2.-3. le-3. l1.-2. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. l.-3.
3.2 1.-3. 2.-1. 2.-3. l.-3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2.~1.
l.-3. l1.-2. 3.-2. 1.-3. Ze~Lo 2.-3. l.-3. l.-2. 3.-2.
2¢~1. 3.-2. le-3. 1.-2. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. l1.-3.
3.-2. 3.-1. Ce=Lle 3.-2. l.-3. l.-2. 3.2« l.-3. 2.-1.
le-3. le-2. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. l.-3. le-2. 3.-2.
2.1 2.-3. Ye=3s 2.~1. 3.~-2. Famle 2e-1le 2.3, 1.-3.
3.-2. le-3. 2.-1. 2.-3. 1.-3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2.~1.
l.-3. 1.-2. 3.-2. 3.~1. 2.-1. 2.-3. l.-3. 2.-1. 3.-2.
2.-1la 3.-2. l.-3. 1.-2. 3.-2. l.-3. 2.-1. 2.-3. 1.-3.
3.-2. Sw=1e 2.-1. 3.-2. 1.-3. 1.-2. 3.-2. le-3. 2.-1.
le=3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. 1.-3. 1.-2. 3.-2.
2.-1. 2.-3. l.-3. l.-2. 3.-2. 3.-1. 2¢=1le - 3.-2. l.-3.
3.-2. 3a-1. 2.~1. 2.-3. le-3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2.-1.
l1.-3. 1.-2. 3.-2. l1.-3. 2.~1. 2.-3. le-3. le=2. 3.-2a
2.-1l. 3.-2. le-3. l.-2. 3.-2. l.-3. 2.-1. 2.-3. l1.-3.
3.-2. 3.~1. 2.-1. 2.-3. 1.-3. l.-2. 3.-2. l1.-3. 2.-1.
le-3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. l.-3. 1.-2. 3.-2.
2.-1. 2.-3. l.-3. 2.~1. 3.-2. 3.-1. 2.1 2.-3. l.-3.
3.2 l.-3. 2.-1. 2.-3. 1.-3. 1.-2. 3.-2. 3.-1. 2.-1.
l.-3. l.-2. 3.-2. l1.-3. 2.-1. 2.3, l.-3. 2.-1. 3.-2.
2.-1. 2.-3. l.-3. l.-2. Jerde l.-3. 2.-1. 2.-3. 1.-3.
3.-2. 3.-1. e & Ae=Lv 1.-3. l.-2. 3.-2. 3.-1. 2e-1e
l.-3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. 1.-3. 1.-2. 3.-2.
2.-1. 2.-3. l.-3. l.-2. 3.-2. 3.-1. 2.-1e 3.-2. 1.-3.
3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. le-3. 2e-1. 3e~2, 3.-1. 2.-1.
l.-3. l.-2. 3.-2. l1.-3. 2.-1. 2.-3. le-3. 2.-1. 3e-2.
2.-1e 3.-2. 1.-3. l.-2. 3.-2. Se=1's 2.1, 2.-3. l1.-3.
3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. l.-3. l.-2. 3.-2. l.-3. 2."1.
l.-3. l.-2. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. le-3. l.-2. 3.-2.
2.-1. 2.-3. " 1l.-3. 2.~1. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. l1.-3.
3.-2. l1.-3. 2.1 2.-3. l.-3. l.-2. 3.-2. 3.-1. 2.-1.
1.-3. 1.-2. Ae=die 3.-1. 2.-1. La=3% l.-3. 2.-1. 3.-2.
2e-le 3.-2. l.-3. 1.-2. 3.-2. le-3. 2.~1e 2.-3. 1.-3.
3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. l.-3. Te=2e 3.2 1.-3. 2.-1.
le=3. 2.~-1. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. 1.-3. 1.-2. 3.-2.
2.-1. 2.-3. 1.-3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2.-1. 3.-2. l.-3.
3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. l.-3. 2.-1. 3.-2. 3.-1. 2e=ls
l1.-3. 1a=2% de=2e 1.-3. 2.-1. 2.-3, le-3. l.-2. 3.-2.
2e-le. 3.-2. l1.-3. l.-2. 3.-2. 1.-3. 2.-1. Zeo=Ho 1.-3.
3.-2. 3.-1. 2.-1. 2.-3. l.-3. l1.-2. 3.-2. l.-3. 2.-1.
l.-3. 0.-0. 0.-0. 0.-0. 0.-0. 0.-0. 0.-0. 0.-0. 0.-0.
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4- CONCLUSIONES

El nimero de movimientos que se realizan es funcidn de N. Con-
cretamente 2"-1. Lo que se obtiene fadcilmente sin mds que considerar
el drbol de generacidn de movimientos dado en el eJempéB En e}scaso
de los monjes Tibetanos el n2 de movimientos es pues 2 10 Es
pues una leyenda tranquilizadora.

Existen muchas soluciones a este problema clasico en Teoria de
Juegos, la propuesta creemos que es breve y elegante.

Debo agradecer a C. Pair el haberme sensibilizado a este proble




