CREATIVIDAD Y COMPLETITUD

Por J. Fernindez-Prida FACULTAD OE INFORMATICA
BIBLIOTECA

Introduccidn

En el presente trabajo se han recogido una serie
de resultados, la mayoria dispersos a través de una lite-
ratura extremadamente especializada, que relacionan los
conceptos de creatividad, m-completitud y l-completitud,
algunas de cuyas pruebas, sblo en parte originales, han
logrado ser simplificadas al haberse dado una demostra-
cidn del teorema s-m-n, basico en la teoria de la compu-
tabilidad, bajo una formulacidn =-posiblemente nueva- no-
toriamente mas fuerte que la original de Kleene* y que
las mas recientementes presentadas por Rogers** + Shoen-
field*** , etc... Esta nueva versibén del teorema s-m-n
permite simplificar la prueba del teorema de recursidn,
que juega un papel fundamental en la demostracidn de la
isomorfia de los conjuntos creativos, establecida por
Myhill.

Una buena parte de las ideas en que se basan las
demostraciones del presente articulo han sido tomadas de

Rogers (1967), sin citarle explicitamente en cada caso.

* cfr. Kleene (1952), p. 342.
** cfr. Rogers (1967), P. 23.
*%% cfr. Schoenfield, J.R., Degrees of Unsolvability,

North-Holland Publishing Co. Amsterdam 1971, pp. 21-22.



Notacibn y prerrequisitos

A lo largo de todo el articulo se supone establecida una
correspondencia g biyectiva, recursiva y fija entre las maqui-
nas de Turing sobre un alfabeto con el Gnico simbolo “1" y los
nlimeros naturales. Una midquina M tal que g(M) = i serd deno-
tada por M. A cada funcidn recursiva parcial ¢ (abreviadamente
f.r.p.) con k argumentos se hard corresponder un conjunto in-
finito de indices: los de las mdquinas de Turing que colocadas
tras los argumentos de y se paran al cabo de un nimero finito
de pasos si y sb6lo y converge para dichos argumentos, hacién-
dolo en tal caso tras el valor que para ellos toma la funcidn.
Puesto que toda mdquina de Turing define para cada nimero na-
tural k una f.r.p. con k argumentos, para todo x y todo k es-
tard definida una funcidn recursiva parcial con k argumentos
que se denotara por ¢§ y por wi su dominio. En ocasiones se
omitirdn los superindices cuando su valor se desprenda clara-
mente del contexto o cuando k sea igual a 1. Puesto que los
argumentos de las f.r.p. son nimeros naturales e igualmente
los indices y superindices, no serd preciso hacerlo constar
en cada ocasibén. El conjunto de los nlimeros naturales serd de-

notado por N.

Se denotar& por o una cierta aplicacidén fija, recursi-

K
va y biyectiva de N* en N (cfr. Hermes (1965), pp. 77-78).

Para todo subconjunto A no vacio de N se denotard por

ux [xtA] al menor entero x perteneciente a A.

n
Se denotard por uioil'_XEA] al menor x, si existe, comprendi-

do entre o y n, perteneciente a A.

£ serd una abreviatura de Xy XKyr weer X y 9, de

er Y2' "oy ym.
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1 Teorema s-m-n

TH 1 Para todo m, n existe una funcidén s con m+l argumentos,
recursiva, total e inyectiva, tal que para todo I, ¥, P se
verifica:

(1.1) o7 " (E.9) = °:(I'D) t3) .

Dem, :
Sean r y g las maquinas de Turing que, colocadas en

cualquier posicidn, dan respectivamente un paso a la derecha
y a la izquierda y se paran. Sea 1 la magquina que, partiendo
también de cualquier posicibén, imprime un 1 y se para (cfr.
Hermes (1965), pp. 39-40). Puesto que M, colocada tras .0
se para tras ¢I(t.0), es claro que la méquina

y1+1 y2+1 ym+1
M= r (1r) r (1r) sss L HAY) riM;

colocada tras¥ se parard igualmente tras ¢I(£,O ), con lo que
¢g(M)(£) = ¢I(£;p ). Asi pues, la funcibn buscada s viene de-

finida por la igualdad s(Ijv ) = g(M) , con lo que resulta

ser recursiva, total e inyectiva.

2 Teorema de recursidn

TH 2 Para todo n existe una funcidn recursiva, total e inyec-
tiva r, con n+2 argumentos, tal que para todo z, si 02’1 es
total, se verifica para todo §, y :

1 1
(2,1) ¢ = ¢
r(%.E, ¥) ¢2"1 (r(z,€,¥),&)
Dem. :

Sea ¥y la f.r.p. definida por

¢x(z) si zeW

{2.2) wl(z, X, y) =
Indefinida en los demds casos

Por el teorema s-m-n existe una funcidn recursiva, to-

tal e inyectiva f tal que




(2.3)

(2.4)

(2:5)

(2.6)

(2:7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

¢f(x'y)(z) = ¥,(z, X, )
con lo que se verifica

" ¢f(x, y)

ya que ambas funciones convergen para los mismos argumentos
y toman los mismos valores.
Definamos ahora la funcidn recursiva parcial

¢Ou(u,‘E ) (y) sl (U’E)E LR yewbu(u,f )

vyly, v, &) =
Indefinida en los demds casos

y sea g la funcibn recursiva total inyectiva tal que
bg(u,€)¥) = ¥,(y, u, &) .

Por ser f y g recursivas, totales e inyectivas, lo seré
también la funcidén h definida mediante la igualdad

h(u,¥) = £(g(u, &), o ,(u,&)) .

Definamos ahora la f.r.p.

W3(zl ur{) L4 ¢z(h(ul£)p£)

y sea v la funcibn recursiva, total e inyectiva tal que
‘V(Z) (uI{) - W3(2, u,&).
Demostraremos que la funcidén r definida por

r(z, €, y) =h(f(v(z), v,E) ,

que obviamente es recursiva, total e inyectiva, satisface
la igualdad (2.1). En efecto:

Yrz, €. T thigviz), v, E) POk (2:19)
S YgE(), ¥), &)y o, (E(v(2), 1),E)) por (211
por (2.4)

= gf(viz), v),E)
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(2.11)

(2.12)

DF 1

TH 3

TH 4

¢ por (2.5),(2.6)
$eiviz), y)(f(V(Z), ), &)

= ¢¢v(z) (f(v(z), y),t) por (2.4)
= 4, (h(E(v(z), v),E),E) ROE R Bl e
= ¢¢z(r(z,€ , V), E) ° por (2.10)

Para toda f.r. total con dos argumentos f existe
una f.r. total e inyectiva r tal que para todo y

riy) T ey, w

Dem. :
Sea I tal que f = ?I . Por TH 2 existe una f.r. to-

tal e inyectiva r tal que
¢¢I(;(Ir e ’E(I, % yb La funcidén r defi-
nida mediante la igualdad r(y) = ;(I, Y, y) satisface (2.11).

3 Productividad y creatividad

Un conjunto A es productivo si existe una f.r.p. ¢
(1lamada funcidn productiva de A) tal que para todo x, si
ch A, entonces x pertenece al dominio de § y ¥(X) € A-wx "

El conjunto K = {x / ¢,(x) diverge} es productivo.

Dem. :
K tiene como productiva la funcidén idéntica, ya que
W K = VYy[ye W =—> yek] —fxe w —>xek] —>

{xe Wx = xf wx]——) xX£ wx =3 Xe¢ K-Wx .

Para todo conjunto productivo A existe una funcidn
recursiva total que produce A.



(3.1

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

TH 5

(3.6)

Dem. :
Sea ¥ una funcidén productiva de A. Si ¥ no es total
definamos
¢y(z) si ¥ (x) converge
vz, x, y) =
Indefinida en los demds casos

Sea f una f.r. total tal que
‘f(x,y)(z) =v,(z, x, y).

Por el teorema de recursidén existe una f.r. total r

que verifica

bey) (B = Per(y), v P

con lo que
¢y(2) si y(r(y)) converge

¢r(y)(2)
Indefinida en los demds casos

y en consecuencia

Vvr(y) divergente —=> W = — wr(y)c A —

r(y)
yr(y) convergente, de donde se sigue que yr es total y, por

tanto,
¢r(y) = ¢y 7
¢con esto se tiene:

W CA —>W € A ==>yr(y) e A-W_ =3 yr(y) € AW

r(y) (y)

lo que prueba gue yr produce A.

Para todo conjunto productivo existe una f.r. total
e inyectiva que lo produce.

Dem. :
Sea A un conjunto productivo y f una f.r. total produc-
tiva de A. Definamos la f.r.p.
¢ si ?x(y) converge &6 y = f(x)

Y(Y, X) =

Indefinida en los demds casos




y sea h una f.r. total tal que
(3.7) by V) = vy
LEMA I Para todo x se verifica

(3.8) wxc wh(x) [ whh(x) < S
En efecto, de la definicidn de h se sigue

(3.9) Wh(x) = wa {f(x)} ’

con lo que

(3.10) Whx) = "hegv (ER(x)Y
etcetera.
LEMA II Para todo x, si wxc A, se verifican las relaciones
(3.11) {£(x), £hix), fhhix); ... } & A-Wx
{3-44) hm™ M) ¥ Y™ . €8
En efecto.:
(1) Wee A (hip&6tesis)
(2) f(x) e A-Wx (1)
(3) Woix)€ A (3.9) (1) (2)
(4) fh(x)e€ A-wh(x)c A-wx (3) (3.8)
(5) Woh(x)€ A (3.10) (1) (4)
(6) fhh (x) € A—whh(X) < A-Wx (5) (3.8)

siguiéndose (3.11) de (2), (4), (6), ... y (3.12) de (3),
(5), ooe

LEMA III Para todo x, si wxc A, entonces son distintos
todos los elementos del conjunto {f(x), fh(x), fhh(x), ...} .

En efecto,



DF

TH

W.c A=—> Wh(x)c A por el Lema II
== fh(x) # wh(x) pues f produce A
—> fh(x) € W v {£(x)} s (por 3.9)
andlogamente,

wxc A =—> whh(x)‘ A por el Lema II

=> fhh(x) € W

hh(x)

pues f produce A

—> fhh(x) € W v {£(x), fh(x)} ; por (3.9) (3.10)

etc.

Para demostrar el teorema definamos la funcidn g

de la siguiente forma:

g(0) = £(0)
K = j
fhh ... h(n+l) donde k =r;j(fhh...h(n+1) P
gnsl) = {gt0) ; oo g(n)ﬂ si tal j existe
km [mt {g(0)y ey g(n)}] en los demds casos

Obviamente la funcibn g es recursiva, total e inyectiva. Ade-

mds g produce A ya
Caso I : x=0.

Caso II: % F G .
del conjunto {f(x),

que si ch A se tiene:

Entonces g(0) = £(0) ¢ A-Wo 5
Entonces son distintos todos los elementos
fh(x), ... fh..X..h(x)} (por el Lema III)

con lo que existe un j comprehendido entre 0 y x,.tal que

g(x) = fh..2..h(x) y en consecuencia (por el Lema II) se tie-

ne que g(x) € A-Wx 5

Un conjunto es creativo si es recursivamente enumerable

y su complementario

Trivialmente

El conjunto K

es productivo.
se sigue de TH 3:

= {x / ox(x) converge} es creativo.




DF 3

(4.1)

TH 7

DF 4

(4.2)

DF 5

DF 6

TH 8

DF 7

DF 8

4 Reducibilidad y completitud

Un conjunto A es m-reducible a un conjunto B =1lo que
se denotard por A % B - si existe una funcidn recursiva total f
tal que para todo x se verifica

XeA —=b f(x)eB .

De DF 3 se sigue inmediatamente:
A es m-reducible a B si y sblo si A es m-reducible a B.
En efecto,
A &€B > Eﬂf, f recursiva total, f(A)e By f(A)c §]
(——=)X§§ :

Un conjunto A es l-reducible a un conjunto B - lo que
se denotard por A i B - si existe una funcidn recursiva total

inyectiva f tal que para todo x se verifica (4.1).

Paralelamente a TH 7 se tiene:

< = =
A% B <> A§ B .
Dos conjuntos A, B son m-equivalentes si A es m-redu-

cible a B y B es m-reducible a A.

Dos conjuntos A, B son l-equivalentes si A es l-redu-
cible a B y B es l-reducible a A.

Obviamente se tiene para conjuntos cualesquiera A, B:
Si A es l-reducible a B, entonces A es m-reducible a B.

Un conjunto es m-completo si es recursivamente enumera-
ble y todo conjunto recursivamente enumerable es m-reducible
a él.

Un conjunto es l-completo si es recursivamente enumera-
ble y todo conjunto recursivamente enumerable es l-reducible
a él.

De DF 5, DF 6, DF 7 y DF 8 se sigue:
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TH'9

TH 10

DF 9

(4.3)

(4.4)

TH 1l

TH 12

(4.5)

(4.6)

Dos conjuntos m-completos (l-completos) son m~equi-

valentes (l-equivalentes).
Todo conjunto l-completo es m-completo.

Dos conjuntos A, B son recursivamente isomorfos
-lo que se denotara por A=B- si existe una f.r. total
biyectiva h tal que para todo x se verifica

xeA <> h(x)eB
i.e.

h(A) =B .
De DF 6 y DF 9 se sigue:

Dos conjuntos rec. isomorfos son l-equivalentes.

A continuacidn demostraremos -modificando la prueba
original de Myhill- que también es cierta la implicacidn

contraria.

Dos conjuntos l-equivalentes son rec. isomorfos.

Dem. :
Sean A, B, £, g (f y g recursivas totales e inyec-

tivas) tales que
xeA &> f(x)eB
XeB €<= g(x)eA .

A partir de f y g construiremos una f.r. total biyec-
tiva h que verifique (4.3). La construccidén de h se hard por
pasos, definiéndose en cada paso a lo sumo un valor de h. En
el paso 2k+l1 (k =0, 1, 2, ... ) se asegurard que k pertene-
ce al dominio de h y en el 2k+2 (k =0, 1, 2, ... ), que k
pertenece al rango, con lo que al final de la construccidn
h serd total y sobre. En cada paso se asegura también la in-
yectividad de la parte de h construida al final del mismo.
La parte (finita) de h construida antes del paso s serd de-
notada por hs. El dominio y el rango de hS se denotardn res-
pectivamente por D: y Rﬁ .
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Descripcibn del paso 2k+1 (k =0, 1, 2, ... )

3o B4 keDik‘l, no se definen nuevos valores de h.

2451 k¢D§k+1, se computa f (k). Entonces:

2.1. si f(k)¢R§k+1, se define h(k) = £(k).

2.2, Si f(k)eR§k+1, se computa f(k). Entonces:

=]
fh2k+1

3

=1 2k+1
£ 2k+1

2.2.1. Ssi fh2k+1 f(k) # Rh se define h(k)= fh £(k).

= 2k+1 —

-1
2Ry SE fh2k+1 f(k) € Rh , se computa fh2k+1

fhoke1

£(k)ooss

Descripcibén del paso 2k+2 (k=0, 1, 2, ... )
1. Si keRﬁk*z, no se definen nuevos valores de h.

2. Si k¢R§k+2, se computa g(k). Entonces:

2.1. 81 g(k) £ D**2, se define h(g(k)) = k.

2k+2

2.2. Si g(k)e Dh ; Se computa gh2k+2 g(k), etc...

Es claro que ambos procesos tienen fin, ya que en el
paso 2k+1 (y andlogamente en el 2k+2) se tiene que el con-

junto Rﬁk*l es finito y los elementos f(k), fh;i+1 f(k),
=1 =1
fh2k+1 fh2k+1 f(k), ... son todos distintos puesto que
= m =1 n
f(h2k+1f) (k) = £(h,, ,£) (k), m>n
— (! ™D (x) = k (por la inyectividad de £ y ho1 )
2k+1 P Y 2k+1
=1 m-n-1 =
— (£hy, ) £(k) = hy (k)
2k+1
=—>k ¢ D , contra la hipdtesis del caso 2.

h

La recursividad y biyectividad de h se siguen facil-
mente del andlisis de la cosntruccidn.
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Ejemplo:

g(x)
0

3
1
4
2
10
7

Paso

10

Sean f y g tales que

AN U W NN~ O

f (%)

2

0 = O W O =

Algoritmo

2

Interpretacidn
de las flechas

en el algoritmo

Se define

h(0)

h(1)

h(3)

h(2)

h(4)

h(7)

v

Se asegura

0€D§

w w )
m ™ ™
D'P\O ZTUG) :7;0\1

o

4eD

jo
—

-
™
D‘wr-
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Para completar la demostracidn de TH 12 basta probar

que h verifica (4.3), lo que se hard por induccidn sobre el
conjunto de los pasos de la construccidn.

a) La relacidén (4.3) se verifica para el valor de h defini-
do en el paso 1, ya que en dicho paso se define h(0) = £(0),
con lo que se tiene:

OeA > f(0)eB > h(0)eB .
b) Supuesta cierta (4.3) para los valores de h definidos
antes del paso n, también se verifica para el valor even-
tualmente definido en €l. En efecto:
Caso I : n = 2k+1
i no hay problema, al no definirse ningln valor

h
de h en este paso. Si k;Dﬁk’l

Si keD

, entonces se define h(k) =

=1 m

(fhyy 1)

f(k) para un cierto m, con lo que
hip. ind. _;

keA &> f(k)eB ———> h2k+1f(k)eA¢—) a)otoie | M
(hol - £)™(k)eA &> (fhIl )™f(k)eB «—> h(k)eB
2k+1 2k+1 ’
Caso II : n = 2k+2
si ksRﬁk*z no hay problema. Si k¢ Rﬁk*z , entonces se de-

fine h(g(h,, ,, )™ (x)) =k, con lo que

hip. ind.
g(hy 5 )™ (k) eA & (s s 9™ (k) B —ep

glhy o g)“"1 (k)e A= .... <> g(k)eA <> keB .

!; Creatividad y completitud

Para conjuntos cualesquiera A, B se verifica:

TH 13 Si A es productivo y A ﬁ B, entonces B es productivo.
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(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

TH 14

TH 15

Dem. :
Sea Y una funcibn productiva de A y sea f una funcidn

recursiva total que verifique
f(A)< B y fIA)c B .
Sea wl la f.r.p. definida por

{1 si f(yleW,

Indefinida en los demds casos

d’l (Yr X) =

y sea g la f.r. total tal que

¢g(X) (Y) = Wl (Yl x)

con lo que
e
wg(x) = f (Wx) .
Se probard que fyg produce B. En efecto,
=1 st (5.4) -1 (5:1)

W < B — f (wx) cf (B Wg(x)c f (B)
wg(x)c Ay b)) € A-wg(x) ——— f¢g(x)sf(A)—f(wg(x))
= fyg(x) ¢ B—Wx (por (5.1), (5.4)).

Todo conjunto .i-completo es creativo.

Dem. :

Sea A m-completo. Seglin DF 7 A es recursivamente
enumerable. Por otra parte, siendo recursivamente enume-
rable el conjunto K = { x / ¢x(x) converge}, serd m-re-
ducible a A, con lo que, de acuerdo con TH 7, K ﬁ B
Puesto que K es productivo (cfr. TH 3) se siqgue por TH 13
que también lo es A, lo que completa la demostracidn.

Todo conjunto creativo es l-completo.

Dem. :
Sea A creativo, h una funcidn recursiva, total, in-
yectiva y productiva de A (cfr. TH 5) y B un conjunto re-




cursivamente enumerable cualquiera. Definamos la funcidn

0 si yeB y h(x) =z
(5.5) v (z, Xp ¥) =
Indefinida en los demds casos .
¥ es claramente recursiva parcial, ya que al ser B recur-
sivamente enumerable existe un IeN tal que B = wI , con
lo que yeB equivale a que converja ¢I(y). En consecuen-
cia existe una funcidn recursiva total f tal que
(5.6) ¢ (x, y)(z) =¥ (z, x, y)
y por CRL 2 existe una f.r. total e inyectiva r tal que
o5k e (B = ey, P
con lo que
0 si ye B y hr(y) = z
(5.8) ‘r( )(z)
Y Indefinida en los demés casos .
En consecuencia se tiene:
YEB S wr(y) = {hr(y)} => hr(y)eA (pues hr(y) eA —>
A —=> = h hr Pe)cs
wr(y)c A hr(y) ¢ Wr(y) r(y)¢ {hr(y)} !!)
Por otra parte,
VEB =——b wr(y) = @ =—> hr(y)eA ,
con lo que
(5.9) yeB €& hr (y) €A,
relacidén que prueba la l-completitud de A (al ser h y r
inyectivas).
CRL 15.1 Un conjunto es creativo si y sdlo si es l-completo

si y sblo si es m-completo.
En efecto, A creativo ——> A l-completo (por TH 15)
— A m-completo (por TH 10) == A creativo (por TH 12).
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CRL 15.2

Todos los conjuntos creativos son recursivamente

isomorfos (Myhill).

En efecto, dos conjuntos creativos son l-completos

por TH 15, l-equivalentes por TH 9 y recursivamente iso-

morfos por TH 12.
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