SOBRE UNA FORMALIZACION ALGEBRAICA EN TEORIA DE GRAFOS

Por Emmanuel Lizcano

Introduccidn

Trataremos de formalizar algunos conceptos usuales de la
teoria de grafos en términos de teoria de mddulos, de modo que
se puedan rigorizar y abreviar las extensas demostraciones tan
comunes en aquélla, con objeto de ampliar esta formalizacidn a
los llamados grafos signados y aplicarla, a titulo de ejemplo,
en la demostracidn de uno de los teoremas fundamentales rela-

tivos al equilibrio de un grafo.

Conceptos basicos (1)

En su acepcidn méds general, llamaremos grafo a toda es-

tructura formal del tipo G = (V, X, 6%, 67), donde V={v1,...wm}

es un conjunto no vacio de elementos llamados "vértices",

X={x1,...,xn} un conjunto de elementos llamados “arcos"y i y 67

son aplicaciones de X en V

st : x » v e O
+ -
xk+ () X xk+ § Xy
para las que interpretaremos 6+xk y G_xk como el "principio" y

el "final", respectivamente, del arco Xy -

Esta definicidén abarca tanto la posible existencia de
+ -
bucles (arcos X tales que § X, = () xi), como de arcos parale-
los (arcos x. : +x. = 6tx. T TR B
( i Y xJ tales que § X, xJ y & X, 8 xJ) y tam
poco quedan fuera de su @mbito los grafos no orientados.

Consideremos el conjunto de combinaciones lineales for-

males de arcos con coeficientes enteros

n
. ol & ok
M(Z,X) = (x = . E°x /E €2}
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que tiene estructura de Z-mddulo para las operaciones

n N n B
x = I Ekxk o X m: R Ekxke M(Z,X) : x+x = I (Ek+gk)xk
k=1 k=1 k=1
nog n K
A€ Z,x = L xkt M(Z,X) : A.x = % (€A E )xk
k=1 k=1

Con ello, (M(Z,X), +,') es un Z-mbédulo libre de tipo fi-
nito, siendo una base suya el conjunto X. A sus elementos les
llamaremos vectores y cada uno de ellos, x = g Ekxk, puede
interpretarse como un recorrido, eventualmentlé=1 "discontinuo",
sobre los arcos del grafo G, de modo que cada arco X, Se reco-
rre Ek veces en su sentido original (el determinado por 6+ y
§7) si £k>o, en sentido opuesto si £k<o Yy no se recorre si

£k=o.

Andlogamente definiriamos el Z-m8dulo libre de tipo fi-
nito

k

M(E 0D = (v = g /1 £ e
1

L |

k

que tiene al conjunto V como una base.

La eleccidn de otro anillo o de un cuerpo, en especial
el de los reales, como campo de escalares dependerd de la na-
turaleza del problema a tratar. Si aqui utilizamos Z, se debe
a su especial adecuacidn a numerosas dreas y en particular a
la del equilibrio en grafos signados, si bien las definiciones
y principales resultados que se derivan de su uso son fdcil-

mente traducibles de unos casos a otros.
Con las anteriores definiciones, las aplicaciones
»8 : X+V pueden extenderse a los Z-mbédulos correspondien-

tes, definiendo una aplicacién

§ : M(Z,X) > M(Z,V)




pe .3 =
que para los vectores de la base vendria dada por ka=6 xk-c e

n
extendiéndose de modo natural a cualquier vector x = I Ekxk,
k=1
n
de modo que éx = [ Ekéxk.
k=1
Asi definida, 6§ es un homomorfismo de Z-médulos y son de

especial interés los conjuntos:

Jr(vi,vj) = {xe M(Z2,X) / 6x = vi—vj}, a cuyos elementos lla-

maremos cadenas del vértice vy al vj.

E (6) = {x€ M(Z,X) / 6x = o} = ker &, a cuyos elementos lla-

maremos ciclos del grafo G.

Por ejemplo, en el grafo de la figura adjunta son cade-
nas los siguientes vectores:
V2

X=X.-X,+X _+x_+ ues 8x=v_-v V’KZ;. ik
R R L 57 *)//\I

p %s

0
*2 )
1 4 6 s pues 6X'=V1"V5 \’4// ‘\

*3 0\/3
ll- 01 ll= -
x"=2x,-x,+x,+xy , pues Sx"=v,-v, - ////§/}7
9 Se 7 X6
v,
2 (4
y son ciclos: ég s%
Zl= XgsZ, = x3-x4+x7,z3 = -2x3+2x4-2x7,z4 = xl-x2+x3-x4+x7

Estas definiciones se corresponden con las usuales en
teoria de grafos. Asi, una cadena de v; a vj de longitud t se
definiria, segin la notacidén aqui utilizada, como un par de

sucesiones

(v "W SeveVs ) y (e;x Ea Xyl e v )
10’ 11’ ’ i, 1 kl’ 2 k2 i) kt

donde



y tales que

n
o]
Pt
o

demostridndose (2) que la existencia de una cadena de v; a vj,

en estos términos, equivale a la de un vector x € M(Z,X) veri-

ficando 8x = v.-v..
i ]

Andlogamente, un ciclo suele definirse como una cadena

cuyos extremos coinciden, es decir, VeV RS lo que equi-
o t

vale a la existencia de un vector x € M(Z,X) tal que éx = vi-vi=o.

Otras definiciones de interés son las siguientes:

n
Dado un vector x = I £ X, Se define su soporte positi-
k=1

+ k 3 2
Vo como sop X = {xk/E >0}, su soporte negativo como sop =
k + =
={xk/§ <0} y su soporte como sop X = sop x VU sop x.

Un subconjunto X' de X se dice que no tiene ciclos si

*x € £ (6), x#o, tal que sop xEX'.

n

Una cadena (en particular, un ciclo) x = I gkxk se llama:
k=1
s s k
simple si & €1, -1, o}
minimal si Vx'g sop X X' no tiene ciclos
elemental si x es simple y minimal

.S m e
y designaremos por ol (vi,vj), oL (vi’vj) y o (v;,3) (en par-

s m
ticular, r (GYs; X (G) vy xe(G)) al conjunto de cadenas de vy

a vj (en particular, ciclos) que sean simples, minimales y

elementales, respectivamente.
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Asi, para el ejemplo anterior, se verifica que:

S m e m S s m
21,2, (©AF (6) =& (6) 5 z,¢ B (©)- B (6) ; 2,6 E (&)- B (©)

S m e S m
x o ("5"’4)'°[ (vesv,) x'eol (vysvg) 3 x"¢of (vz.vl)uof (vysvy)

La validez de esta formalizacidn se extiende a los lla-
mados grafos no orientados si adoptamos el criterio de Berge (3),
en el sentido de considerar que '"todo grafo estd orientado,
pero por razones conceptuales es a veces incémodo considerar
sus arcos orientados si se estd tratando un problema de natu-
raleza no orientada", conviniendo asi en que 'cada vez que se
aplique un concepto orientado a un grafo no orientado, este
concepto deberd considerarse aplicado al grafo orientado obte-
s 10

que en nuestro caso se concretaria en una definicidén arbitra-

nido del anterior orientando en ambos sentidos cada arco"

ria de las aplicaciones 6+ y 5 y en la consideracidn de cada
arco, X, junto con su opuesto, -X;, en el médulo M(Z,X), o
bien, si esto resulta excesivamente simplificador de cara a
alglin problema concreto, en la duplicacidén de cada arco X; en

1 i e s = oy
otro x', tal que ¢ x; = § x i § x; = § x i

Grafos signados

Llamaremos grafo signado, o mds brevemente s-grafo, a to-

da estructura formal del tipo G = (V, X, 6+, 8§, s) tal que

V5 X, 6+, §7) es un grafo y s una aplicacidn

8 : X—>8 = {+1, -1}

Ko ———p S(xk)

k

La imagen de cada arco Xy s(xk),suele nombrarse como el

signo de ese arco, diciendo de &1 que N;-_ _NAbi$\
es positivo o negativo. J : R
S ! '/.
Graficamente, los arcos positi- | g < ,/
Vos se representan por lineas de trazo Y‘ bt 3

—_—
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continuo y los negativos por otras de trazo discontinuo, como

muestra la figura.

Para la ley de composicidn interna o, dada por la tabla

+1 ]+ =1
=17 =4 okl

(S, o) es un grupo abeliano, con +1 como elemento neutro y

E-l = ¢ VYees.

Definiendo ademds la ley de composicidn externa *, dada

por la potenciacidn en Z, es decir,

Z xS + 8§
<O
EO0EOD..OE si A>o
(A,e) =+ A*e = g" =d¢+1 si A=o
cA
=3 o1 S & s
fe Dale ouote ) sl ace

puede comprobarse fadcilmente que (S, o, *) es un médulo sobre

el anilla (Z, *5 *).

Podemos asi extender la aplicacidn s: X + S a los Z-md-

dulos correspondientes:

(M(er))+)') i’ (S’ 0, *)

n e n |£k|

definiendo X = P T —> s(x) = I [s(x ﬂ
=] k k=1 X

con lo que § es un homomorfismo de z-mddulos, ya que

zkxke M(2,X) , Vy =

nkxké M(z,X) , Y€z
1 k

Vx =

k

L e =
I3

1

se verifica que:
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[ ac B =

S(x+y) = 5[

n kaock n k k
(£k+nk)xk]= m [s(xk)]|E |, g [s(xk)]lﬁ [+]n7].
k k=1 k=1

1

n ngl n Inkl o
= I [s(xk)] o I [s(xk)] = 5(x) o s(y)
k=1 k=1

S(A*x)

(1]
w
—
| o B - |

n n k
(A'Ek)xk] = I [s(xk)]lk'g|= n ([s(xk)]l€ l)lA|=
k=1 k=1

n k
[ m [s.(xk)]IE 4 FeaiAs [Eealh = v
k=1

Conviene observar que s(x-y) = s(x+(-1)y) = Ef(x)o[?(y):’-l
= 8(x)o s(y) = s(x+y). Como ka(k=1,...,n) es E(xk) - s(xk),
convendremos en llamar s tanto a la aplicacién s como a su ex-

tensidn S.

Teorema fundamental de equilibrio en s-grafos:

Dado un s-grafo G = (V, X, 5+, 6, s), las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

a) Vvi,vje v Vx,y€d (visvy) es s(x) = s(y)
-, e

b) v‘vi.vjeV Vx,yec[ ("i"’j) es s(x) = s(y)

c) Yxe fe(G) es s(x) = +1

d) ¥ xe¢ ; (G) es s(x) = +1

De un s-grafo cumpliendo cualquiera de estas condiciones

se dice que estd@ equilibrado.

Demostracidn del teorema:

a) % b). Es evidente.
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Ekxki,fe(c), x#o (para x=o ya seria
1

b) & ¢). Sea x =
k

ne~s

s(x) = +1) y sean vi Y vj dos vértices de x. Por ejemplo, si
suponemos sop+x # 4 (lo que no supone restriccidn, pues si

sop+x = ¢ serd sopt(-x) # 4 y hariamos los posteriores razona-

mientos con -x, llegando al mismo resultao, ya que s(x) = s(-x)),
+ i i = st =5
sea xif sop ' x (luego & 1) y elegimos v § X:o Vj 8 X
Entonces ;xl,x2€<fe(vi,vj) tales que x = xl-xz, pues

1 2
basta tomar x = X;, X7 = X;-X, con lo que:

le

+ % 1
8 xi-d X, = vi-vj 2 x (u[(vi,vj)

2 2l » D up
§x 6xi-6x =V vj » X (J,(vi,vj)

X~ es evidentemente simple y minimal, luego xl€4£e(vi,vj)

. S s 2
X  es simple, pues x lo es, y minimal, pues si 3X'$ sop X
tal que X' tuviera ciclos, como sop x2 = SOp X - {xi} € sop x;
X no seria minimal, en contra de la hipdtesis; luego
2 e
v 23)s
x“e L i,VJ)

Asi, por hipdtesis, s(xl) = s(xz) y por tanto
s(x) = s(xl) o s(xz) = +1,

Es de observar que la demostracidn es vdlida incluso si
x fuera un bucle, es decir, si x = X 8 X = 8 X, s pues bas~-
2

taria considerar de modo andlogo x
c) ? d). Teniendo en cuenta los siguientes resultados previos (4):

Lema 1. Si x¢€ X(G), x#0, axl,...,xre rm(G) tales que
sop+xlc sop+x, sop_xlc sop x (i = 1,...,r), verifican-

do x = xl+...+ xt.

Lema 2. Si xeﬁ'm(G), x#o0, 1 X€ Fe(G) y 32 €2Z tal que x = A*X.




Corolario. Si x€ E(G), xfo, 311,62 Ix'€ ¥%(6) (i = 1,...,r)

i + -i - :
tales que sop+x1C sop X, SOp x1Csop S s S B ANARE S
verificando x = Alx1+A2x2+...+Arxr.
g i
sea cualquier x € 4 (G). Como podemos poner X = L Aix
i=1

siendo xie EQ(G) (i = X,.4:,T), B8erh s(xl) w 1 (i = 1,...5%)

A Ix,l
y por tanto s(x) = [s(xl)]I ll o [s(xz)] 2 o.”o[s(xr)] = +1.

d) 2 a). Supongamos que 3vi,vj€ V y que Jx,yeef(vi,vj) de

modo que s(x) # s(y).

Consideremos el vector x-y. Como 6(x-y) = 8x-8y = (vi-vj) -
- (vi-vj) = o, entonces x-y€ ﬁ(G) y sin embargo s(x-y) =

= s(x) o s(y) = -1, en contra de la hipdtesis.

Esta demostracidon del teorema, ademds de hacer notable-
mente mads concisas las demostraciones al uso (5), muestra su
validez para grafos con bucles o arcos paralelos, ya sean
orientados o no, completos o no e incluso conexos o no, lo que

amplia sus posibles dominios de interpretacidn.

La equivalencia entre las dos primeras (o entre las dos
tltimas) caracterizaciones de un grafo equilibrado, permite
reducir el andlisis de equilibrio al de vectores elementales y
la equivalencia entre ambas parejas de caracterizaciones sim-
plifica dicho andlisis segiin las especiales caracteristicas de

cada grafo.

Notas:

(1) En esta primera parte seguimos de cerca las ideas expuestas
por Masao Iri en "Network, Flow, Transportation and Schedu-
ling", Academic Press, New York, 1969.

(2) '0p. cits, pgs 38.

(3) C. Berge: "Graphes et hypergraphes", Ed. Dunod, Paris, 1970,
pgs. 5-6.

(4) Obtenidos por Masao Iri, op. cit., el lema 1 aparece como
corolario inmediato de las observaciones incluidas en pgs.
264-267 y el lema 2 no es sino el teorema 9.1.

(5) Véase, por ejemplo, C. Flament: "Teoria de grafos y es-
tructuras de grupo", Ed. Tecnos, Madrid, 1972, pg. 97 ¥y
ss.; F. Harary: "On the notion of balance of a signed
graph", Mich. Math. J., 1954, 2, 143-146.



