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COMUNICACIONES

EL PROBLEMA DE DECISION DEL CALCULO DE PREDICADOS 
Por José F. Prida

PRELIMINARES

El conjunto de los números naturales sera denotado por N.

Para todo conjunto A C N ,  A ^ 0, se denotará por yx^xeA] 
al menor elemento de A.

DF 1 Un conjunto A c  N se llamará recursivamente enumerable si
y solo si es vacío o existe una función recursiva f tal que 
A = f(N).

TH 1 Para todo conjunto recursivamente enumerable AC N existe
un conjunto recursivo Be NXN tal que para todo x se verifica: 
xeA <---> jY <x , y> eB .

Dem . :

Si A = 0* entonces xeA 3 y ¿x , y> e0

Si A = f (N) , f recursiva, entonces xeA <=■=-?> j y ( f (x) = yj, 
siendo obviamente recursivo el conjunto B = {<x,y> /f(x) = y}.

Observación: si la función f es conocida, entonces la construc
ción de f es efectiva.

En lo sucesivo se considerarán máquinas de Turing con una 
cinta potencialmente infinita solo por el lado derecho.

F I G  1 L__ ________ i____________
0 1 2  3

Cuando el campo de trabajo es el primero de la cinta 
y el output es dar un paso a la izquierda, la máquina se para. 
Unicamente se considerarán máquinas cuyo alfabeto consta del

(*) Iste artículo resume un ciclo de conferencias dadas por el autor 
en 1 í Universidad de Salerno (Italia) durante el mes de septiembre 
de 1‘74, invitado por el Profesor de Teoría de la Computabilidad 
E. Bírger.
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TH 2

TH 3

único símbolo "|" , siendo denotado indistintamente por o
por "0" un campo vacío. El numero natural k será representado 
por |||...| . Si en un determinado momento la inscripción so

bre la cinta es a^ a^ a^ ••• Y campo de trabajo es el
de lugar k y el estado es q, la correspondiente configuración

q(descripción instantánea) será representada por aQ»«- ak '1 *

Se denotarán respectivamente por *, |, r, 1 las máquinas

0 * r 1 0 * 1 1
0 * S 0 o*o 0 | r 1 0 | 1 1
0 I * 0 o co o 1 * s 1 

1 | s 1
1 * s 1 
1 | s 1

donde los outputs r, 1, s significan respectivamente des 
plazar el campo un lugar a la derecha, un lugar a la izquierda 
y pararse.

Para toda función recursiva f con n argumentos, existe 
una máquina de Turing Mf tal que para toda n-pla de argumen
tos x L, x2, .... xn realiza el programa:

x^+ 1 X  +  1n x 1 x + 1  f(x ..x )+ 1 n 1 n
donde la marca sirve para denotar el campo de trabajo,

Dem.: Cfr. Hermes (1965), pp. 98 ss.
Para todo conjunto recursivamente enumerable AcN existe 

una máquina de Turing MA tal que para todo x, MA colocada tras 
x se para al cabo de un cierto número de pasos si y solo si 
X€ A .

Dem. :

calcula la función 
1 si x eB

3y<x,y>f B y sea M la máquina que 

de B

0 si x i B
La máquina M. - rjr M 1*1 cumple la condición reque

rida
Observación: si es conocida una función recursiva f tal que
A = f(N), la construcción de MA es efectiva.
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Puede encontrarse una aplicación biyectiva y efectivamente 
computable del conjunto de los números naturales en el de las 
máquinas de Turing.

Dem.: Cfr. Hermes 1965, pp. 105 ss.

Observación: TH 4 permite identificar una máquina de Turing 
con su correspondiente numero natural.

El conjunto STOP = {x / la máquina x colocada sobre la 
cinta vacía no se para jamás} no es recursivo.

Dem.: cfr. Hermes 1965, pp. 144-5.

CALCULO DE PREDICADOS

En el presente apartado se construirá un cálculo de pre
dicados K basado en un lenguaje L sin símbolos para denotar 
constantes y con un sólo símbolo de función.

2.1. Alfabeto

El lenguaje que va a definirse se basa en un alfabeto S 
que consta de una infinidad numerable de símbolos distribuidos 
en las siguientes categorías:
1) Un conjunto infinito de símbolos x, y, z, x^, x^, ... de-
nomonados variables individuales.
2) Un conjunto $> formado por el único símbolo f que denota una 
función con un argumento.
3) Un conjunto II con infinitos símbolos P, Q, R, P^, P^...
denominados variables predicativas con k argumentos (k = 1, 2, ..
Para cada símbolo está determinado el correspondiente k.
4) Un conjunto A de símbolos, denominados símbolos lógicos com
puesto por los elementos “i (negación), V (di s j une ion) , \/ (cuan- 
tificador existencial).

El alfabeto S es la reunión de los conjuntos íi, $ , II, A.
2.2. Te rminos

El conjunto T de los términos es el menor conjunto de su
cesiones finitas de elementos de S que verifica:
1) Todo elemento de í] pertenece a T.
2) Si x pertenece a T, entonces fx también pertenece a T.
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DF 4

DF 5

DF 6

DF 7

DF 8

DF 9

2.3. Formulas

El conjunto F de fórmulas es el menor conjunto de suces io
nes finitas de elementos de S que verifica:

1) Todo símbolo de predicado con k argumentos seguido de k te r- 
minos pertenece a F.

2) Si aeF, entonces naeF.

3) Si a, BeF, entonces vageF.

4) Para todo xeO, si cxeF, entonces VxacF.
Abreviaturas:

ha) = ~i a
( a v 8 ) = vaB
( a a 8 ) = T havi8)
( a => 8) (~i a v 8 )
( o t <= >8 )  = ( ( a => 8 )  a ( 8  = > a )  )
A x a = -íVxna
X ' = . f X

Una aparición de una variable x en una fórmula a es libre 
si y sólo si x no pertenece a ninguna parte de a de la forma 
Vxg .

Una variable x es libre en una fórmula a si. y sólo si a 
contiene alguna aparición libre de x.

2.4. Lenguaje

Se denominara lenguaje L al triple <S, T, F> .

2.5. S emán tica

Una valoración del lenguaje L en un conjunto u> ¥ 0 es 
una aplicación v del conjunto Q de las variables individuales 
de L en üj, i.e., un elemento V£^.

Una interpretación del lenguaje L en un conjunto w ^ 0 
es una aplicación I definida en la reunión de los conjuntos 
4> (funciones) y II (predicados) tal que:



(1) I(f) es una aplicación f ̂ de to en w .
(2) Para todo predicado P con k argumentos I(P) es una aplica- 
cion Pj de oj en el conjunto {0,1} (falso y verdadero).

DF UO

DF 1.1

El valor de un término x en una interpretación I del len
guaje L en un conjunto 0 para una valoración v es el elemen
to Tj(v) de (J definido de la siguiente forma:

Para toda variable x, si x 3 x, entonces Xj(v) = v(x); 

Si x H fx^ , entonces Xj.(v) = f^(x^ (v)).

El valor de una formula
valoración v es un elemento 
de la siguiente forma:

Si a = Px, ... x , entonces 1 n

Si a = “10, entonces ctj(v) =

a en una interpretación I para una 
a^(v) del conjunto {0,1} definido

(l si P X. (v)... X (v) 
.,(v) - J 1 ‘i nI

k0 si P x. (v) . .
1 I

. X (v) 
n I

1 si S-J-Ív) = 0 

0 si 0];(v) = 1

Si a = (0 v y) , entonces a^v)
1 si 0 x (v ) = 1 6 Yj(v ) = 1

oII>MC
ü.

•H03

O y y j (v ) = 0

Si a = Vx0 , sea v^ la siguiente valoración de ft en u>: 

v j (x ) = jeu ; v _. (y) = v(y) para todo ycíl , y ^ x.

Entonces a^ív) = 1 si para algún jeto se verifica 0̂ . (v^) = 1

y Oj(v) = 0 en caso contrario.

Consecuencias:

Si a E (0 a y )> entonces a^ív) = 1 si y solo si 0^(v) = 1  y
Yjív) = 1.

Si a E^xg, entonces a^-ív) - 
j ew.todo

1 si y solo si Sl(Vj) = 1 para



2.6. Validez y satisfactib i 1idad

Una fórmula a es valida en una interpretación I en un
A>conjunto y  si para toda valoración se verifica «(̂ .(v) = 1

Una fórmula es válida en un conjunto gj si es válida en 
toda interpretación en fc>.

Una fórmula es universalmente válida (o una tautología) 
si es válida en todo conjunto.

Una fórmula es satisfactib le si es válida en alguna in
terpretación.

Un modelo de una fórmula es una interpretación en la 
esa fórmula es válida.

De DF 14, DF 15 y DF 11 se sigue inmediatamente:

Para toda fórmula a se verifica: a es satisfactible 
si y sólo si -) a no es universalmente válida.

Una fórmula prénex es una fórmula con todos los cuan- 
tificadores al principio.

Para toda fórmula a puede encontrarse efectivamente 
otra fórmula prenex g tal que (a<~: 6) es una tautología.
Dem. :

TH 7 puede probarse fácilmente por inducción a partir 
de la validez universal de las fórmulas:

(Vxct <— > Vya(y/x)), donde y es una variable que no aparece 
en a y donde ct(y/x) es el resultado de sustituir en a cada 
aparición de x por y.

((Vxavg) <=_> Vx(av g)), supuesto que x no aparece en g.

h V  xa c=--> A x-id)

Ejemplo: (A xV yPxy -> VyAxQyx) eq. (AtVzPtz=>VyAxQyx)
eq. (i A t V z P t z v V y A xQyx) eq. ( V t A z ~'PtZv'VyAxQyx) 
eq. Vt Az Vy.Ax(Ptz «> Q y x ) .



TH 8

(*)

( * * )

(***)

Sea a = /\ x /\ y 8 (x , x ' , y ) , donde 8 es una formula sin 
cuantificadores con las únicas variables libres x, y, en 
la que la función ' aparece solamente afectando a la va
riable x; y sea a* = A x\/zAy 8 (x , z , y) .

Para todo conjunto u¡  ̂ 0 se verifica: a es satisfac-
tible en w si y solo si lo es a*.

Dem. :

Si la interpretación I del lenguaje L en el conjunto 
a)  ̂ 0 es un modelo de a, para todo a,beu y todo vern^ tal 
que v(x) = a, v(y) = b se verifica

8 (x,x ’,y)I(v) = 1 .

Sea c = v(x’) = f (v(x))ew y sea w una valoración 
cualquiera de Í1 en id tal que w(x) = a, w(y) = b, w(z) = c. 
puesto que w(x) = v(x), w(y) = v(y), w(z) = v(x'), se si
gue de (*) que 8(x,y,z) (v) = 1, lo que implica que i es un
modelo de A  x VzAy8(x,z ,y).

Recíprocamente, supuesto que una interpretación I 
del lenguaje L en el conjunto oj / 0 es un modelo de a*, 
para todo aew existe un ceid tal que para todo bern y toda 
valoración v tal que v(x) = a, v(z) = c, v(y) = b se 
verif ica

8(x,z,y)].(v) = 1.

Sea f una función con un argumento definida en ü) tal 
que para todo mcm se verifica f(m) = c , y sea I' la inter
pretación de L en ai tal que f^, = f y P , = P para toda
variable predicativa P. Puesto que f no aparece en a*^l' es 
un modelo de a* y se verifica

6(x,z,y)I ,(v) = 1.

Puesto que

z].l(v) = v (z) = c = f (a) = fI,(v(x)) = (f x) j, (v) = x'lf(v),
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se sigue de (***) y (**/ que ^(x,x ' , y)^, (v) = 1, lo que

prueba que I' es un modelo de /\ x^y$ (x , x ' , y) .

DF 19 El grado de una formula prenex es el numero de cuan-
tificadores universales que preceden a algún cuantificador 
existencial.

DF 20 Una formula normal de Skolem es una formula prenex de
grado cero.

TH 9 Para toda formula a puede construirse efectivamente
una ftírmula normal de Skolem a' tal que a y a '  son váli
das en los mismos dominios.

Dem. :

Sea a * una formula prenex equivalente a a (i.e., tal
que la formula (a<— >«*) es universalmente válida). Puede
suponerse que a* comienza con un cuantificador existencial,
ya que de lo contrario se elegiría la formula equivalente
Vx(ci* a (Gx v t Gx )), donde los símbolos x y G no aparecen
en a*. Si a* es de grado cero no hay nada que probar. En
caso contrario será de la forma

(*) V x V  x ... Vx A y  8(x , x , .... x , y).i 2 n 1 2  n
Sea respectivamente H y z una variable predicativa 

con n + 1 argumentos y una variable individual que no apare
cen en a* Probaremos que a* y

(**) Vx . . . Vx V z ((8(x , ..., x ,z )a t Hx ...x z)v AyHx ...x y) l n  1 n l n  l n
son válidas en los mismos conjuntos. En efecto, sea I una
interpretación cualquiera del lenguaje L en un conjunto
o) f 0. Entre los elementos de u se definirá la siguiente
relación con n+1 argumentos: para todo a^, a^, . .., a^, b^Cu

(1) Aa 1 a2 • ■ • a^b = 1 <“=> p(xx , ..., xn> y)x(w) = 1 ,
donde w es una valoración de en o) tal que w(x^) = a^ ,...., 
w(xn> = a^ , w (y) = b. Supongamos que (**) es válida en cu.

Sea I' una interpretación de L en ü) tal que H^, = A y para



t odo  p r e d i c a d o  P f  H, P ^ , = P^ . De l a  v a l i d e z  de ( * * )  en

to se s i g u e  que e x i s t e n  e l emen t os  a . ,  a , . . .  , a , c de u)
1 ¿ n

t a l e s  que para  t odo  veto t a l  que v ( x . )  = a, , . . . ,  v ( x  ) = a ,I i n n
v ( z )  = c se v e r i f i c a

( 2 )  ( 6 ( x  , . . . , x  , z )  , ( v )  t\ (Hx . . . x z ) , ( v )  ) w (AyHx.  . . . x y )  , ( v )  = 1i n i  l n i  l n i

Pue s t o  que

( 3 )  B(x ..........x , z )  , ( v )  = 0 ( x  ..........z )  ( v )  = Av ( x  ) . . . v ( x  ) v ( z )  =i n i  i i  i n

( H X j . . .Xr z ) , ( v )  

se s i g u e  de ( 2 )

(A)  (AyHx . . . x  y )  , ( v )  = 1 .i n i

A s í  pues ,  para  t odo  e l emen t o  jeto y t oda  v a l o r a c i ó n  weto^ 

t a l  que w ( x ^ )  = a^,  . . . »  w ( x ^ )  = a^,  w ( z )  = c ,  w ( y )  = j  se v e 

r i f i c a

( 5 )  ( Hx1 . . . x ny ) 1 , (w)  = 1

y en c o n s e c u e n c i a ,  por  ( 3 ) ,

( 6 )  6 (x  , . . . , x , y )  , (w)  = 1 ,i n i

l o  que i m p l i c a  que I ' ,  y por  t a n t o  I ,  es un mode l o  de ( * ) .

A s í  pues ,  ( * )  es t ambi én v a l i d a  en to.

R e c í p r o c a me n t e ,  supongamos que ( * )  es v a l i d a  en un c i e r t o  

c o n j un t o  to. Sea I  una i n t e r p r e t a c i ó n  de L en cj . Para  t odo  veto^ 

se v e r i f i c a r a :

( 7 )  (V'x1 . . .  V * n A y B ( x 1 » • • • »  x n . y ) ) T ( v )  = i

y por  t a n t o  e x i s t e n  e l emen t o s  a^ , a^ , • • • ,  a de u> t a l e s  que

para  t odo  beco y t oda  v a l o r a c i ó n  w de ü en u t a l  que

w ( V  *  a i • • . . , w ( x  ) n = a , w ( y  ) = b se v e r i f i c a

( 8 ) 6 ( X1 ............Xn M *T II 1 .

Entonces se t i e n e  :

Si (AyHXj  . . . V M ” ) ■ 1, ( * * )  es v a l i d a  en to.

Si (AyHxj^. . . xny ) I <" )  ‘ 0,  e x i s t e un ceto t a l  que para t oda

v a l o r a c i ó n  w' t a l  que w ' ( x 1) = a 1 , . . . ,  w ’ ( x  ) = a , w'  n n (y)

se v e r i f i c a
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( 1 0 )

CRL 9a

CRL 9b

TH 10

es decir,

(iHx . . .x y) (w' ) = 1 ,I n i
siguiéndose de (10) y (8) (elijiendo b = c) que (**) es v á 
lida en la interpretación I y, en consecuencia, válida en j.

Por otra parte tenemos q u e (**) será equivalente a otra
formula prenex, que puede ser escogida de forma que comience
con \/x, . . . V x  V  z . continué con los cuant if icadores de 1 n
8(x. , ... , x , z) en su mismo orden y termine con A y« Obvia-1 n
mente el grado de esta formula es una unidad inferior al de 
(**), con lo que, iterando el procedimiento, se llega a una 
formula prenex de grado 0 válida en los mismos dominios que 
( * ) . q . e . d .

De TH 9 se sigue inmediatamente:

Para toda formula con un prefijo del tipo V A V  puede 
encontrase efectivamente otra formula con un prefijo del 
tipo V 1/ VA de manera que una es universalmente válida si y 
solo si lo es la otra.

Para toda formula con un prefijo del tipo A V A  puede 
encontrarse efectivamente otra con un prefijo del tipo A A A V  
de manera que una es satisfactib le si y solo si lo es la otra.

2.7. Teorema de completitud

Se puede definir inductivamente una aplicación g efec
tivamente computable y biyectiva del conjunto N de los núme
ros naturales en el conjunto F de las formulas .

D e m . :

Obviamente puede establecerse de forma efectiva una co
rrespondencia uno a uno entre los símbolos del alfabeto S de 
L y los números naturales mayores que cero. Sea s el numero 
asignado al símbolo s. Entonces a la formula a i S 1S2 ’**S 
se hará corresponder el numero natural

h (a ) = p(l)Sl ... p(k)S k

donde p(n) es el enésimo numero primo (i.e.: p(l) = 2 , etc.)
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A partir de h puede definirse una aplicación g de N en F 
biyectiva y efectivamente computable de la siguiente forma:
g ( 0 ) = h 1 (yx [_xeh (F)]
g (n+1) = h 1 (yx[xeh(F)-{g(0) , g ( 1).....g(n)}})
Observación: TH 10 permite identificar un numero natural x 
con su correspondiente fórmula g(x).

TH 111 El conjunto TAUT de las fórmulas universalmente válidas
es recursivamente enumerable. Se puede encontrar efectivamente 
una función recursiva total F tal que F(N) = TAUT (Gó'de 1,19 30 ) .
Dei.: Ver Hermes (1973), pp.l22-ss. Una demostración algebrai
ca del teorema de completitud puede encontrarse en F.Prida 
(1973), pp. 1-43.

Sea SATIS el conjunto de las fórmulas satisfactibles y 
sea STOP el conjunto de las máquinas de Turing que, coloca
das sobre la cinta vacía, se paran al cabo de un cierto nu
mero de pasos.

TH 112 Para toda fórmula x puede construirse efectivamente una
máquina de Turing MX tal que MXeST0P si y sólo si x eSATIS.
Dem. :

Sea n(x) la negación de x (i.e.: n(x) = g * ( g(x)) ).
Por TH 3, TH 6 y TH 11 se verifican las equivalencias: 
xeSATIS 
n(x)¿TAUT
MTAUT colocada tras n(x) no se para nunca.

Obviamente la ultima proposición es equivalente a 
MXeST0P ,
donde MX es la máquina (|r)'n ;̂X̂ + * -̂ĵ ut * q-e.d.
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8 ^  UN PROBLEMA DE DOMINO EN RELACION CON LA CLASE A V X  *

3.1. Dóminos

DF 21 Un mosaico es una partición del conjunto U de los cua
drados unitarios del primer cuadrante del plano en negros y7 

blancos (i.e.: una aplicación de U en {0,1}), que verifica::
i) Los cuadrados de la primera fila tienen colores alter

nados.
ii) Para cada cuadrupla de cuadrados A^. A ^ , A ^ , A^ tales 

que A^ esta situado inmediatamente a la derecha de A ^ , A^ 
inmediatamente a la derecha de A^ y A^ inmediatamente enci
ma de A^ se verifica: los colores de A^ y A^ son distintos 
si y solo si A^ es negro y A^ es blanco.
Ejemplo: FIG 1

DF 22
iii)

„ *De denotara por t el mosaico que verifica:
Todo los cuadrados de la primera columna de U son blan

F IG 2

DF 23

F IG 3

eos .
*

4> es pues el mosaico representado en la FIG 2.

Un n-mosaico es una partición de los cuadrados unita
rios de un rectángulo de dimensiones 2n+  ̂X  (n+2) (n = 0, 1 , . . . )
en blancos y negros que verifica i)-iii).

Así pues, para n = 0, 1 los correspondientes n-mosaicos

(*) Un problema de domino, ideado por Hao Wang en 1961, condujo en 1962 
a Kahr, Moore y Wang a la demostración de la indecidibilidad (relativa 
a satisfactib i 1 idad) de la clase AVA. En el coloquio de lógica matemá
tica de la Universidad de Manchester de agosto de 1969, Hermes presento 
una prueba notablemente simplificada del mismo resultado a partir de un 
problema de domino mas sofisticado. En la presente exposición se sigue 
la demostración de Hermes con leves modificaciones.
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TH 1.3 

DF 2.4

Fácilmente puede probarse (ver FIG 1 y 3):

Para cualquier neN, todo mosaico contiene un n-mosaico.

Un domino es un triple D= jD , D' , D' 'J , donde D es 
un conjunto de fichas cuadradas de dimensiones l x l ,  cada 
una de cuyas aristas tiene un cierto color, eventualmente 
repetidos, y donde D' y D ' ' son subconjuntos de D (formal
mente una ficha es una cuadrupla < a ^ , a ^ , a^, a^>).

Sea un domino D, un mosaico 4> y un recubrimiento F del
*  ̂ *conjunto U con fichas de D (i.e.: una aplicación de U en D ).

DF 2 5 El recubrimiento F es D— coherente si y solo si se ve
rifica:

a)

b)
c)

d)

FIG 4

Sobre cada cuadrado blanco de la primera fila de U está 
una ficha de D '.

Sobre cada cuadrado negro está una ficha de D".
Para cada par de cuadrados tales que A^ está in

mediatamente a la derecha de A^ y A^ es blanco, las fi
chas sobre A^ y A^ tienen los mismos colores adyacentes (co
herencia horizontal).

Para cada par de cuadrados A^ , A^ tales que está inme 
diatamente encima de A^ y A  ̂ es blanco, las fichas sobre A^ y 
A^ tienen los mismos colores adyacentes (coherencia vertical)

Ej emplo:

rr/
Sea d = • / •  , d =

1 i z
El recubrimiento F

F(A)
J d L si (A) 

\ d 2 si <t> * (A)

* r, D = ( d 1

= 0 (blanco)

= 1 (negro)

d 2 } » D ' ( d ^ ,  D"  = { d2 > .

*
es D-<J> coherente (ver FIG 4).
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DF 26 Un domino D se llamará coherente si y solo si existe un 
mosaico $ y un recubrimiento F tal que F es D — d> coherente.

3.2. Domino asociado a una máquina de Turing

Sea M una máquina de Turing basada en el alfabeto {|}, 
al que se añade el símbolo impropio "0" para denotar un cam
po vacío, y sea {q^, q^, ..., qg } el conjunto de los estados 
de M.

DF 27 De denominara domino asociado a la máquina M al triple 
= {D*, D¿, D^}, donde:

M

1) D^ es el conjunto formado por las las cuatro fichas (W)
(B), (C), ( C ’ ) y las seis clases de fichas (a), (qar), (qa1) ,
tqaj , ^qar], ^qal] » donde q y a varían respectivamente sobre
los conjuntos {qn , q., ..., q } y {0, I}.U i s

consta únicamente de la ficha (C).2) D ' M
3) D"M

B
d e
en

te

consta únicamente de la ficha (0).

En las fichas de D^ aparecen los colores , C2 (córner) ,

qa, qr, ql, qar, qal, donde a y q varían como

Los colores de las fichas vienen descritos por el siguien

¥ l f o o lí w
H ( O  H  i j W rc*> 8 8 (B) H  ! ! w  (W )

i

ct c , 0 ! 1______ »

a CL
i

W ( - )  H \  H ( q a r ) í * H

qar*
— ... . . .

f i j a t í *
~ ~ rt í *

. . .

H M  H  r [<h 0 H , l i
^<v I | CL L .

CL . J
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donde 4> es la siguiente aplicación: para todo qe{qo> ..., q } 
y todo ac { | , 0}

q '’a ’ s i qaa'q 'e M
q '1 ar s i qarq' e M
q '1 al s i qalq ' e M
s s i qasq' e M

TH 14 Si la máquina de Turing M colocada sobre la cinta vacía
no se para nunca (i.e., si MeSTOP), entonces el domino es 
coherente.
Dem . :

Colocada sobre la cinta vacía, la máquina M irá pasando 
por una serie infinita de configuraciones c^, c^, c^, •••»
cada una de las cuales servirá para definir un recubrimiento

kde una fila del primer cuadrante U con fichas de . La cons
trucción conduce a un recubrimiento F de U, que resultará ser 

kDj4_(}) coherente.

Definición de F:
1) La fila inferior S_1 de U se recubrirá por repetición inde
finida del bloque B  ̂ de dos fichas (C), (0).
2) La segunda fila SQ de U se recubrirá por repetición indefi
nida del bloque B ̂ de cuatro fichas (C ), (B), (0), (0).
3) Sea c. - aQ Sj... a^ an+1 ... y sean B* , B'. b ‘ los

siguientes bloques de 2̂  fichas:
Bd

J
= ( w ) , (aQ), ...•• <an-l) ’ (an+l} ’ •••’ (a -+ 2 ) 

2 J -2
Br

3
= (W) , (aQ), .. (£lan_ir)> í<la„r]- (an+l} ’ (a j+2 ) 

2J -2
B1

J
= ( w ) , <aQ), .. •• (an-l) '1 [l't1] ’ ..... (a i+2 } 2J -2

La fila S. (j = 1, 2, ...) se recubrirá por repetición inde-
J í  4- 2finida del bloque B. de 2 fichas, donde B̂  es respectivamen

Bd Br B1, según que la fila de la máquina M responsable del j * j j _ .
paso de la configuración cj_^ a la cj sea de  ̂ qaancl (im_
primir) , qan_ircl (derecha), qa^^lq (izquierda).
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Ej emp1o :

Sea M la máquina r

oo-e- = OOr

O = 0 | r

c„ = 0 ° 0 0 0 00
c , = 0 0 ° 0 0 01
c „ = 0 0 0 ° 0 02

0 0 r 0 
0 | r 0

F viene definida por el diagrama

con lo que

(w) (0) (oorJIW j (o) (o) ( 0 ) (•) (o)

(W) (oor) (•) (o) (o) (o) (o) (W)

( O  ( * )  (O) (•) (C*) (B) (o) (o) (c1)

(C) (O) Ce) W  (C) Co) (e )  Co) (C)

Volviendo al caso general, probaremos que F es D 4 >  
coherente al verificarse los apartados a) - d) de DF 25.

ad a) Se sigue inmediatamente de la definición de S_^.

ad b) Trivialmente se cumple en S_^ y S^. Para jj1 , si
c. = a_... a^... se tiene que S. está recubierta mediante

3 0  ^ n  3
repetición indefinida de un bloque cuyas ultimas fichas son
(a^^)» ^an+3^......(a j+2^* Puesto I116 claramente j debe
ser igual o mayor que n y puesto que (jtl y j*n) implica

"1 “f* 1 T "4” 1(2J * j+2 ^n+2), cada bloque de 2J cuadrados negros de
la fila Sj estará recubierto por el bloque de fichas

( a ,J + l.1> ’ <a,d + l) ...... U ,J+2_,) - PUeSt° qUe V “j + 1--2 
J + 1= 0, se sigue finalmente de 2J - 1 ^ j , que

(a . . ) = (a ) = ... = (a ) = (0), q,e,d.
2 J - 1  2 J 2 J - 2

ad c) Para S_^ no hay nada que demostrar. Para Sq es trivial

Para S. (j = 1, 2, ...) c) es consecuencia de ser horizontal
 ̂ d r 1mente coherentes los bloques B., B. y B. .
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(1)

ad d) Trivialmente S_^ es verticalmente coherente con Sg.
Para demostrar la coherencia vertical de S. con S... cuandoJ J +  l
j = 0, 1, 2, ..., bastará probar -ver FIG 7- que si 0. es

^ i+2 Jla sucesión de los 2 colores superiores del bloque B. y
„ i+2 .'1+ ̂ es la sucesión de los 2 primeros colores inferiores

del bloque B.._, se verifica:J +  l
J J +  l

FIG 77
j + l

S . 
J

- F + H
,j+i J+2 3. 2j + l i j + 3

Para ello, observemos ante todo que para todo j^l se sigue del
apartado 3) de la definición de F: Si c. = a_ ...a^ ...» en-j 0 n
tonces

(2 ) 0. = W, a , a , a , , d>j 0 1 n - 1 q a , a
n+1 2 3 +2- 2

Esta igualdad también se cumple para j=0, ya que
: = 0^000... y, de acuerdo con 2), 0g = W, 00 , 0 , 0 .

Para probar la igualdad (1) distinguiremos tres casos.

Caso I : q a a n ’ q ’

En tal caso

Cj + 1
= v  • •3 n-l

B j + 1
= (W) , (ao>

(3) ü . . . - W » a n , a
J + l 0 n

s i g u i e n d o s  e (i)

Caso II : q a n rq'

En tal caso

C j + 1 = a Q ... . an

B j + 1
= (W) , < V

(4)
U j + 1

= W, a Q 9 •  •

ln+l •** *

< % - ! >  • [i'a 3  • <a„+l>’

n + 1 ’

qa

2j+ 2 -2
= q a

siguiéndose (1) de (2), (4) y de

l'an + l r] ' U r

n + 2 ...... a

*,a * V 'a r n

» (a j + 3  ̂’2 J -2

j +2 - 2
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Caso III: qa lq' e M n
En tal caso obtenemos sucesivamente:

C j + 1  a 0 • • •
a q . a . . . . .  n - 1 n

V i  -  <“ >• « V 1 » -  < V u > - -

(5)
V i  '  " •  a o ........  a n - l *  q 'a n 1. “ n + l  a 2 j + 2 _ 2

s i g u i e n d o s  e (1) d e  ( 2 ) ,  (5)  y  d e * q a n '  l ' V -

(a
2 j + 3 - 2

TH 15

( 1 )

(2 )

Si el dominó es coherente, entonces la maquina de 
Turing M colocada sobre la cinta vacía no se para nunca.
Dem. :

Por hipótesis existen un mosaico f y un recubrimiento F 
tales que F es coherente. Por TH 13, para cada numero
natural n, tf> contiene un n-mosaico. Así pues, para cada neN 
existe un recubrimiento de un n-mosaico que verifica los apar
tados a) - d) de DF 25. A partir de este hecho, se demostrará 
por inducción simultanea : Para todo jeN

La máquina M colocada sobre la cinta vacía da al menos j 
pasos.

qSi c. = a_...a ..., entonces J 0 n

FIG 8

0* = W, 0 ’ n -  1 ’ q a n+1 ’ 2J + 2 - 2
donde 0| es la sucesión de colores superiores de las fichas 
colocadas sobre la ultima fila de un j-mosaico.

El teorema se seguirá de (1).

Para j = 0, (1) es trivial y también se verifica (2), ya
que el único recubrimiento posible de un 0-mosaico que verifica 
los apartados a) - d) de DF 25 es el representado en la FIG 8, 
con lo que 0* = W, 'Í'q q » 0, 0. Puesto que c^ = 0^000... se si
gue (2).

( O Ce) (o) (•)

(C) (o) (c) (o)
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Supuestos ciertos (1) y (2) para n - 0, 1, 2, •••» j> proba
remos que se verifican también para n = j + 1.

ad (1 )
Sea C = a ...aq ...: (1) podría ser falsa por dos ratj 0 n

z on es:
(a) Porque n = 0 y qa^lq' e M.
(b) Porque qa^sq' e M.

Demostraremos que tanto de (a) como de (b) se sigue una 
contradicción. En efecto:

q(a) implica c^ = a^a^.••, de donde se sigue

0. = W,3 qv 1' 2 * = W , q ' aQl , a l , , , con lo que

no podría recubrirse la fila S... verificándose las condicio-J + l
nes de coherencia, ya que las únicas fichas que tienen W y 
q'a^l como colores inferiores son respectivamente (W) y (q'a 1), 
que no son horizontalmente coherentes. Esto contradice la hi
pótesis de ser coherente.
(b) implica <¡> = S y por tanto 0* = W, a , ..., a $, ...c 3 i o n in J --
con lo que, al no haber ninguna ficha con S como color inferior,
no podría recubrirse la fila S... verificando la condición deJ + 1
coherencia vertical, en contradicción con ser Dw coherente.M
ad (2)

qSea c_. = a^. . .a \  . . ; distinguiremos tres casos:

Caso I: qa q'a' e Mn
En tal caso d> = q ' a ' 

qan
, con lo que

0*J = w, a o ’
..., a , q'a', n - I an+l......a2j+2-2

y en conse

cuencia la ultima fila de un j+1 mosaico deberá estar necesa
riamente recubierta por el bloque (único que verifica las 
condiciones de coherencia)

(W), (aQ) , ...

y por tanto

V i  ■ a 0 ’

tl'a '] • <%+!>• •••• <a2j + 2_2)’ (0)' '

> a . ,  <|> » i » a , . . . ,  a . _ , 0 ,n-1 q a n+1 2 ^ + ¿ - 2

(0)

0 •
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(**)

Puesto que j< 2^ -2 se verificara

, - 2  = 0 ,
2j + 2 - l J+2 J  + 3

0* n-1 a ’q an + 1 *siguiéndose (2) de (*), (**) y de cj+  ̂ = a

Caso II: qa rq 1 e M n
En tal caso d> = q'a r, con lo que qa nn

0* - W, a0 , .... an. 1( q'anr, .n+1, .... ^ j + 2 ^  * en conse-

cuencia la ultima fila de un j+l-mosaico deberá estar necesa
riamente recubierta por el bloque (único que verifica las con 
diciones de coherencia)

(W), (a0), ... ,- ían-l>»
(a ), (0), 

2J -2
...» (0)

y por tanto

( * * * )
°Í+1 - “ • V •• . , an , *q an+1 n +2’ 2j+2_2 , 0, , 0

verificándose también (**) por idénticas razones que en caso

v - V n + r - -  se s i 8 U e
finalmente (2)
anterior. De (***), (**) y de cj+ j = a<

Caso III: qa lq' e M n
Demostración completamente similar a la del caso II.

3.2. Formula asociada a un domino

En el presente apartado se definirá para cada domino D 
una formula a^ del calculo de predicados de primer orden en 
la que aparecerá una única función unitaria (que posterior
mente se eliminará) y que verificará:

V
(*) ctD es satisfactible si y solo si D es coherente.

La construcción de se realizará describiendo un
mosaico <J> y un recubrimiento D-<f> coherente.

Sea D = (D*. D', D"}, donde D* = { d ^  d , ..., d ^  y
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D' = {d. , d. , . . . , d. } , D " = {d. , d . ...... d.} ,
X2 Xp J 1 J2 Jq

D'c D, D " c D* apareciendo en las fichas de D* los colores 
c^, c^» ..., c^ y donde los colores de cada una de las fi
chas d^ (i = 1, 2, ..., s) vienen descritos por el diagrama

FIG 9

Ch x (i)

Ch4(i) Ch 2(i)
Ch3 (i)

---------- ------
La descripción de un mosaico <|> y de un recubrimiento F

D-<¡> coherente se hará mediante la función f (breviadament e ')
1 4 4y los predicados B, ...... D g , C^, ..., C^, que

servirán para simbolizar: 
fx (= x') : sucesor de x;
Bxy : el cuadrado de coordenadas (x,y) es blanco;
D .xy : el cuadrado de coordenadas (x,y) está recubierto por
la ficha d . .
1 2 3 4C^xy (respectivamente C^xy, C . xy , C.xy) :

bre el cuadrado de coordenadas (x,y) tiene
perior (derecho, inferior, izquierdo).

la ficha que recu-
c. como color su- 

3

FIG 10

Por razones de tipo técnico, el recubrimiento que va a 
describirse supone la siguiente numeración de los cuadrados 
unitarios del primer cuadrante:

(2.0) (3,1) (4,2)

(1.0) ¡ (2,1) (3,2) j .  . .
( 0 , 0 )  | ( 1 , 1 )  ! ( 2 , 2 )  j

(x ’ ,y) (x", y')

>>¡*¡ (x', y')

Abreviatura: Sea a^, a ^ , a- un conjunto determinado
de formulas. Se denotará por (exun p)<*p la formula

(a. v a0 v ...v a - ) A ~ i ( a , A 0io) a ... A ~ (a- . a a-) , que obvia-1 2  p 1 2  p - l p
mente es válida cuando es válida una y solo una de las for
mulas del conjunto.
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a' será la conjunción de las siguientes fórmulas:

(1) ^|x(Bxx <=> t Bx 'x ')
(describe la primera fila de un mosaico)

(2) Ax A y ( ( ( Bx ' y AlBx"y ' ) y (n Bx ’ y a  Bx"y ' ) ) 
(describe las restantes filas de un

<=> (t Bxy f\ Bx 
mosaico)

'y'))

(3) AxAy(exun p)D^xy
(sobre cada cuadrado una ficha y sólo una)

(4) 1 2A x  A y ((exun p) C^xy a (exun p) C^xy a 
(un color y sólo uno en cada una de 
cuadrado)

... a (exun p) 
las partes de

C^xy)
cada

(5) Ax A y(DjXy -> A ...A 
(relación entre fichas y colores)

(j = 1 , s ) ¡ s formulasi

(6) A  x ( Bxx => (D . xx va ... v D . xx) ) 11 1 „
(sobre cada cuadrado blanco de la primera 
de D')

fila hay una ficha

(7) A X Ay (i Bxy => (D . xy v . . . v D . xy) ) 
3 i 3 „

(sobre cada cuadrado negro hay una ficha de D")

(8)
2 4Ax Ay(Bxy => (C xy => C jX ' y ' ) ) 

(coherencia horizontal)
(j= 1,... , t) 1t f órmulas

(9) Ax A y ( (Bx ' y => (Cjxy => Cjx'y)) (j 
(coherencia vertical)

= 1, .... t) ¡t fórmulas 1

TH 16 Si D es coherente, es satisfactible.

Dem. :

Si D es coherente, existe un mosaico y un recubrimiento 
F que es D— <(> coherente. A partir de F y <j> definimos la inter
pretación I del lenguaje L en el conjunto de los números natu
rales que ha servido para construir a', i.e.: I(B) será la reía

„ 2 D cion c N tal que para elementos cualesquiera a,b de N se
verifica _Bab si y sólo si el cuadrado de coordenadas (a,b) es 
blanco. Análogamente, I(D^) es la relación tal que se veri
fica D^ab si y sólo si sobre (a,b) está la ficha d^. Etcétera. 
Claramente a' es válida en la interpretación I.



2 3

17 Si es satisfactible, D es coherente.
D em. :

Sea I un modelo de sobre un conjunto 10  ̂ 0 y sea a 
un elemento cualquiera de m. A partir de I y de a se definirá 
un mosaico <|> y un recubrimiento F tal que F es D-<}> coherente. 
Ab r ev ia tur as :
f̂ *x = x ; f^x = fx; fnx = ff...fx.

n veces
Definición de

Para todo m , n e N
í  1 s i (Bfmx fnx) (v) = 1

-e- ? 3 II 1

l 0 s i (Bfmx fnx)I (v) = 0
donde v es una valoración tal que v(x) = a.

<(> es un mosaico, ya que:
1) Se cumple el apartado i) de DF 21, puesto que
<J)(m,m) = 1 < (Bfmx fmx) (v) = 1

, „.m+1 _m+l . , . ,*> (i Bf x f x)I (v) = 1
. „ m+1 ..m+1 . , . _*> ( Bf x f  x) (v) = 0

(por la validez de (1))

<-"■ > tp (m+1, m+1) = 0.
2) Se cumple el apartado ii) de DF 21, puesto que 
<|>(m+l, n) y <f>(m+2, n+1)

< = = >  (Bf x f x) (v) f  (Bf x f x) (v)
1 1 =1

//T,ím+1 í-n .n+1 . . „..m+1 _n „.m+2 .n+1 . , ,=; > ((Bf X Í X A l B f  x f  x)v(lBf x f X A B f  x f  x)^(v)

< = > (t Bfmx fnx A Bfm+ ̂ x fn+^x) (v) = 1 (por la validez de (2))

=> (Bfmx fnx) (v) = 0 y (Bfm+1x fn+1x)I (v) = 1

=> <}>(m, n ) = 0  y <|>(m+l, n+1) = 1

Definición de F:
Para todo m, ne N, m>n,

F(m,n) = d^ < > (D^fmx fnx)^(v) = 1

Ht  IN FO R M ÁTIC A
&¡8U O T € C A



siendo v una valoración tal que v(x) = a.

De la validez de (3) se sigue que F es un recubrimiento. 
De la validez de (6) se sigue que F verifica el apartado

a) de DF 25.
De la validez de (7) se sigue que F verifica el apartado

b) de DF 25.
F verifica también el apartado c) (y análogamente el d) 

de esa definición, ya que si

I <Km, n) = 1
II F ( m , n ) = d ^
III F (m+1, n+1) = d ,
entonces h^Ci) = h^(j) (coherencia horizontal). En efecto,
tenemos sucesivamente :

IV (Bfmx fnx)I (v) = 1 (def de <j> ) , (I)

V (Difmx fnx)I (v) = 1 (def de F),(II)

VI /tv r n+1 v / \ ( D j f x f x)I (v) = 1 (def de F),(III)

VII (ch2 (i> f"x = 1 (validez de (5)),(V)

VIII ,„4 rm+l cn+l . 
(ch4<j)£ x f x)i(v) = 1 (validez de (5)), (VI)

IX
,.4 cm+l ,n+l v 
(ch2u ) f x £ x)i (v) = 1 (val. (8) ) , (IV),(VII)

X h2 (i) = (i) (validez de (4)),(VIII),(IX)

Con esto queda probado que F es un recubrimiento D-<f> 
coherente, siguiéndose TH 17.

3.3. Transformación de a ^

En aparecen los términos x'' e y' en subfórmulas de 
los tipos Px"y' y Qx'y'. x" se eliminará del siguiente modo 
Cada subfórmula del tipo Px"y' se sustituye por P'x'y'
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y se añade a (como conjunción) la formula A xAy(P'xy<=>Px'y).
Con esto se obtiene una nueva formula aĵ  equivalente a en la
que aparece el término y' en subformulas del tipo Qx 'y ' , que 
se eliminara de la siguiente forma: cada subformula de del
tipo Qx'y' se sustituye por Q"x'y y se añade a (como conjun
ción) la formula A x A  y(Q"yx £=>Qyx'). Mediante estas transfor
maciones se obtiene una fórmula a”' equivalente a aĵ  en la que 
sólo aparece el término x'. Utilizando reiteradamente la tauto
logía ((AxAyotftAxAyB )<—> AxAy (a  ̂$) se puede transió rma r de nue
vo a'" en otra fórmula equivalente a^" del tipo \ xAy 6 (x , x ' , y). 
Finalmente, de acuerdo con TH 8, puede encontrarse efectivamen
te una fórmula de la forma / \x \/z / \ y 8 (x , z , y) , donde B es una
fórmula sin cuantificadores, sin funciones y con las únicas va
riables x,y,z, que verifica:

es s a t is f ac t ib 1 e si y sólo si ot jj" es sat is fact ible .

Así pues, de acuerdo con TH 16 y TH 17, se tiene:

CRL 17a Para todo dominó D puede construirse efectivamente una
fórmula ct̂  del calculo de predicados de primer orden sin fun
ciones, del tipo A V A  tal que

es satisfactible si y sólo si D es coherente.

De TH 5, TH 14, TH 15 y CRL 17a se sigue inmediatamente:

CRL 17b El conjunto de las fórmulas satisfactib 1 es del cálculo
de predicados de primer orden sin funciones del tipo A V A 
no es recursivo.

A su vez se sigue inmediatamente de CRL 17b:

CRL 17c El conjunto de las fórmulas satisfactib 1 es del cálculo
de predicados de primer orden sin funciones no es recursivo 
(Church, 1936).

CRL 17d El conjunto de las tautologías del cálculo de predicados
de primer orden sin funciones no es recursivo (Church, 1936).

DF 28 Una clase K de fórmulas (del cálculo de predicados de pri
mer orden sin funciones) es un tipo de reducción relativo a 
satis factibilidad (respectivamente a validez universal) si y 
sólo si para toda fórmula a puede encontrarse efectivamente 
otra fórmula a'eK tal que a es satisfactib 1e (respectivamente



26

DF 29

CRL 17 e

DF 30

TH 18

universalmente valida) si y sólo si lo es a*.

A (respectivamente V >AV  >VA  » etc...) es la clase 
de las fórmulas prenex del cálculo de predicados de primer 
orden sin funciones con un prefijo del tipo Ax (respectiva
mente V x , A x V y , V x A y , etc...).

Las clases A V A  y /\AfW (respectivamente V/\ V y W  V A )  son 
tipos de reducción relativos a satisfactibilidad (respectiva
mente a validez universal) (Kahr, Moore, Wang (1962); Gódel 
(1933)).

En efecto, para toda fórmula a son equivalentes las propo 
s ic iones:

a es sa t is f ac t ib 1 e
M° e STOP (por TH 12)
Duoi es coherente (por TH 14 y TH 15)M
a_ es satisfactib1e , donde a e A V A  (por CRL 17a)DMa V
de donde se sigue la primera parte del corolario. De este re
sultado y de CRL 9b se sigue la segunda.

Sea C el conjunto de sucesiones finitas de elementos de 
{ V , A )> i.e. el conjunto de clases de fórmulas prenex de 
acuerdo con DF 29. Entre los elementos de C se definirá la 
siguiente relación de orden:

C1 ^ °2 si y sólo si c2 puede obtenerse a partir de ĉ  
añadiendo elementos de {V ,A } (ejemplo: VAA ^ VAVAA).

Sea c la aplicación del conjunto de fórmulas prenex del cál
culo de predicados de primer orden sin funciones en el con
junto c ̂ que hace corresponder a cada formula su clase.

Toda fórmula prenex a (del c.p.p.o. sin funciones) per
tenece al menos a una de las siguientes clases:
B = U / C ( a ) ^ r s , ..V A  para algún r, s e N}
G = W c (a) í V rA 2V S " " }
W = c ( a ) >

<><

c ( a )  >
3

s = w > <
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De m . :

Sean P > q, r, s números naturales distintos de 0.

Si c ( ct) = p q r s
V  A v A > entonces aeW (también quiza aeS )

Si c ( a) = P q . r s
A  V A V > entonces aeW (también quiza aeS )

Si c ( a) = V PA q\/r , aeG si q < 2 y «tS si q > 2 .

Si c ( a) = A p \/qA r , -*eW (también aeS si p? 2).

Si c ( a) = V P/\q , aeB (también aeG si p < 3).

Si c ( a) = A P Vq , aeG si p < 2  y aeS si p > 2.

Si c ( a) = A  p , aeB (también aeG si p ^ 2) .

Si c ( a) =

O
*> aeB n G .

El conjunto de las fórmulas satisfactibles de B es
recursivo (Bernays-Schönfinke1, 1928).

Dem. :
Cfr. Ackermann (1968), pp.70-71.

TH 20 El conjunto de las formulas satisfactib les de G es
recursivo (Göde1-Kalmar-Schütte, 1932-34).

D e m . :
Cfr. Ackermann (1968), pp. 75-82.

Así pues, de acuerdo con TH 7, para toda fórmula a puede 
encontrarse efectivamente otra fórmula prenex a*, que según 
TH 18 pertenece a Bu G o a W u S. En el primer caso, según TH 19 
y TH 20, existe un procedimiento algorítmico para decidir si 
a(* - y por tanto oí - es o no s a t is f ac t ib le. Sin embargo, 
por CRL 17e, tal procedimiento no existe cuando a* e W u S .

A partir de TH 6 pueden obtenerse resultados duales re
lativos a validez universal, cambiando respectivamente B, G,
W y S por B*, G*, W* y S*, donde

B* = (a/ c (a) <

0)>u

para algún r, s eN)

G* = (a/ c (a) < r 2 s /\ V A 1! Il II II J

W* = (a/ c (a) >•

r
S><>

s *  = (a/ c (a) » v 3 a  }.



2 8

BIBLIOGRAFIA

Ackermann, W. 
1968

Berger, R. 
1966

Hermes, H. 
1965

1970

1971

1973

Kahr , A.S., Moore, 
1962

Prida, J .F.
1973

Rob in son, R.M . 
1971

Wang, H.
1961

19 63

Solvable Cases of the Decision Problem, 2a ed., 
North-Holland Publ. Co., Amsterdam.

The undecidability of the domino problem. Mem. Amer. 
So c. no. 6 6.

Ennumerability. Decidability. Computability, 3a ed. 
Springer-Verlag, Berlin.
Entscheidungsproblem und Dominospiele, in Selecta 
Mathematica II, Springer-Verlag, Berlin.
A simplified proof for the unsolvabi1ity of the 
decision problem in the case v n v ,  in Logic Collo
quium' 69, North-Holland Pub. Co. Amsterdam. 
Introduction to Mathematical Logic, 3a ed., Springer 
Verlag, Berlin.

E . F . , Wang, H
Entscheidungsproblem reduced to theViVcase. Proc. 
Nat. Acad. Sci. U.S.A. 48, pp. 365-377.

Una prueba algebraica de los teoremas de Skolem- 
Lowenheim y G'ddel, Publ. del Centro de Calculo de 
la Univ. Complutense, Madrid.

Undecidability and Nonperiodicity for Tilings of the 
Plane, Inventiones math. 12, 177-209, Springer- Verl

Proving theorems by pattern recognition-11, Bell 
System Tech. J. 40, 1-41.
Dominoes and the vn v case of the decision problem, 
Mathematical theory of automata, p. 23-55. Brooklyn, 
N.Y.: Polytechnic Press.


