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# 1 PRELIMINARES

El conjunto de los nimeros naturales sera denotado por N.

Para todo conjunto ACN, A # @, se denotarda por ux{xeA)

al menor elemento de A.

DF 1 Un conjunto ACN se llamard recursivamente enumerable si
y s6lo si es vacio o existe una funcidn recursiva f tal que

A = f(N).

TH 1 Para todo conjunto recursivamente enumerable AC N existe
un conjunto recursivo BC NXN tal que para todo x se verifica:

xeA > Yy «x,yyeB.

Dem.:

Si A = @, entonces xcA =y (x,y>eh

Si A = f(N), f recursiva, entonces xeA & Jy (f(x) = y],
siendo obviamente recursivo el conjunto B = {<x,y> /f(x) = y}.

Observacidon: si la funcidn f es conocida, entonces la construc-

cidén de f es efectiva.

En lo sucesivo se consideraran miAquinas de Turing con una

cinta potencialmente infinita sd6lo por el lado derecho.

FIG 1 [ l l I L

Cuando el campo de trabajo es el primero de la cinta
y el output es dar un paso a la izquierda, la mdquina se para.

Unicamente se consideraran maquinas cuyo alfabeto consta del

(*) Iste articulo resume un ciclo de conferencias dadas por el autor
en l¢ Universidad de Salerno (Italia) durante el mes de septiembre
de 1¢74, invitado por el Profesor de Teoria de la Computabilidad

E. Blrger.
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por "0" un campo vacio.

inico simbolo "|"

siendo denotado indistintamente por "*" o

-
El numero natural k serd representado

por [J!ii'l . Si en un determinado momento la inscripcidn so-
RAE AL

bre la cinta es a  a; a; ag ... y el campo de trabajo es el

de lugar k y el estado es q, la correspondiente configuracidn

(descripcidn instantanea) serd representada por a ... a: oisie

Se denotaran respectivamente por *, |, r, 1 1las méquinas
0o * r 1| 0 * 1|
‘o * g lo * | o | Lo 1
0o | * lo | s o 1 * s 1 l1 $ o I
O T 1\ e | & R

donde los outputs r, 1, s significan
plazar el campo un lugar a la derecha,

y pararse.

Para toda funcidn recursiva f con
una maquina de Turing M tal que para

tos X X

19 2’ LS )
| PR R ) PN R LT PP
x1+ 1 xn+ 1 xl+ 1

n_mn

donde la marca "-" sirve para denotar e

Dem.: Cfr. Hermes (1965), pp. 98 ss.

Para todo conjunto recursivamente

respectivamente des-

un lugar a la izquierda

n argumentos, existe

toda n-pla de argumen-

X realiza el programa:

oo o s D e e [

xn+ 1 f(xl..xn)+

1 campo de trabajo.

enumerable ACN existe

una madquina de Turing MA tal que para todo X, MA colocada tras

x se para al cabo de un cierto niimero de pasos si y so6lo si

xe A.

Dem. :

Sea B tal que xeA &> 3Jy<x,y)¢€B

calcula la funcidn caracteristica de B

g(x) =
{0 si x£éB . -
R R

La mdquina M, = r|r Mg 1*1

rida.

y sea Mg la maquina jue

cumple la condicidn reque-

Observacidn: si es conocida una funcidon recursiva f tal que

A = £(N), la construccidn de M,

es efectiva.




TH

TH

Puede encontrarse una aplicacidn biyectiva y efectivamente
computable del conjunto de los nimeros naturales en el de las

maquinas de Turing.
Dem,: Cfr. Hermes 1965, pp. 105 ss.
Observacidn: TH 4 permite identificar una mAquina de Turing
con su correspondiente niimero natural.

El conjunto STOP = {x / la mdquina x colocada sobre la
cinta vacia no se para jamads} no es recursivo.

Dem.: cfr. Hermes 1965, pp. 144-5.

] 2 CALCULO DE PREDICADOS

DF

DF

En el presente apartado se construira un cdlculo de pre-
dicados K basado en un lenguaje L sin simbolos para denotar

constantes y con un so0lo simbolo de funcidn.

2,1, Alfabeto

El lenguaje que va a definirse se basa en un alfabeto S
que consta de una infinidad numerable de simbolos distribuidos
en las siguientes categorias:
de-

1) Un conjunto infinito @ de simbolos x, y, z, x X

. S i le
nomonados variables individuales. : :

2) Un conjunto ¢ formado por el Gnico simbolo f que denota una
funcidn con un argumento.

3) Un conjunto N con infinitos simbolos P, Q, R, Pl’ PZ"'
denominados variables predicativas con k argumentos (k = 1, 2,
Para cada simbolo estd determinado el correspondiente k.

4) Un conjunto A de simbolos, denominados simbolos 1ldgicos com-
puesto por los elementos =V (negacidn), v (disjuncidn), V (cuan-
tificador existencial).

El alfabeto S es la reunidn de los conjuntos @, &, N, A.
2.2, Términos

El conjunto T de los términos es el menor conjunto de su-
cesiones finitas de elementos de S que verifica:
1) Todo elemento de Q pertenece a T.

2) Si t pertenece a T, entonces ft también pertenece a T.

i)



DF

DF

DF

DF

DF

DF

2.3. Formulas

El conjunto F de formulas es el menor conjunto de sucesio-

nes finitas de elementos de S que verifica:

1) Todo simbolo de predicado con k argumentos seguido de k té&r-

minos pertenece a F.
2) Si ge¢F, entonces TgeF.
3) Si o, BeF, entonces vaBeF.
4) Para todo XeQ, si aeF, entonces VxaeF.
Abreviaturas:
(=a) =90
(av B) = wvag
(ang) = a(avap)
(a =>8) (savp)
(a<=>g) = ((a =>B) A (B =>qa))
Axa = aVxaa
'

S =.fx

Una aparicidon de una variable x en una fdrmula a es libre

si y s6lo si x no pertenece a ninguna parte de o de la forma

Vxg.
Una variable x es libre en una formula g si y sdlo si a
contiene alguna aparicidn libre de x.
2.4. Lenguaje

Se denominara lenguaje L al triple <S, T, F> .

2.5. Semantica

Una valoracidn del lenguaje L en un conjunto w # @ es
una aplicacidn v del conjunto Q de las variables individuales

de L en @, i.e., un elemento vemn

Una interpretacidon del lenguaje L en un conjunto w # ¢
es una aplicacidn I definida en la reunidn de los conjuntos

¢ (funciones) y I (predicados) tal que:




DF 1(0

DF 1.1

(1) I(f) es una aplicacidn fI de w en w.
(2) Para todo predicado P con k argumentos I(P) es una aplica-

cidn PI de wk en el conjunto {0,1} (falso y verdadero).

El valor de un término T en una interpretacidn I del len-
guaje L en un conjunto w# ¢ para una valoracidn v es el elemen-

to rI(v) de W definido de la siguiente forma:
Para toda variable x, si T = x, entonces TI(V) = v(x)s
84 ¢ =2 ftl , entonces TI(V) = fI(TII(v)).

El valor de una formula o en una interpretacidn I para una
valoracidén v es un elemento aI(v) del conjunto {0,1} definido
de la siguiente forma:

i 1 si PI T (¥ )wsie A (v)

2 Prl I S entonces aI(v) = I I

D adl- P T (v)iee T {v)
I 1I n,

1 si BI(V) =0
Si a = =B, entonces aI(v)
0 si g (v) =1
1 si BI(V) =] 3 YI(V) = 1
Si a = (Bwvy), entonces aI(v) =

0 si BI(V) =0 y YI(V) =0

81 a

sz, sea v, la siguiente valoracién de 2 en w:
vj(X) = jew : vj(y) = v(y) para todo yeR , y # x.

Entonces uI(v) = 1 si para algin jew se verifica BI (v,) = 1;

3

y aI(v) = 0 en caso contrario.
Consecuencias:

Si a = (BAY), entonces uI(v) = 1 si y sdlo si BI(V) =1 vy
YI(V) m )

Si g = Axﬁ, entonces aI(v) = 1 si y sbdlo si BI(vj) = 1 para

todo jew.
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2.6, Validez y satisfactibilidad

Una férmula @ es valida en una interpretacidm I en un

- 3 g e
conjunto @ si para toda valoracidon ve®w se verifica qI(v) =1,

Una formula es valida en un conjunto ® si es vdlida en

toda interpretacidn en .

Una fdrmula es universalmente valida (o una tautologia)

si es valida en todo conjunto.

Una formula es satisfactible si es valida en alguna in-

terpretacidn.

Un modelo de una fdrmula es una interpretacidn en la que

esa foérmula es valida.
De DF 14, DF 15 y DF 11 se sigue inmediatamente:

Para toda formula a se verifica: o es satisfactible

si y sb6lo si m a no es universalmente valida.
Una formula prénex es una fdormula con todos los cuan-
tificadores al principio.

.

Para toda formula g puede encontrarse efectivamente

otra férmula prenex B tal que (age¢-.B8) es una tautologia.
Dem. :

TH 7 puede probarse facilmente por induccidn a partir

de la validez universal de las fdrmulas:

(Vxa ¢=3 Vya(y/x)), donde y es una variable que no aparece
en ¢ y donde g(y/x) es el resultado de sustituir en o cada

aparicidon de x por y.
((VxavB) ¢=3 Vx(av B)), supuesto que x no aparece en B.
AV xa => A x1a)

Ejemplo: (A xVyPxy => VyAxqQyx) eq. (AtVzPtz =>VyAxQyx)
eq. GAtVz Ptzv VyAxQyx) eq. (VtAz1Ptzv Vy NxQyx)
eq. Ve AzVyAx(Ptz =>Qyx).




Sea a =/\x/,yB(x,x"',y), donde B es una férmula sin
cuantificadores con las {inicas variables libres x, y, en

la que la funcidn aparece sblamente afectando a la va-

riable x; y sea a* = AxVzAyB(x,z,¥).
TH 8 Para todo conjunto w # @ se verifica: a es satisfac-
tible en w si y sdlo si lo es a¥*.

Dem., :

Si la interpretacidn I del lenguaje L en el conjunto
w # @ es un modelo de a, para todo a,bew y todo veu)n tal

que v(x) = a, v(y) = b se verifica

(*) B(xrx'rY)I(V) =1 .
Sea ¢ = v(x') = fI(v(x))em y sea w una valoracidn
cualquiera de Q en w tal que w(x) = a, w(y) = b, w(z) = c.

Puesto que w(x) = v(x), w(y) = v(y), w(z) = v(x'), se si-
gue de (*) que B(X,y,z)l(v) = 1, lo que implica que T es un
modelo de AxVzAyB(x,z,y).

Reciprocamente, supuesto que una interpretacidn I
del lenguaje L en el conjunto w # @ es un modelo de a¥*,
para todo aew existe un cew tal que para todo bew y toda
valoracidn v tal que v(x) = a, v(z) = ¢, v(y) = b se

verifica
(®x) B(x,2z,y) (v) = 1.

Sea f una funcidn con un argumento definida en w tal
que para todo mew se verifica f(m) =c, y sea I' la inter-
pretacidn de L en w tal que EI' =Sfisy PI' = PI para toda
variable predicativa P. Puesto que f no aparece en u*‘I' es

un modelo de aq* y se verifica
(**x) B(xsz)Y)I|(V) = 1
Puesto que

(82) 2l v = v(@) = ¢ = £a) = £, (v(x)) = (Ex) (V) = x' L, (),




(x)

(xX)

(1)

* %k
se sigue de (***) y (**) que p(x,x',y)l,(v) =1, lo que

prueba que I' es un modelo de AxAyR(x,x',y).

El grado de una férmula prénex es el nimero de cuan-
tificadores universales que preceden a algin cuantificador

existencial.

Una formula normal de Skolem es una fdrmula prénex de

grado cero.

Para toda férmula o puede construirse efectivamente
una fdrmula normal de Skolem o' tal que a y a' son vali-

das en los mismos dominios.

Dem, :

Sea a* una fdormula prénex equivalente a o (i.e., tal
que la formula (a¢=>a*) es universalmente valida). Puede
suponerse que g * comienza con un cuantificador existencial,
ya que de lo contrario se elegiria la fdormula equivalente
Vx(a* A (Gx v 7Gx)), donde los simbolos x y G no aparecen
en a*, Si a* es de grado cero no hay nada que probar. En
caso contrario serida de la forma

Vxl\/x2 \/xn/\y B(x

xz, RO R xn, y).

1 ’
Sea respectivamente H y z wuna variable predicativa
con n+l argumentos y una variable individual que no apare-

cen en a* Probaremos que a* y
Vxl... VX \z((B(xl, S xn,z)A'1Hx1...xnz)v/\ny1...xny)

son validas en los mismos conjuntos. En efecto, sea I una
interpretacidn cualquiera del lenguaje L en un conjunto
w # @. Entre los elementos de y se definira la siguiente

relacidn con n+l argumentos: para todo a Bys ey @, be @

l’
Aalaz...anb =1 6=>p(xl, cees X, y)I(w) =1 ,
donde w es una valoracidn de @ en y tal que w(xl) =a; ...,
W(xn) e w(y) = b. Supongamos que (**) es valida en w.

Sea I' una interpretacidn de L en® tal que Hpy = A y para




(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

todo predicado P # H, PI' = PI . De la validez de (**) en

w se sigue que existen elementos a;, a an, c de w

2% trr s
tales que para todo vsmn tal que v(xl) migs 3 lenily v(xn) . A

v(z) = ¢ se verifica

(B(xpsennsx ,2) 10 (V) 0 (Hx .oox 2) 1, (V) v(Anyl---xny)I.(v) =1

Puesto que
B(xl,...,xn,z)l,(v) = B(xl,...,z)l(v) = Av(xl)...v(xn)v(z) =
(Hxl...xnz)l,(v)
se sigue de (2)

(Anyl...xny)I,(v) =1,

Asi pues, para todo elemento jew y toda valoracidn wewn
tal que w(xl) = a1, eee, w(xn) = Ay w(z) = ¢, w(y) =j se ve-
rifica
(Hxl...xny)I,(w) =1
y en consecuencia, por (3),

B(xl’ v ey xn’ Y)In(w) =1,

lo que implica que I', y por tanto I, es un modelo de (*).
P P

"Asi pues, (*) es también valida en w.

Reciprocamente, supongamos que (*) es valida en un cierto
: 2 : 3 Q
conjunto w. Sea I una interpretacidn de L en @. Para todo vew

se verificara:

(vxl CRCR Vxn AYB(xlr sy X Y))I(V) =1

n
y por tanto existen elementos al, az, S an de w tales que
para todo bew y toda vsloracidn w de Q@ en w tal que

w(xl) = a5, e w(xn) - w(y) = b se verifica

B(xl. cees X5 ¥) (W) = 1.

n
Entonces se tiene:

Si (Anyl...xny)I(w) =1, (*¥*) es valida en w.

Si (Anyl...xny)I(w) = 0, existe un cew tal que para toda
valoracidn w' tal que w'(xl) =2y, e, w'(xn) Q8 w'(y) = ¢

se verifica

(Hxl...xny)I(W') =0,




(10)

CRL 9a

CRL 9b

TH 10

es decir,

(Hxp.x ) (') = 1,

siguiendose de (10) y (8) (elijiendo b = c) que (**) es va-

lida en la interpretacidn I y, en consecuencia, valida en w.

Por otra parte tenemos que (**) sera equivalente a otra
formula prénex, que puede ser escogida de forma que comience
con Vxl... Vxn Vz, continfie con los cuantificadores de
B(xl, sy X z) en su mismo orden y termine con/Ay. Obvia-
mente el grado de esta formula es una unidad inferior al de
(**) con lo que, iterando el procedimiento, se llega a una
formula prénex de grado 0 valida en los mismos dominios que

(X)L e,
De TH 9 se sigue inmediatamente:

Para toda formula con un prefijo del tipo VAV puede
encontrase efectivamente otra formula con un prefijo del
tipo VVVA de manera que una es universalmente valida si y

80lo si lo es la otra.

Para toda formula con un prefijo del tipo AVA puede
encontrarse efectivamente otra con un prefijo del tipo AAAV

de manera que una es satisfactible si y sdlo si lo es la otra.

2.7. Teorema de completitud

Se puede definir inductivamente una aplicacidn g efec-
tivamente computable y biyectiva del conjunto N de los nfiime-

ros naturales en el conjunto F de las formulas

Dem. :

Obviamente puede establecerse de forma efectiva una co-
rrespondencia uno a uno entre los simbolos del alfabeto S de
L y los niimeros naturales mayores que cero. Sea s el nimero

asignado al simbolo s. Entonces a la fdrmula o = 818y 8y

se hard corresponder el niimero natural

h(a) = p(1)®1 ... p(k)°k

donde p(n) es el enésimo nimero primo (i.e.: p(l) = 2, etc.)




TH 111

TH 1:2

11

A partir de h puede definirse una aplicacidn g de N en F

biyectiva y efectivamente computable de la siguiente forma:

g(0) = h'l(ux[;eh(FN
g(n+1) = h™l(ux[xeh(F)-{g(0), g(1), +.., g(n)}))

Observacidon: TH 10 permite identificar un niimero natural x

con su correspondiente fdrmula g(x).

El conjunto TAUT de las formulas universalmente validas
es recursivamente enumerable. Se puede encontrar efectivamente

una funcidn recursiva total F tal que F(N) = TAUT (G&del,1930).

Dem.: Ver Hermes (1973), pp.l22-ss. Una demostracidn algebrai-
ca del teorema de completitud puede encontrarse en F.Prida

(1973), pp. 1-43.

Sea SATIS el conjunto de las formulas satisfactibles y
sea STOP el conjunto de las maquinas de Turing que, coloca-
das sobre la cinta vacia, se paran al cabo de un cierto ni-

mero de pasos.,

Para toda formula x puede construirse efectivamente una

mdquina de Turing M* tal que M*eSTOP si y s6lo si xeSATIS.
Dem, :

Sea n(x) la negacidn de x (i.e.: m(x) = g_1(1 g(x)) ).
Por TH 3, TH 6 y TH 11 se verifican las equivalencias:
xeSATIS
n(x)¢TAUT

MTAUT colocada tras n(x) no se para nunca.

Obviamente la Gltima proposicidn es equivalente a
M*eSTOP ,

x S n(x)+1
donde M” es la magquina (]r) MTAUT s Qaelid,
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8 3 UN PROBLEMA DE DOMINO EN RELACION CON LA CLASE AVA( )
3.1. Dominbds

DF 21 Un mosaico es una particidn del conjunto U de los cua-—

drados unitarios del primer cuadrante del plano en negros y

blancos (i.e.: una aplicacidn de U en {0,1}), que verifica:
1) Los cuadrados de la primera fila tienen colores alter—
nados.
ii) Para cada cuadrupla de cuadrados AI' A2, A3, A4 tales
que A2 estd@ situado inmediatamente a la derecha de Al’ A4
inmediatamente a la derecha de A3 y A3 inmediatamente enci-
ma de A1 se verifica: los colores de A3 y AA son distintos
si y sdlo si A1 es negro y A, es blanco.
Ejemplo: FIG 1
....:.. e . . T sis iy it i R e NN ST e +o mie ]
! 3
- & { 3
‘ ! .
-
- . - - -
DF 22 De denotara por ¢ el mosaico que verifica:
iii) Todo los cuadrados de la primera columna de U son blan
cos.
* .
¢ es pues el mosaico representado en la FIG 2.
e J
T ll“““ BE
FIG 2 1 n
H Em =I. EE BEE
DF 23 Un n-mosaico es una particidon de los cuadrados unita-

= o ¢ ¥ +2
rios de un rectangulo de dimensiones 2n 3¢ AnE2) (o = 05 15 cn0)
en blancos y negros que verifica i)-iii).
Asi pues, para n = 0, 1 1los correspondientes n-mosaicos

son

e ==

(*) Un problema de domind, ideado por Hao Wang en 1961, condujo en 1962
a Kahr, Moore y Wang a la demostracidn de la indecidibilidad (relativa

a satisfactibilidad) de la clase AVA. En el coloquio de l6gica matema-
tica de la Universidad de Manchester de agosto de 1969, Hermes presentd
una prueba notablemente simplificada del mismo resultado a partir de un
problema de domind mads sofisticado. En la presente exposicidn se sigue

la demostracidn de Hermes con leves modificaciones.
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Féacilmente puede probarse (ver FIG 1 y 3):
TH 1.3 Para cualquier neN, todo mosaico contiene un n-mosaico.

DF 2.4 Un domind es un triple D= {D*, DY D"}, donde D* es
un conjunto de fichas cuadradas de dimensiones lx 1, cada
una de cuyas aristas tiene un cierto color, eventualmente
repetidos, y donde D' y D'' son subconjuntos de D* (formal-

mente una ficha es una cuadrupla <al, 82’ a3, 34>)'

Sea un domind D, un mosaico ¢ y un recubrimiento F del

* *
conjunto U con fichas de D (i.e.: una aplicacidn de U en D ).

DF 2.5 El recubrimiento F es D-¢ coherente si y sdlo si se ve-
rifica:
a) Sobre cada cuadrado blanco de la primera fila de U esta

una ficha de D'.

b) Sobre cada cuadrado negro estd una ficha de D".
c) Para cada par de cuadrados Al' AZ tales que A2 esta in-
mediatamente a la derecha de A1 y Al es blanco, las fi-

chas sobre Al y A, tienen los mismos colores adyacentes (co-

2
herencia horizontal).

1 A2 tales que AZ
diatamente encima de Al y A2 es blanco, las fichas sobre Al y

d) Para cada par de cuadrados A esta inmg

AZ tienen los mismos colores adyacentes (coherencia vertical).

Ejemplo:
r '"i—';) N / .
El recubrimiento F

1

d2 si ¢*(A) = 1 (negro)

4y el $CA) = 0 (Elaneca)
e {




DF 26

DF 27

FIG 5

1)

2)

3)

Un domind D se llamard coherente si y sdlo si existe un

mosaico ¢ y un recubrimiento F tal que F es D-¢ coherente.

3.2, Domind asociado a una maquina de Turing

Sea M una midquina de Turing basada en el alfabeto {]|},
al que se anade el simbolo impropio "0" para denotar un cam-
po vacio, y sea {qo, Qys cees qs} el conjunto de los estados
de M.

De denominara domind asociado a la maquina M al triple
*
D, = {DM’ DQ, D;}, donde:

DM es el conjunto formado por las las cuatro fichas (W)
(B), (C), (C') y las seis clases de fichas (a), (qar), (qal),
{qa], \qar\, (qal] , donde q y a varian respectivamente sobre

los conjuntos {qo, Qys wres qs) y {0, |}.

Dﬁ consta Unicamente de la ficha (C).

D; consta Gnicamente de la ficha (0).

*

En las fichas de DM aparecen los colores Cl’ C2 (corner),
B (beginning), H (horizontal), W (west), S (stop) y las clases
de colores a, qa, qr, ql, gqar, qal, donde a y q varian como

en DF 27 1).

Los colores de las fichas vienen descritos por el siguien

te diagrama

Cy i
Ho© W |
< |

a I}

H [qq) H |
qa |




TH 14

15

donde ¢ es la siguiente aplicacidn: para todo qc{qo, At e G
s
y todo ae{l, 0}

g'a’ si qaa'q'e M
" . q'ar si qarq' e M
qa 1 : T
q'al si qalq' e M
S si gqasq' e M .,

Si la maquina de Turing M colocada sobre la cinta vacia

no se para nunca (i.e., si MeSTOP), entonces el domind D, es

M
coherente.

Dem.:
- - e é
Colocada sobre la cinta vacia, la mdquina M ird pasando

por una serie infinita de configuraciones co, Cys Cps ey
cada una de las cuales servira para definir un recubrimiento
*
- M j
truccidn conduce a un recubrimiento F de U, que resultard ser

de una fila del primer cuadrante U con fichas de D La cons-

*
Dy~¢" coherente,

Definicidn de F:
1) La fila inferior S__1 de U se recubrird por repeticidn inde-
finida del bloque B_, de dos fichas ¢G)., €0).

de U se recubrird por repeticidn indefi

1
2) La segunda fila S

0
nida del bloque B, de cuatro fichas (C'), (B), (0), (0).
= q d r 1
3) Sea cj a, 8ye00 @ a 8,41 °°° y sean Bj, Bj’ Bj los
siguientes bloques de 2J+2 fichas:
d
Bj - (w)’ (ao)’ g-gre’S (an_l) ’ [qan‘ b (an+1) ’ L8 M A ) (a2j+2—2
= .
Bj s (W), (ao)) LHL LR (qan_lf), [qanr}’ (an+1) »  fiodat-c3e | (azj+2_2
1 =
By = L0, (By)s suih i) laa,1)s Caag 1)y -ees (8zj+2_2
La fila Sj (j =1, 2, ...) se recubrird por repeticidn inde-

finida del bloque B. de ZJ+2 fichas, donde Bj es respectivamen
B;, Bg, B;, seglin que la fila de la maquina M responsable del
paso de la configuracidn cip 8 la c. sea del tipo aaanq (im-

primir), qa rq (derecha), aan+1lq (izquierda).

n-1

)

) I8




16

FIG 6

Ejemplo:
0 0 r 0
Sea M la maquina r = 0| o’ con lo que

000 = 00r

¢0! e Olr

¢, = 0%0000...

c1 = 000000...

e, = 000%0...

F viene definida por el diagrama

i
|

(w) (0) (so)[oee] (o) (o) (o) (o) (o}

i

(w) (oovl [seq] (5)- ' (o)m’m j?l. (w)
() (8) () (o) () (8) () (o) (<)

T

(€) ) ©) B () (o) (c) (o) (<)

%
M ?

coherente al verificarse los apartados a) - d) de DF 25.

Volviendo al caso general, probaremos que F es D

ad a) Se sigue inmediatamente de la definicidn de S_l.

ad b) Trivialmente se cumple en S_q ¥ SO. Para jsl, si

c. = a al... se tiene que Sj estd recubierta mediante

j 0" 2
repeticidon indefinida de un bloque cuyas uUltimas fichas sonm

(an+2), (an+3), Sates (32j+2)' Puesto que claramente j debe

ser igual o mayor que n y puesto que (j?»1 y j»n) implica
(23+l$ j+2 >n+2), cada bloque de 2J+1 cuadrados negros de

la fila S, estard recubierto por el bloque de fichas

(azj+1_1), (a2j+l)’ Sty (a2j+2_2). Puesto que aj= aj+1= ‘e
= 0, se sigue finalmente de ERL SR >J, que
(a Y = Cay s Y, w e me (gl ) = (0), q,e,d.

2]+1_1 2J+l 2J+2_2

ad c¢c) Para S_, no hay nada que demostrar. Para S0 es trivial.

1

Para S. (j = 1, 2, ...) <¢) es consecuencia de ser horizontal-

mente coherentes los bloques B?, B§ y B§ "
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ad d) Trivialmente S_l es verticalmente coherente con SO.

Para demostrar la coherencia vertical de S, con S cuando

j+1
j=0,1, 2, ..., bastard probar -ver FIG 7- que si 0j es
la sucesidn de los 2J+2 colores superiores del bloque Bj y

£ 8 j+ . : "
Uj+1 es la sucesidn de los 27 # primeros colores inferiores

del bloque Bj+ se verifica:

1)
(1) 0, = U, s

FIG 77 . F =t ecin | fsmdnr oo on = o

] pi+2

s

A ey b S p3+3

Para ello, observemos ante todo que para todo j»l se sigue del
q

apartado 3) de la definicidn de F: Si cj = ao ...an wesgy EBR=
tonces
(2) Dy i o AT e ,y ¢
j 0 1 n=1 qa_, 8 15 ey @
n n+l 2]+2_2

Esta igualdad tambi&n se cumple para j=0, ya que

0
CO = 0°000... y, de acuerdo con 2), 00 = W, ¢00, Q5 0%

Para probar la igualdad (1) distinguiremos tres casos.
Caso I: qana'q' e M

En tal caso obtenemos sucesivamente:

< 1q'

Cj+l age-.a _, a a 41 ot oo
4 R )

Bj+l (W), (ao) elie ey (an—l)’ Lq a]) (an+l)’ ce ey (a2j+3_2)’
= ) )

(3) Uj+1 W, ao, an-l' qhacy a 10 e azj+2_2 5
siguiendose (1) de (2), (3) y de ¢qa =iq'a"
n

Caso II: qanrq' e M

En tal caso obtenemos sucesivamente:

- q
cj+l ao....an an+1, a 400t
. ' '
Bipy = (M, (ag), ..., (a'ar), [a an+lr], (8 4p)sees (a2j+3_2),
= 1
| (4) Uj+1 W, ags +:05 4 a Ty 8 .15 8 455 oo azj+2_2 )

siguiendose (1) de (2), (4) y de ¢ =g tal T
qan n
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(5)

TH 15
(1)
(2)

FIG 8

Caso III: qanlq' €M

En tal caso obtenemos sucesivamente:

a q

cj+l ao...an_1 a  ecees
s ' '

Bipr = (M, (ag)seoes (a'a,_11], (a'a 1), (2 1)s..e, (a je3_,
= '

Uj+1 W, ao, RS an-l’ q anl, an+1 ohuiinis a2j+2_2 .

siguiendose (1) de (2), (5) y de ¢qa = q'anl.
n

Si el dominéd DM es coherente, entonces la maquina de

Turing M colocada sobre la cinta vacia no se para nunca.

Dem. :

Por hipdtesis existen un mosaico ¢ ¥ un recubrimiento F
tales que F es DM-¢ coherente. Por TH 13, para cada nimero
natural n, ¢ contiene un n-mosaico. Asi pues, para cada neN
existe un recubrimiento de un n-mosaico que verifica los apar-
tados a) - d) de DF 25. A partir de este hecho, se demostrari

por induccidn simultanea : Para todo jeN

La mdquina M colocada sobre la cinta vacia da al menos i
pasos.

Si cj = ao...ag..., entonces

0* = W, a - L A0S e s L
e 7 n-1 qa n+l 2J+2_2
donde 03 es la sucesidn de colores superiores de las fichas

colocadas sobre la tltima fila de un j-mosaico.
El teorema se seguirada de (1).

Para j = 0, (1) es trivial y tambi@n se verifica (2), ya
que el {nico recubrimiento posible de un O-mosaico que verific
los apartados a) - d) de DF 25 es el representado en la FIG 8,

0 3
con lo que 0* = W, ¢00, 0, 0. Puesto que co = 0°000... se si-

gue (2).

et e e

() | (8) | ) | (o]

©) | () | () | (o)
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Supuestos ciertos (1) y (2) para n = 0, Ty P2 ateiany iy YproObas

remos que se verifican también para n = 6 K 5 S
ad (1)
Sea C. = ao...a:...; (1) podria ser falsa por dos ra+
]
zones:

(a) Porque n = 0 y qaolq' e ‘M.
(b) Porque qansq' e M.
Demostraremos que tanto de (a) como de (b) se sigue una

contradiccidén. En efecto:

(a) implica cj = agal..., de donde se sigue

)
of = Wy #qa

no podria recubrirse la fila S

a1y 85, +en = W, q'aol, a;, @85, ++:, coN lo que
§41 verificandose las condicio-
nes de coherencia, ya que las Gnicas fichas que tienen W y

q'aol como colores inferiores son respectivamente (W) y (q'aol),
que no son horizontalmente coherentes. Esto contradice la hi-

potesis de ser D, coherente.

(b) implica ¢qa = S y por tanto og = W, Bs vy B 1 A et

n S—
con lo que, al no haber ninguna ficha con § como color inferior,

no podria recubrirse la fila Sj+1 verificando la condicidn de
coherencia vertical, en contradiccidn con ser DM coherente.
ad (2)

q .

Sea Cj = ao...an..., distinguiremos tres casos:
Caso I: qanq'a' e M

En tal caso ¢qa = q'a', con lo que

n

L} 1
G 5 B 5 @ at; 8

o
n-1 %

2 2
cuencia la Gltima fila de un j+l mosaico deberd estar necesa-

y en conse-

0; = W, ao,

n+l’ g2

riamente recubierta por el bloque (linico que verifica las

condiciones de coherencia)

W), (ap)s -.. la'a', (a )y ooy G deat ) (s i (0D
y por tanto
*
0j+1'w, 80, ey an-l' ¢q'a|’ an+l’ ---aaj_'_z—!o’---; ° .

2 2
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j+2
Puesto que j¢ 237%22 se verificara
(**%) a8 a . = ... =a .,.-2 =0,
2_]-4-2_1 2J+2 2]+3
A
et * * % - !
siguiendose (2) de (*), (**) y de cj+l ao...an_la St
Caso IIL: qanrq' e M
= '
En tal caso oqan q anr, con lo que
* = ' —
0j W, ao, o nieny an—l’ q anr, an+1, .08 § azj+2_2 y en conse
cuencia la Gltima fila de un j+l-mosaico debera estar necesa-
riamente recubierta por el bloque (inico que verifica las con-
dicidnes de coherencia)
' AN
W), (ag), ««. , (a__), (a'a 1), \_q anﬂr}, (a_,p)s <oes
(a . )isi (0)5 ooy (0)s
23%2_,
y por tanto
(*%%x) o* = TH L eve g By . 8 e W gLl g ot ;
j+l 0 n q9'a .4 n+2 23+2_2
verificandose también (**) por idénticas razones que en caso
; 1
i *k %k * % = i
anterior. De ( ), (**) y de Cj+l age++a @ 1... se sigue
finalmente (2).
Caso III: qanlq' e M
Demostracidn completamente similar a la del caso II.
3.2. Férmula asociada a un domind
En el presente apartado se definira para cada domind D
una fdérmula us del cdlculo de predicados de primer orden en
la que aparecerd una (nica funcidn unitaria (que posterior-
mente se eliminard) y que verificaria:
'
(*) a, es satisfactible si y s6lo si D es coherente.
La construccidn de uﬁ se realizard describiendo un
mosaico ¢ y un recubrimiento D-¢ coherente.
Sea D = {D*, D', D"}, donde D* = (dl, d2, e\arh ds} y




FIG 9

FIG 10
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Dt {id gdl

wersy e SRS D e i dis o S de, ks
i

. ’ -
& s *p & 4 Jq
Dlec D: D¢ D: apareciendo en las fichas de D* los colores
cees Cp
chas di (i=1, 2, ..., s) vienen descritos por el diagrama

Cl’ CZ’ y donde los colores de cada una de las fi-

“h) (i)
h, (1) “h, (i)

La descripcidn de un mosaico ¢ y de un recubrimiento F

D-¢ coherente se harid mediante la funcidn f (breviadamente ')

y los predicados B, Dl’ atelly Ds’ Ci, Seias C?, SO Cz que
serviran para simbolizar:

fx (= x") sucesor de x;

Bxy : el cuadrado de coordenadas (x,y) es blanco;

Djxy el cuadrado de coordenadas (x,y) estd recubierto por

la ficha dj.

C;xy (respectivamente C?xy, C?xy, ngy) la ficha que recu-
bre el cuadrado de coordenadas (x,y) tiene cj como color su-

perior (derecho, inferior, izquierdo).

Por razones de tipo técnico, el recubrimiento que va a
describirse supone la siguiente numeracidn de los cuadrados

unitarios del primer cuadrante:

| i
(2,00 (3, 1) (4,2) ...
s T e (=',y) |, "
(1,00 (2,1) (3,2) | ...
—.-i”' : 4 {— (x, ¥) (x', yv)
0,01 4.b, 2 ..

Abreviatura: Sea Gps Gy cees aﬁ un conjunto determinado

de formulas. Se denotarad por (exun p)ap la fdérmula
(alu Gy V. eeeV aE)A 1(a1A az) KL e N 1(u§_1A GB) , que obvia-

mente es vdlida cuando es valida una y sdlo una de las for-

mulas del conjunto.
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

TH 16

D
Ax(Bxx <=> 71 Bx'x"'")

a' serd la conjuncidn de las siguientes fdrmulas:

(describe la primera fila de un mosaico)

Ax A y(((Bx'yA1Bx"y")y(Bx'y aBx"y')) <= (ABxynBx'y'))

(describe las restantes filas de un mosaico)

Ax A y(exun p)Dpxy

(sobre cada cuadrado una ficha y s6lo una)

2 4
Ax A y((exun p) C;xy A (exun p) Cpxy A sse n(exun p) Cpxy)
(un color y s6lo uno en cada una de las partes de cada
cuadrado)

1 4 ' = |
/ == 2 : 7 U féormulasl
AX/\y(Djxy > (Chl(J)A A Cha(J)) (3 s)is fOrmu asl

(relacidn entre fichas y colores)

Ax(Bxx =>(D. XX v ...v D. xx))
i, lp
(sobre cada cuadrado blanco de la primera fila hay una ficha

de D')

Ax \y (2 Bxy =>(Di XY V seaV Dj xy))
»1
(sobre cada cuadrado negro hay una ficha de D")
- 2
Ax Ay (Bxy ">(C§XY St ij'Y')) (j= ly...,t)it fOrmulas

(coherencia horizontal)
Ax Ay ((Bx'y = (Cﬁxy = C?x'y)) (3 =1, «eoy t) It formulasl
(coherencia vertical)

Si D es coherente, aﬂ es satisfactible.

Dem. :

Si D es coherente, existe un mosaico ¢ y un recubrimiento
F que es D-¢ coherente. A partir de F y ¢ definimos 1la inter-
pretacidn I del lenguaje L en el conjunto de los niimeros natu-
rales que ha servido para construir 06, i.e.: I(B) sera la rela
cidn B¢ N2 tal que para elementos cualesquiera a,b de N se
verifica Bab si y s0lo si el cuadrado de coordenadas (a,b) es
blanco. Andlogamente, I(Di) es la relacidn Di tal que se veri-
fica Diab si y s6lo si sobre (a,b) estd la ficha di. Etcétera.

Claramente u6 es valida en la interpretacidn I.
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Si 06 es satisfactible, D es coherente.
Dem. :

Sea I un modelo de uﬁ sobre un conjunto w # @ y sea a
un elemento cualquiera de w. A partir de I y de a se definird
un mosaico ¢ y un recubrimiento F tal que F es D-¢ coherente.
Abreviaturas:
fox = X 3 flx = fx; fnx (s SRS 2

n veces

Definicidn de ¢:

Para todo m,n € N
1 si (BE'x £'x);(v) =1
¢(m,n) = R

0 g1 (Bf=%. F x)I(v) = 0

donde v es una valoracidn tal que v(x) = a.

¢ es un mosaico, ya que:
1) Se cumple el apartado i) de DF 21, puesto que
¢(m,m) = 1 <==> (Bf"x £'x) (v) =1

1

c— (B iy fm+1x)I(v) -1 (ans ik Validns e (139

A (Bfm+l

<

X fm+lx)1(v) =0

s

> ¢(m+l, m+l) = 0.
2) Se cumple el apartado ii) de DF 21, puesto que
¢(m+l, n) # ¢(m+2, n+l)

m+1 2

> (BE™ 'z £%) (V) # (BE% 2y fn+lx)I(v)

=1

1 o fn+1x)1(ﬂ

m+2 n m+1 2
x £

s CABES T s B a2 BE G % B

1 n+l

C— (1Bfmx £%% A Bfm+ SRAT: x)I(v) = 1 (por la validez de (2))

m+1

—> ("% %) (v) = 0 y (" x En+lx)1(v) -1

Smme> ¢(m, n) = 0 y ¢(mtl, nt+l)

JBS

Definicidn de F:
Para todo m, ne N, m3n,

F(m,n) = di S a— (Difmx fnx)I(v)

]
—
-

TTAR QF INFORMATICA
SIBLIDTECA



siendo v una valoracidn tal que v(x) = a.

De la validez de (3) se sigue que F es un recubrimiento.

De la validez de (6) se sigue que F verifica el apartado
a) de DF 25.

De la validez de (7) se sigue que F verifica el apartado
b) de DF 25.

F verifica tambi&n el apartado c) (y andlogamente el d)

de esa definicidn, ya que si

I ¢(m, n) = 1
11 F(m, n) = di
IEL F(m+l, n+l) = d. ,

entonces hz(i) = hA(j) (coherencia horizontal). En efecto,

tenemos sucesivamente:

v (B£™x fnx)I(v) =1 (def de ¢), (1)
v (D, £%x £7x) (v) = 1 (def de F),(II)
VI (Djfm+1x % () =1 (def de F),(III)
VII (Ciz(i) £ gix) (v) = 2 (validez de (5)), (V)
VIII (C:A(j)f“‘“x f“+1x)1(v) =1 (validez de (5)),(VI)
1X (C::Z(i)fm-Hx £l (v) = 1 (val. (8)),(IV),(VID)
X h, (i) = h,(3) (validez de (4)),(VIII), (IX)

Con esto queda probado que F es un recubrimiento D-¢
coherente, siguiendose TH 17.
3.3. Transformacidn de ub
En ds aparecen los términos x'' e y' en subfdrmulas de
"

los tipos Px"y' y Qx'y'. x" se eliminard del siguiente modo:

Cada subfdérmula del tipo Px"y' se sustituye por P'x'y'
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D

Con esto se obtiene una nueva fdrmula as equivalente a °6 en la

que aparece el término y' en subférmulas del tipo Qx'y', que

y se afiade a a! (como conjuncidn) la férmula Atxﬁy(P'xy<=>Px'y).

se eliminard de la siguiente forma: cada subfdrmula de “S del

tipo Qx'y' se sustituye por Q"x'y y se afade a u; (como conjun
cién) la férmula Ax/A\y(Q"yx¢e>Qyx'). Mediante estas transfor-

" "
D D
s6lo aparece el término x'. Utilizando reiteradamente la tauto-

maciones se obtiene una fdrmula a equivalente a a! en la que

logia ((AxAyana AxNyB)e=> Ax\y(a n B) se puede transformar de nue-

D
Finalmente, de acuerdo con TH 8, puede encontrarse efectivamen-

vo a en otra férmula equivalente ap del tipo \xAyB(x,x',y).

te una férmula ey de la forma AszAyB(x,z,y), donde B es una
fé6rmula sin cuantificadores, sin funciones y con las {nicas va-

riables x,y,z, que verifica:

qD es satisfactible si y sdlo si d;" es satisfactible.

Asi pues, de acuerdo con TH 16 y TH 17, se tiene:

CRL 17a Para todo domind D puede construirse efectivamente una
formula o del cadlculo de predicados de primer orden sin fun-
ciones, del tipo AVA tal que

mD es satisfactible si y s8lo si D es coherente.

De TH 5, TH 14, TH 15 y CRL 1l7a se sigue inmediatamente:

CRL 17b El conjunto de las férmulas satisfactibles del cdlculo
de predicados de primer orden sin funciones del tipo AVA

no es recursivo.
A su vez se sigue inmediatamente de CRL 17b:

CREL 17e El conjunto de las férmulas satisfactibles del cdlculo
de predicados de primer orden sin funciones no es recursivo
(Church, 1936).

CRL 174 El conjunto de las tautologias del cdlculo de predicados

de primer orden sin funciones no es recursivo (Church, 1936).

Una clase K de formulas (del cdlculo de predicados de pri
mer orden sin funciones) es un tipo de reduccidn relativo a
satisfactibilidad (respectivamente a validez universal) si y
s6lo si para toda fdrmula a puede encontrarse efectivamente

otra férmula a'eK tal que a es satisfactible (respectivamente




DF 29

CRL 17e

DF 30

TH 18

universalmente vidlida) si y sdlo si lo es a'.

A (respectivamente V , AV , VA , etc...) es la clase
de las fdrmulas prénex del cdlculo de predicados de primer
orden sin funciones con un prefijo del tipo Ax (respectiva-
mente Vx, AxVy, Vx/\y, etc...).

Las clases AVA y AANV (respectivamente VAV y VVVA) son

tipos de reduccidn relativos a satisfactibilidad (respectiva-

mente a validez universal) (Kahr, Moore, Wang (1962); Godel

(1933)).

En efecto, para toda férmula a son equivalentes las propo-

siciones:

a es satisfactible

Ma e STOP (por TH 12)
Dna es coherente (por TH 14 y TH 15)
GDMG es satisfactible, donde aDMu e AVA (por CRL 17a)

de donde se sigue la primera parte del corolario. De este re-

sultado y de CRL 9b se sigue la segunda.

Sea C el conjunto de sucesiones finitas de elementos de
{V,A}, i.e. el conjunto de clases de fdrmulas prénex de
acuerdo con DF 29. Entre los elementos de C se definird la

siguiente relacidén de orden:

e, & € si y sélo si c2 puede obtenerse a partir de ¢y

2

1
afiadiendo elementos de {V , A} (ejemplo: VAA < VAVAA),

Sea ¢ la aplicacidén del conjunto de férmulas prénex del cil-
culo de predicados de primer orden sin funciones en el con-
junto ¢, que hace corresponder a cada formula su clase.

Toda formula prénex a (del c.p.p.o. sin funciones) per-

tenece al menos a una de las siguientes clases:

B

r =
{a/ clalds v AT para algin r, s ¢ N}

G = {a/ cla)g Vr/\zvs " " " uy
W= {a) c(a)> AVA}

3
S = {a/) c(a)2 AV }



27

| Dem. :
Sean p, ¢, r, s numeros naturales distintos de 0.
Si c(a) = ... VPAquAs, entonces o€eW (también quizd «eS).
si c(a) = ... APvIATYV®, entonces aeW (tambidn quizd aeS).

Si c(a) = VpAqu, aeG si q¢ 2 y deS si q) 2.

Si c(a) = APVINT, 4¢W (tambidn aeS si p> 2).

Si c(a) VPAq, aeB (también oeG si p <3).
si c(a) = APvd, aeG si p¢ 2 y aes si p> 2.
Si c(a) =AP, aeB (también aeG si p< 2).
Si c(a) =VP, aeB n G.

TH: 19 El conjunto de las fdrmulas satisfactibles de B es

recursivo (Bernays-Sch8nfinkel, 1928).

Dem. :

Cfr. Ackermann (1968), pp.70-71.

TH 20 El conjunto de las fdrmulas satisfactibles de G es
recursivo (Godel-Kalmar-Schutte, 1932-34).

Dem.:

Cfr. Ackermann (1968), pp. 75-82.

Asi pues, de acuerdo con TH 7, para toda fGrmula o puede
encontrarse efectivamente otra férmula prénex a*, que segin

TH 18 pertenece a BuG o a WuS. En el primer caso, segin TH 19

y TH 20, existe un procedimiento algoritmico para decidir si
o{* - y por tanto & - es o no satisfactible. Sin embargo,
por CRL 17e, tal procedimiento no existe cuando a* ¢ WuS.

A partir de TH 6 pueden obtenerse resultados duales re-
lativos a validez universal, cambiando respectivamente B, G,

Wy S por B*, G*, W* y S*, donde

B* = {a/ c(a)g Arvs para algin r, s eN}
G* = {a/ c(a)< Arvas 4 " " 0y
Wx = {a/ c(a)> VAV}
s = {a/ c(a)> VA ).
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