COMUNICACIONES

UNA FORMA CANONICA PARA AUTOMATAS FINITOS

Por J. Bondia y P. Roa *

INTRODUCCION

Definida una relacidén de equivalencia sobre un conjunto dado, si en
cada clase de la relacidn podemos caracterizar un elemento, y sola-
mente uno, de tal manera que exista un algoritmo universal (aplica-
ble a todas las clases) que lo compute, llamaremos a tal elemento
forma candnica de dicha clase y en general, diremos que en ese conjun
to estd definida una forma candnica. Usualmente, si un conjunto cuenta
con forma candnica, el reconocimiento de la equivalencia entre dos
elementos del mismo se enfoca a través del concepto de forma candnica
y su solucidn es especialmente trivial sin mids que reducir ambos ele-
mentos a sus-formas respectivas y comprobar después la posible iden-
tidad de ambas; es también comiin el representar las clases de la re-

lacidn por medio de sus formas candnicas.

Pues bien, en este trabajo consideraremos el conjunto M(I) de todos
los autdmatas finitos (a.f.'s) sobre I, con la relacidn de equivalen-
cia usual R (dos autdmatas son equivalentes sii reconocen el mismo
lenguaje) definida en €l; entonces a partir del concepto de a.f.'s
bien ordenados, definiremos en M(I) una forma candnica, lo cual impli-
ca, segiin lo dicho anteriormente, la demostracidn de su existencia

y unicidad para todo elemento de M(Z)/R, a mids de dar un algoritmo
general para su obtencidn. Todas estas partes son abarcadas en este

articulo.
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El reconocimiento de la equivalencia en M(Z) es un problema suficien-
temente estudiado, ya sea desde el punto de vista algebrdico o desde

el del reconocimiento de lenguajes, en la literatura clasica sobre el
tema, como para que la definicidn de una forma candnica en M(I) aporte
especiales ventajas a su resolucidn. No obstante, el establecimiento

de dicha forma candnica en M(I) puede ser de gran utilidad en R(Z),
conjunto de expresiones regulares sobre I, pues con unos algoritmos es-
peciales de transformacidn entre M(IZ) y R(Z) se podria llegar a definir
una forma candnica en R(Z), lo cual creemos si tendria una gran impor-
tancia y utilidad. Todos estos aspectos se estudian bastante exhausti-
vamente en nuestro trabajo "Expresiones regulares. Transformaciones,

equivalencias y Singularidad" (Ver referencias).




Sea M = (K,Z,G,ql,F) un autdmata finito y conexo. Sea K =
{ql, qz,...,qn} el conjunto de estados de M, donde suponemos que estid

definido un roden total <.; sin pérdida de generalidad, podemos repre-

sentar el orden < por el orden natural en los subindices ieI ={1,2,...,n}.

Suponemos también que en I= {01,02,...,0 } estd definido otro orden
m

total, que, como en K, vendrad representado por los subindices heH =

{1,2,...,m}. Todos los autdmatas que consideramos en este trabajo ten-

dran, salvo especificacidn, las caracteristicas aqui descritas para M.

I. Concepto y caracterizacidn de Autdmatas finitos bien ordenados.

Definicién 1.1. '"Definimecs para todo autdmata M la sucesidn

SM = (Sj) tal que:
jeJ=10,1,...,nm}
So T U1 i
a(j)=1+ Parte entera(la——)
¥j j#0,s8. = 3 2
3e3:390p8y = Sla, 5y Pay)? donde

B(j)=1+ Resto(j;—l-)

(Cuando, en virtud del contexto, no haya posibilidad de confusidn,
representaremos a S, por S y a a(j) v B(j) por a y B respectiva-

mente) .

Obviamente, la sucesidén S, puede también ser representada por:

M

Sy = (a1,8€a;,09),5...,8(ay,0,), 8(ap,0;),...,8(q ,0,))

Consideraremos ¥jeJ las subsucesiones Sj dadas por:

S5 = (85)0si<q

Definicidn 1.2. "Diremos que el autdmata M estd bien ordenado si

y s0lo si se verifican las dos siguientes condiciones:



1. El estado inicial 9 de M es minimo respecto del orden definido

en K.
2. La sucesidn S es tal que:

¥jeJ-{0} (sjesj_l)v(sj=(m5x.(Sj_l))')

donde max y ' son los operadores 'maximo' y 'sucesor' respecto

del orden de K."

Ejemplo: Sea el autdmata M=({ql,q2,q3,q4),{01,02,03}’6,q1,{q3})

con la funcidén de transicidn § dada por:

G(QI;OI)‘QZ 6<q1’02)'q1 5(q1.03)

]
Mo
N

8ay,01)=q; 8(ay,09)=q, 8(ay,05) = q,

G(Q3’°1)=Q3 G(Q3t°2)=qZ 6(q3!°3) Ay
G(Q4,01)=q2 5(q4,02)=q3 G(QAs°3) = q4

M no estd bien ordenado, ya que:

35 - G(QZ,GZ) - q4&S4 » (qquzvql‘qZ9q1)

y q[. # (max-(sa))' - q3

Sin embargo el autdmata M' = ({ql,qz,q3,qa},{01,02,03},6',ql,{qa}

LI
con 6': °1 02

9G4 % 9 %D




o . . . - -
si estd bien ordenado, comprobandose facilmente que verifica las condi-

ciones 1 y 2 de la def. 1.2.
Caracterizaremos, ahora, los autdmatas bien ordenados mediante la su-
cesidn S' de los n-1 primeros elementos de S distintos entre si y dis-—

tintos de q- Definamos formalmente S'.

Definicidn 1.3. "Para todo autdmata M definimos la sucesidn

S' = (s. ) 5 jieJ—{O}, tal que
Ji 1sisn-1
¥s. €5, 8, €8, 'y (. 1<i A8, 45, ). "
Ii Ii =174 3t

Veamos que la condicidn necesaria y suficiente para que un autdmata
esté bien ordenado es que la sucesidon S' sea mondtona creciente. Para
ello demos 3 lemas previos, que resultan casi evidentes desde las res_

pectivas definiciones.

Lema 1.1. '"Para todo autémata M y ¥i, l<i<n-1, se verifica que:

max. (S. ) = max.(S. e a
Ji-1 Jgt

max. (S. ) = max.(max. (S. ), max. (s, ) )
J.=1 3 h”, :
i i-1 Jj-1h<iy

pero por definicidn de S':

eSj. ,» luego:

s
2 i-1

max. (s < mix.(Sj ) y por tanto:

Yo
LR FRRLLF i-1

max.(Sji_l) = max.(Sj. ) q.1l.q.d.

i-1




Lema 1.2. "Si el autdmata M estd bien ordenado, se verifica que:

1]
]

max.(S. ), ¥i l<ic<n-1
i I3

8o =ila a5 0ey8c .8 ) (S | Tg L )
L 33=1%34 el

Por definicidn de S': s. ¢ S.
Ji Ji_l

y por estar M bien ordenado: sj = (méx.(sj _1))'
i i

luego:

max. (S. ) = max.(max.(S. Yy 8 ) =S,
i dt iy Pl

q.l.q.d.

Lema 1.3. "Si la sucesidon S' es mondtona creciente, entonces se verifi-

ca que: s, =max. (S. ) ¥i/l<i<n-1"
J5-1 TR

En virtud del lema 1.l1., es equivalente demostrar:

S' mondtona creciente ====>sj = méx.(Sj ) ¥i/l<i<n-1
i i

S' m.c, m====> ¥i sj = méx.(Si ). Ahora bien:
i

Vs, €S. 8. €S' /s, = 8, ====> g <g., ====m>g, = max.(S.
i deg €8 /. j o j By )

h

by k 4 k i i

s K

q.l.q.d.




Proposicidn 1.1. "E1 autdmata M estd bien ordenado si y solo si la suce-

sidn S' es mondtona creciente'.
Demostracidn

==>, M bien ordenado ====> S' mondtona creciente

Vsj eS' s. 210 85 =(m§x.(Sj__1))' (22003),

i Ji1 i i

====> g5, = (s )'! ====> S' mondtona creciente.

(1) por definicidn de bien ordenado
(2) por el lema 1.1.
(3) por el lema 1.2.

==, S' m creciente ====> M bien ordenado.

Sea sjsS (j#0) . Puede ocurrir que:

i 45559
35, = 322, (s.=sji¢ sji_l)A(sji=(s,i_l)v [€)N
' 55 € Sy
Q.. (sji& sji_l)A(sji=(m§x.(sji_l))') =
coeemgeS,

====> M estd bien ordenado

(5,455 1)A(s =(mdx. (S;_1))")

(1) Por definicidn de S'
(2) Por ser S' mondtona creciente
(3) Por el lema 1.3. q-laqeds




II. Existencia y unicidad de Autdmatas bien ordenados.

Nos proponemos estudiar en este apartado si para todo lenguaje re-
gular existe un {inico autdmata minimo bien ordenado que lo reconoz-—
ca. El problema de la minimizacidn de autdmatas estd suficientemen
te tratado en la literatura cldsica (Harrison, Gecseg) como para que
aqui tratemos de hacer una exposicidén detallada; apuntaremos {ni-

camente las lineas generales de su solucidn.

El problema se estudia en base al ispmorfismo existente entre los
reticulos (W(E),C,u,n)(l) y (M(Z), » , Xx, ®§2), donde ¥(I) es el
conjunto de todas las relaciones de congruencia sobre Z*y M(Z) es
el conjunto de todos los autdmatas secuenciales (finitos y no fi-
nitos) sobre I. Dicho isomorfismo se establece en base a los ‘autd-
matas cocientes sobre relaciones Re¥(I) E1 problema de, dado un
lenguaje regular L, obtener un autdmata minimo (menor niimero de es-
tados) que reconozca a L se enfoca, entonces, a partir de ¥(I) y

se reduce a obtener la mdxima relacidn de congruencia en Y¥(I) que
refine a L. Se demuestra que tal relacidn es la congruencia induci

da por L, denotada por R, y definida por:
* *
¥x,yel xRLy <==> (¥Zel xZelL <==> yZeL).

Construyendo el autdémata cocience C(L,RL) obtendremos un autdmata
minimo entre todos los que reconocen a L. Se demuestra también

que tal autdmata es {inico salvo isomorfismo. Sin embargo, el pro-
blema de la construccidn practica de este autdmata es que previa-
mente hay que construir las clases de equivalencia de la rela-
cién RL lo que la mayoria de las veces es dificultoso, si no es

imposible. Es por esta razdén por lo que, generalmente, se construye

(1) © es la relacidn usual de inclusidn de relaciones y n y U son
las operaciones de interseccidn y unidn sobre congruencias de L%,

(2) -+ es la relacidén de homomorfismo entre autdmatas.(M>M' sii exis
te un homomorfismo de M en M'), X y ® son, respectivamente, las

operaciones de producto y suma directa sobre autdmatas.




el autdmata minimo en base a congruencias sobre el conjunto de estados
de la mdquina que se quiere minimizar; una vez constituido se demuestra
que es minimo comprobandose que existe un isomorfismo entre &€l y

C(L,R;), que ya se ha demostrado minimo.

Supuesta entonces la existencia y unicidad, salvo isomorfismos, de di-
cho autdmata, demostraremos, ahora, la existencia y unicidad de un au-
tomata bien ordenado entre todos los autdmatas isomorfos a uno dado.

Para ello utilizaremos los dos siguientes lemas:

- m . -
qiSmax. v U {6(qj,01)} o lo que es lo mismo a < max.S(

quqi 1=l

i-1)m’

Partiremos, para su demostracidn, de la hipdtesis de que el lema no
es cierto, es decir que:

queK q; > max.(S(i_l)m)

Por ser M conexo, 4 serd accesible desde un cierto estado 9y

"

queK, Joel qi=5(qk,0)

Por la hipdtesis de partida:

m
;=6 (qy.,0)¢ aj<q 1Y) {8(ay,0,)} ====> q,2q,
Ahora bien si 9y 2 d;» Qg MO es accesible desde ningiin estado menor

que q;, ya que si:

-th<qi y 30 qk = G(Qh’o) ====>

m
q, € U U 6(q.,0,) ====> q.>q
3 qj<qi 1=1 ] 1 1 k




R
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Por tanto, 9 solo es accesible desde 'algiin estado mayor que &l, y

estos no lo son desde qj<qi, luego M no es conexo, siendo por tanto falsa

la hipdtesis de partida y verificandose asi el lema.

q.1l.q.d.

Lema 2.2. "La condicidn necesaria y suficiente para que un autdmata

bien ordenado M sea conexo, es que:
¥qeK (q#ql) dq'<q, d0eZ " q = 8(q',0) 2 2

La condicidn es suficiente

*
[1] ====> ¥qeK, I " é(ql,x) = q
sea q # q;. Por hipdtesis 3q'<q, d0' " 8(q',0") = ¢
Siq' = q,, entonces x=g' y q sera accesible

Si CI' ? ql’ ;q"<q" " 5(‘{",0") - q'
Igualmente si q"=ql, entonces x=0"o' y q serd accesible. Sino,re-
pitiendo el proceso, necesariamente llegaremos a 9y, con lo que

q, en cualquier caso, serd accesible.

La condicidn es necesaria

M bien ordenado y conexo ====> [1]

Supongamos que [1] no se verifica. Entonces:

da#q, ¥q'<q, ¥o q#8(q',0) ====>

. AACICHERY (2]

Por el lema 2.1.:
m n
dq, ¢ u 1gl{é(qj,cl)}

k“q,<q Yed




|

4 serd tal que: qkné(qj,ol) = S(i-1)ml = h°

Ahora bien:

q<qkesh
====> M no esta bien ordenado.
[2] a4s,
luego se verifica [1]. q.1l.q.d.

Teorema 2.1. "Entre todos los autdmatas isomorfos a uno dado M

(conexo) existe Ginicamente uno bien ordenado".

Demostracion de la existencia

Sea M un a.f. y conexo. Demostremos, constructivamente, la existencia

(p)

de un autdmata M isomorfo a M y bien ordenado.

s ' P
Suponemos que M no estd bien ordenado, (pero si que q; es minimo en K),

entonces existird al menos un s. eS'M tal que:
h

(s; )'# Sy (si h=1 consideraremos s. = q,).
Jh—l h Jo

Mediante la aplicacidén 7,: K + K definida por:

ik
(s. siq=(s. )'
¥qek 7 (q) = I Ih-1

(

s. )' si g=s.
Jh-1 In

q en los demds casos

podemos construir el autdmata:

(1) (1) (1)

TrI(M) =M = (K,$ »qp5F = "l(F))
donde 6(1) estd definida mediante:
sV () §
1(2),0) = m,(8(q,0)) ¥q,¥o

11
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(1)

Obviamente M es isomorfo a M

Comprobemos que la sucesidn S, (1)= S(1)= (sgl)). es tal que:
M j jeJ
B (1)
¥i<j, -1 S Cmg [1]
J Jh SJ SJ

Sea sj = G(qa,os). Mediante L5 obtenemos :

ms) = 6

l(qu)’oﬂ)
S. m(s. = 8.
iy (J)

Si demostramos que 859, # entonces

(ORI () = q

Jh-1 *

con lo que demostraremos [1].

8. # 8. a que por definicidn de S' s. 8
j Jhy que p Jh& fosl

s. # (s. )' ya que (Sj ) &Sj _) Por ser

] Ih-1 h-1 h
g = max. (S. ) pues por hipdtesis S! es mondtona creciente.
g Jy=l N
h-1 h-a
Por otra parte, por el lema 2.1.:
o m a
q < max. U u,{8(q,0,)} < max. (S. ,) = s. [2]
o q<qu 1=1 1 In 1 Jh-1
8 S.
i iy
luegoq: # ya que s. <
Qs Jh—l
(s. ) (s. )!

Ih-1 Ih-1
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g(1)
Jh~1

Por tanto, = Sj _1 » con lo que si S' era mondtona creciente,

h h-1

- (1)
A
lo sera S h-1 *
(1)

Veamos ahora que 8 = (sj )' con lo que la sucesidn S'(;) sera
h h-1

también mondtona creciente.

= e o FE1
S, —G(qu(jh) s UB(jh)) 2 "1(Sj ) § (nl(qa(jh))’ og(jh))====>

In h

====> (g )' = 6(1)(q

. s O, %,
5t a(3,) %8, )? Yo e

n(qa(jh)) = q“(jh) pues por [2] qa(jh) < sjh_l.

: - 1 : -
Hemos obtenido un autdmata M( ), isomorfo a M, con un estado mas

1 o : ;
S'( ) sligulese sln ser mondtona creciente

(p)

volveriamos a repetir el proceso hasta obtener un autdmata M , para
Sv(P)

ordenado, Si la sucesidn

si fuese m.c.. El proceso, es indudable tiene fin, ya
(®) es

el cual
que el niimero de estados es finito. Es también indudable que M
isomorfo a M, siendo el isomorfismo m: M - M(p) el producto de los

isomorfismos 7, ,...," es decir 7= m, M, ...7
12 iy 12 )

Demostracidn de la unicidad.

£2) y M(z), ambos bien ordenados,

n:M(l)* M(z)

Supongamos que existen dos autdmatas M
y tal que existe wun isomorfismo m definido entre ellos:

Al estar M(z) bien ordenado necesariamente ha de ser:
M) =4

Sea 9 el primer estado que es cambiado de nombre mediante m, es decir:

qu<.qi ﬂ(qk) =gy ¥ 1T(qi) =4 # a; [3]
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Por tanto qj > qi

(1)

Sea s.

€ S'(l) n q =g
h 173y
Es evidente por [2] y [3] que Sgl) = ng)
- T S N0 |

: (2) (1) (1)
Ah .= 3 =q. > 8.
ora bien, th m (th ) qJ th luego
(0 oo LU e LUTT)
sjh # (max.(th_l)) sjh
(2)

Por tanto M no esta bien ordenado.

(1) (2)

Es decir, m tiene que ser el isomorfismo unidad con lo que M y M
son idénticos.

q.1l.q.d.




III. Una forma candnica para autdmatas finitos.

Hasta ahora los drdenes definidos en K y I podian ser cualesquiera.
Pues bien, si ordenamos a I lexicogrdficamente, representamos

los estados de K por niimeros naturales y asumimos en ellos el orden
usual de N, llamaremos a un autdmata bien ordenado con estas ca-

racteristicas, autdmata bien numerado.

Estamos ya en condiciones de definir una forma candnica para los

autdmatas finitos.

Definicidn 3.1. "Diremos que un autdmata M estd en forma candnica

sii es minimo y estd bien numerado."

En virtud del teorema 2.l1. podemos enunciar el siguiente

Teorema 3.1. "Existe una Gnica forma candnica para cada autdmata
finito M".

Demostracidn.

El teorema es una consecuencia directa de la proposicidn Citada,
pues, por una parte, sabemos segilin apuntdbamos al inicio del
apartado II, como minimizar a M y, por otra parte, que todos los
posibles autdmatas minimos equivalentes a M son isomorfos entre si,
luego, segiin el teorema 2.l., existird Gnicamente uno bien orde-
nado (bien numerado en este caso) que serda la forma candnica de M.

q.1l.q.d.

15
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Obviamente, M no estd bieni numerado. Obtenemos un nuevo autdmata

M(l) isomorfo a M mediante la aplicacidn Ty dada por:

s™, AN IS TS
1 2 <)
2 2 4
3 2 4
4 3 6
5 3 5
6 3 5
M(l) sigue sin estar bien numerado ya que:

st o (2,5,4,3,6)

- .
no es monotona creciente.

(1)

Sometiendo a M a la aplicacidn L

Obtenemos el autdmata M(Z) = (K,Z,G(z),l,(5,6}) con

6(2):

DS B W N e




L7

que ya esta bien numerado. Mediante la aplicacidn

M= N, M, =

12

(2)

habriamos obtenido directamente el autdmata bien numerado M .

(2)

En este ejemplo M es minimo por lo que M es la forma candnica de M

y en general de todos los autdmatas que reconocen a T(M).
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