COMUNICACIONES

CLASES DE FORMULAS ARITMETICAS EN LA 1-REDUCIBILIDAD

Por José F. Prida y Fernando Orejas

INTRODUCCION

En el presente trabajo se analiza el grado en la l-reduci-
bilidad de siete clases de sentencias aritméticas: la verdaderas
en la interpretacibén "standard", las falsas, las derivables en
cualquier axiomatizacién que cumpla unos requisitos minimos, las
refutables, las indecidibles , las indecidibles verdaderas y las
indecidibles falsas.

Sobre los resultados relativos a las tres clases de senten-
cias indecidibles, los autores no han encontrado ninguna referen-
cia en la literatura consultada. De los otros, bien conocidos, se
han dado pruebas simplificadas, al haberse partido de una nueva
definicibn de recursividad relativa, equivalente a cualquiera de
las habituales, pero, en nuestra opinién, con indudables ventajas
sobre todas ellas. Tal definicién ha sido sugerida por la de
Davis (cfr. Davis (1958), pp. 22-23) y, sobre todo, por la de
Rogers (cfr. Rogers (1967), pp. 130-132), que ha sido simplifica-

da eliminando:

1) La nocidn de cuédrupla consistente.

2) La nocibn de cuadruplas compatibles.
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3) La nocibén de conjunto regular.

4) La introduccibén de una funcibn recursiva f tal que:

dom (¢x) = rango (¢f(x))
dom (¢x) F#f — ¢ (x) ©S total

5) La introduccibn de una funcidn recursiva p tal que para
todo z:

dom(¢p(z)) es regular
Si dom (¢z) es regular, entonces dom (¢Z) = dom (¢p(z))‘

Por lo demés, nuestra definicidn de recursividad relativa
formaliza de forma mucho m&s convincente que la de Rogers la no-
cibn intuitiva de mdquina de Turing con ordculo, que en filtimo
término es lo que se pretende. Ello permite en ocasiones dar prue
bas informales sencillas - que podrian traducirse en demostra-
ciones formales- evitando tediosas y rutinarias manipulaciones
de simbolos, gue nada aportan a la inteleccibn de la entrana del

problema que se pretende resolver.

El lector experto podr& apreciar la considerable simplifi-
cacibn que nuestra definicidn de recursividad relativa lleva con

sigo, comparando, por ejemplo, nuestras demostraciones de TH 17

y TH 22 con los correspondientes teoremas 8-VIII y 13-1(d4) de
Rogers, asi como la originalidad de las pruebas de TH 30, TH 38

Yy TH 39.

Como queda indicado, existe un claro paralelismo entre algu

nos de los resultados aqui presentados y los correspondientes de
Rogers (1967), de donde se ha tomado un considerable nfimero de

ideas, sin hacer en cada caso referencia explicita.
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RECURSIVIDAD RELATIVA

Sea N el conjunto de los nfimeros naturales.
El conjunto finito no vacio {xo,xl,...,xn}C'N, donde

Xg< Xq Aeee & Xy serd denotado por D, siendo

X X X

wa Dgailg Lo gl

El conjunto vacio serd denotado por Do.
La nocidn de maquina de Turing concebida como conjun-
de cuddruplas gq i o q' (estado, "input", "output", nuevo
estado) serd modificada en la siguiente forma:
1) Elalfabeto consta de los simbolos "1" y "#", a los que
se anade el simbolo impropio "*" para denotar campos va-
cios. El1 simbolo "#" serd utilizado para separar conjuntos.
Los nfimeros naturales serdn representados por los bloques

lllll, Illl", Illllll’ etC.

2) La cinta de la mdquina es infinita solo por el lado de-

recho.

3) Al comienzo de la computacidn estédn escritos sobre la
cinta tres conjuntos de nfimeros naturales Du’ Dv ’ (xl, Kgeoe
e xn}, de férma que los elementos de un conjunto estén

separados por el simbolo "*" y los conjuntos por el simbolo

"#". E1l campo de trabajo inicial es el inmediato a la dere-
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cha del Gltimo campo marcado (senalado en la figura con

una flecha).
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*
Zona I, u = 12 Zona II, v = 5 zona TEL, {1, 1, 0; 3}

4) La mdquina admite cuddruplas del tipo g i q' g" que se
interpretan como el siguiente conjunto de instrucciones:
"Cuando el estado es q y el "input" (simbolo escrito so-
bre el campo de trabajo) es i, buscar el filtimo nfimero es-
crito en la Zona III de la cinta y a la derecha del campo
de trabajo (proceso finito). Entonces:
a) Si tal nimero no existe, seguir en el estado g (ciclo);
b) 8i tal nfimero existe y pertenece a Du’ pasar al esta-
do q';
c) si no pertenece a Du y pertenece a Dv’ pasar a q";

d) si no pertenece a Du\/DV, seguir en q (ciclo)".

5) Para todo estado q y toda fila que comienza por q #

el "output" es el simbolo de parada.

Por un procedimiento cualquiera (por ejemplo el descri-

to en Hermes (1965), pp. 105-107) puede hacerse correspon-
der de forma efectiva a cada mé&quina un nfimero natural de
forma que:

a) A médquinas distintas corresponden nfimeros distintos.

b) Es recursivo el predicado T tal que

Tz <> 2z es el nfimero de una méquina.
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n,A
z

n,A _

c) Para todo z tal que Tz puede construirse efectivamen-

te la mdquina de nfimero z.

Si z es el nfimero de una mdquina, esta serd denotada

por Mz'

Abreviatura: ¥ denotard x., X X

17 Xor ceer X o

n+2

Para todo n y todo z tal que Tz, wz =
4

es el conjunto

de tuplas U u, ¥, ¥ tales que la méquina Mz colocada
en su estado inicial sobre el campo situado inmediatamente
a la derecha del filtimo campo marcado de una cinta con la
inscripcidn # D, i D, #¥ +» se para al cabo de menos de
t+1 pasos sobre un campo vacio inmediatamente a la iz-

quierda del cual estd escrito el nfimero y. Si Tz, enton-

n+2

ces wz,t = @ (funcidn indefinida para toda tupla de argu-

mentos) .

Para todo n,t,z y todo conjunto A

n+2,A)}.

= (<%, y> /3uiav(D cArD ck <k, u,v,y>e oot

Para todo n,z y todo conjunto ACN

(<€, y> /3t <& yesl'} ).

Abreviaturas:

¢A = ¢ cuando bvi

z,t z,t sea obvio el valor de n.
n = n,d

¢z,t ¢z,t

b+
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A n,A
Pl z’ cuando sea obvio el valor de n.

T
b2 2
e
¢z = ¢z
DF 6 El dominio de la funcibn ¢2'i serd denotado por W;'i
’ ’ .
S S n,A n,A
DF 7 El dominio de la funciébn ¢z serd denotado por Wz .
Abreviaturas para dominios: la mismas que para funciones.

DF 8 Para todo néN y todo conjunto AcN, una aplicacidn
de un subconjunto de N” en N es una funcibn recursiva par-
cial en A (abreviadamente f.r.p. en A) si existe un keN
tal que ¢ = ¢2'A >

DF 9 Una funcibn recursiva parcial (abreviadamente f.r.p.)
es una f.r.p. en el conjunto vacio.

DF 10 Un conjunto A es recursivo en otro conjunto B (lo que
se denotar& por A%B) si la funcibn caracteristica de A es
recursiva en B.

El siguiente teorema puede ser probado sin dificultad:

TH 1 Para conjuntos cualesquiera A, B, C se verifica:

a) (AgB a BgC) —> ALC

b) Existe una funcibn recursiva f tal que si fA = ¢j
(donde fA es la funcibn cardcteristica de A) y fB = ¢§, en-

tonces fA =

6
Y£(3,x) °
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TH 2 Para todo m, s existe una funcibén recursiva e inyec-

tiva con m argumentos f tal que para todo n, Xyr Xor ey

Xn, yl’ y2, oiwep ym y todo conjunto A se verifica:

¢2231' N Tl et T AT R
DEM. :

Por definicién, ¢g+m’A(x1,...,xn,yl, stese¥L) = g
<= 3u3v(Du<AADch» AN <Xy eewy Ypor U, Vv, 2> € wr:+n+2

o que implica que la méquina MS colocada tras la inscrip-
cibn # D, # D, # Xy ...y, se para tras z, lo que obvia-

mente también hard la m&gquina M cuando

(Y0 Yor »oer ¥p)

se la coloca tras la inscripcibn # Du # Dv # Xy o eee X

S ym) la m&quina

y2+1 y.+1

...r(lr) ™ M

siendo
e

yl+l

r(lr) r(ir)

donde r y 1 representan las mdquinas elementales que, co-
locadas en cualquier posicibn, realizan respectivamente
el programa: desplazar el campo de trabajo un lugar a la
derecha y pararse, escribir el simbolo "1" y pararse.

Asi pues, =z .

n,A
¢f(yl, BT ym) (xl, XKor weer xn)

t1 TH 2 es una versibn mas fuerte del conocido teorema s-m-n de
Kleene. El presente teorema ee mis fuerte en un triple sentido:

1) Se extiende al caso de la recursividad relativa a un conjunto,
siendo la funcién f construida independiente del mismo.
2) La funcién f resulta ser inyectiva (pues a m&quinas distin-
tas corresponden indices distintos).
3) En vez de formularse en la forma: " Para todo m, n, s existe
un £ tal que..." se hace en la obviamente m&s fuerte: "Para todo
m,s existe un f tal que para todo n..."

La construccibén de f proporciona un algoritmo para su com-
putacidn.




Puesto que claramente <X;, X,, ...s X >€wrfl()}>1,---,y )
si y solo si <x1, Sleleny xn, yl, et My > Wn+m A, el teorema
queda probado.

DF* 11 Para todo n>0 y todo conjunto A,
™ = <z, T, y> / LeWy'p )
De DF 11 se sigue inmediatamente:
TH 3 Para todo neéN y todo conjunto A se verifica:
T:é A .
TH 4 a) Para toda relacibn R con n+l argumentos recursiva en

A, existe un z tal que

JyrLy < >3yTﬁ‘z€y

b) Existe una funcidn recursiva f tal que si ¢>A es la

funcidn caracteristica de R se verifica:

IyR¥y <=3y, £(D ¥y

DEM. :

La funcién recursiva f tal que

n+l,A

1 si 3¥(s, (€,y) = 1)

e () =

4+ en los demls casos

demuestra el teorema, ya que se tiene:

>c€Wn

A
FVL- LTy - £y

> JyREy .
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TH 5 Para todo n, existen funciones recursivas 91,92,93,94,

Ig 1 96 tales que para todo A y todo ¥ verifican:

A = A =
EyTnzf Ya 3yTﬁz!‘y <= ayTngl(z,z)i y

A 5
ayTﬁz‘Eyv 3yTﬁ§$y <= ayTngz(z,z)f y

gyT‘:‘le Z?I(y) ?j (¥} s=m—> ElyTﬁ‘g3(z,I,J)f y

u A 3 A o
xgoxay’l‘n,,l zlxy <==> JyT . .g,(2)& uy

u A
-y 3yThyy 2wy == Ayrp, g wy

1 x 3yTﬁ‘+lz Exy <— ayTﬁgs(z)i Yy .

DEM. :

El teorema es consecuencia de TH 2, que asegura la

existencia de funciones recursivas 9179 tales que:

i si '[eW:'A A gewg'A
¢ ¢g'}‘zz,5)(i) =
: lf en los demds casos

1 si 3ux<2—,x>ewxz‘+1,A

n+2,A a X=0

=] d’<35(Z)(£’u'y) =
+ en los demés casos

Para demostrar la filtima equivalencia, consideremos

la biyeccibn recursiva 9, de N2 en N definida por la igual-
- X > s

dad uz(x,y) = 27 (2y+1)-1. Sean Gy1 Y 05, las funciones
inversas (i.e., tales que °2(°21(x)’ ozz(x)) =X ). Se tie-

ne:
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3x:3yT +1z[xy <= 3tTn+lz[ ch(t)uzz(t) <=

3tTﬁg6(z)!:t, donde g, es una funcibn recursiva tal que

n+1l,A

1 Jt<¥, o 1 (E)>eW,
10,5, ()

A
¢96(z)(€)

4+ en los demés casos X

Para todo n y todo conjunto A se definir&n inducti-

A

3 A
vamente las clases de conjuntos zm Y Hm de la siguien-

te forma:
A = A = <

DF 12 Zo Ho {B / BTA }
zﬁﬂ = { B /3nIc (BN cen™ 1, c:n ANT (EeB »3y<E,y>eC)) )
"$+1 = { B /3n 3C(BeN" A cen™tin CcZ AVE(EeBe Vy<E,y>eC)) )
Abreviatura: i7 = yl' y2, ooy Ym

TH 6 Para todo A, B, m, n tales que m>0 vy BcN™ se verifica:
a) Ber® «<=>JzVE(feB <—> Jy,Vy Yy iy zE0))

m 4 1V ¥23¥3 = *nim-1 ;
donde el predicado Tﬁ+m—l va precedido del simbolo de ne-
gacidn si m es par.

A

b) Ben  <=—> 3z VE (¥eB < VylﬂyZVy3 Tn+m lzID),

donde el predicado TA

n+m-1 V@ Precedido del simbolo de ne-

gacibén si m es impar.

DEM. :
La implicaci6én de derecha a izquierda es trivial.

De izquierda a derecha:
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Para n = 1 se tiene

implica que existe Cenl(;‘ tal que para todo b3

£ eB <= Jy<¥ ,y>eC, siguiendose el teorema por TH 4.

A A

Bell, implica que existe un Cezo tal que para todo

| ) "
| ¥eB & Vy<&, y>ec , con 1o que LB < >Jy<€, y>eC

Puesto que EE“A se tiene que existird un z tal que

0
£€B<

>f[}§<

>13yTﬁz‘Ey< >Vy—,Tf:z<‘:y 5

Supuesta la validez del teorema para n = m, se sigue

inmediatamente que es también cierto para n = m+l.
DF 13 Z es un xﬁ—lndice de B si para todo ¥ se verifica:
£eB c—> 3y, VY, 3Y TA ziT)
1 2 g "8 cendmed ’
donde el predicado Tﬁ+m-1 va precedido del simbolo de ne-
gacibén si m es par.
DF 14 Z es un nrAn—indice de B si para todo ¥ se verifica:
A -
£€B &&= vyla YZV y3 s Tn+m_12€ 12 ’

donde el predicado Ti+ va precedido del simbolo de ne-

m-1

gacién si m es impar.

TH 7 Para todo m, z, A, B se verifica:
Z es un Xﬁ-indice de B si y s6lo si es un n:\—indice

de B.

DEM.: Inmediata.
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TH 8 Para todo meN y todo conjunto AcN se verifica:
A A A A
a) Zn VY T € Envanngg
b) Existen funciones recursivas 9, Y 9, tales que para

todo n y todo Ban se verifica:

: r NS Nl
bl) Si z es un zm indice de B, gl(z) es un Hm+1 indice de B.
b2) Si z es un ZA-Indice de B, g,(z) es un ZA -indice de B

m P2 m+1 X
b3) Si z es un 1P-fndice de B g, (z) es un r®  -fndice de B
m A m+1 2
b4) Si z es un nA—indice de B, g,(z) es un rIA -indice de B
m P m+1 g

DEM. :

a) Inmediato, anadiendo cuantificadores superfluos,

bl) Sea 9, tal que

A 1 si <§, ¥qr vvery, >eWA
B e s ¥i) B i o
¢gl(z) i ¢ ¥n)

4 en los demds casos

Se tiene:

A
¥ eB < > 3y1V Yo wws T2 0 < >

A A
iylV Yoone Tm+ngl(z)t yOT)<==> Vyoa yl"'Tm+ngl(Z)¥:y0 \’) .

b2) Sea 9, tal que
l S1 <[l yll"ll Ym_1>f w‘:,y

0 (2 (&) = m

g9, (z)
4 en los demés casos

Caso I: m es par. Se tiene:

A A
3ym+1Tm+n92(z){t7ym+1 <= ) Tm+n-1z£T) Y, por tanto,

A
EEp == Ay N e o0 1 T 12 ii} e



TH

13
3Y].VYZ ceey ymaym+lqﬁ+ng2(2)£ b Ym+1 !
A .
con lo que gz(z) es un zm+1—ind1ce de B,
Caso II: m es impar, Se tiene:
A
V¥me1 1 Tnen92 1 §) ¥pyg < 'I'f:‘\+n_1z ¢ U
y por tanto
¥YeB <— 3 | r? z28H <—>
& Y1++3¥m m+n-1
T2 (z)
AY¥1-+- 3 ¥ VY041 1 Tien92 ir}ym+1‘
A 8
con lo que gz(z) es un I, indice de B,
b3): inmediato a partir de bl) y TH 7.

b4): inmediato a partir de b2) y TH 7,

A partir de TH 5 puede probarse f&cilmente:

Para todo m y conjuntos cualesquiera A, B, C se veri~

ficas

A A A
f. T ke 5 (BEEmACEEm) Emp— B(\Cezm
anla2s Dual para la unidn,

2

a.1.3. (Ber} AVE (& eC <> <¢?1(t>, ceer 85 (¥)>em)
n

= CEEA
m

a.l.4. La cuantificacidn existencial limitada de un con-
junto de la clase 22 pertenece a dicha clase,

a.l.5. Dual para la cuantificacién universal limitada.

a.l.6. La cuantificacibn existencial de un conjunto de

la clase 22 pertenece a dicha clase.,

a.2.1.- a.2.6. : Duales para la clase ﬂﬁ ;
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TH 10

TH 11

TH 12

b.1.1.-b.2.6.: existencia de funciones recursivas que per-

miten obtener Indices de modo uniforme,

Para todo A, B, se verifica:
a) BcE? <m= Jz(B = Wi)
b) Z es un z?—indice de B si y s6lo si B = Wi 5
DEM. ; Trivial a partir de la equivalencia

gyTﬁzfy < > fswg .

El siguiente teorema, bien conocido, puede probarse

sin dificultad:

Para conjuntos cualesquiera A, B, C se verifica:
a)  ((Aerd y Berl) — A1l ,
b) Existe una funcidn recursiva g tal que
Para todo A, B y todo meN se verifica:
a) BEZ$+1 <= 3C(Cc22 y Bezg)
b) Existe una funcién recursiva r tal que si j es un EQ—

indice de C y 2z es un Eg—indice de B, entonces r(z,j) es

A .
un I .. indice de B.
c) Existen funciones recursivas g, h tales que si k es un
g$+l—indice de B, entonces g(k) es un z:\—Indice de un con-

junto C tal que h(k) es un Zg—indice de B.
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DEM. :
a)

) A A D
_— BEkoyq = 3D(Denm A BeEl) —_—

= A D
(Dez A Bezj) (por TH 10) .

A C A e
< : (Ce):m A Bezl) = 3z(Cezm N B = Wz), con lo que
se tiene para todo :

TeB <=——> Iew(zj <= Ju Jv(Duc CaD < C A nprz”z(i,u,v)#) 2

Por ser C un conjunto de la clase Xs, las relaciones Duc @

y DV< C pertenecen respectivamente a las clases Zﬁ Yy Hﬁ.

7
l r
también pertenece a 2? (por TH 11), Asi pues, por TH 8 y

A
TH 9, BeZm+

Puesto que w2+2(f ,u,v)+ es una relacidén de la clase I

1 *
b) Sea B = WS, con lo que para todo se verifica

¥eB <= Ju jv(Duc c N Dvc &~ ¢2+2([ R IS i

y sea f(z) un zg—Indice de la relacibn w2+2([',u,v)+ +2.

+2 Puesto que la referida relacibn es recursivamente enumerable,
puede construirse efectivamente una miquina ordinaria de Turing
Mh(z) tal que, colocada en la posicidn f * u * vy : , verifique:
a) Mh(z) termina parandose si y s6lo si se cumple la relacibn;
b) A lo largo de la computacidén no se utiliza la parte de la
cinta situada a la izquierda de la inscripcién inicial.

Sea Mf(z) la mdquina obtenida a partir de Mh(z) anadiendo
para cada estado g la fila gq # # g . Obviamente se tiene:
3tTg+2f(z)tuvt e 3m3n(Dmc 2~ Dnc.NsA wlfﬁ(':) (’[,u,v,m,nH)
== existen m, n tales que Mf(z) termina parédndose cuando par
te de la posicién # D _# D #&{* u* v ¥ <=> M termina pa

~ h(z) n+2
réndose cuando parte de la posicidn ¢ * u * v : il (¥,u,v)+.

g

La equivalencia prueba que f(z) es un El-Indice de la relacibn
en cuestibn, siendo claramente f recursiva,
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Por TH 11, a partir de f(z) puede calcularse efecti-

+3

vamente un z?—Indice de dicha relacidn . Por TH 9, a par-

tir de j pueden encontrarse respectivamente un zﬁ—Indice

y un Hg—Indice de las relaciones Duc C v DVC.E (equivalen-

tes a {} (x{Duv xeC) y \X/ (XL’DVV xeC) ) T4

X=0 X=0

+ Por TH 9,

A

pueden encontrarse efectivamente zm+

l-indices de las tres
relaciones en cuestibn. Finalmente, por TH 10,b,.1,1 vy
A

b.1.6. se puede encontrar efectivamente un Zm+1-indice de

B. Tal indice es, por definicién, el valor de r(z, j).
c) Sea k un Z:+1-indice de B, con lo que

N A S
¥ eB ¢&—> AY Y ¥y oao T K - T) Yn41 + Kk es también

un ng—indice del conjunto
¥ A
D= (<& v;> /Ny,3dvs o0 T kEDyL,, )

Yy, en consecuencia (cfr. TH 7) tambiefi un zﬁ—indice de D.

Sea z, tal que
M s 1 sidy <L, y>eM
¢, (T) =
%1 4 en los demds casos ,

con 1o que B=1{Y¥/ 13 y1<f, y;>eD} = wgl :

t3 De acuerdo con TH 11, basta encontrar un i tal que fg = ¢?.

Puesto que fg es una funcibn constante nula, habrd de verifi-
carse Vxﬂujv(DucA,\Dch—\' A lPz(x,u,v) =0 )., i puede, por

tanto, ser elegido como el nimero de una mdquina que contenga
¥ag filas O *x 1, 42 *1 31 11 r 2,2 %82 (dondexr ys
denotan los outputs:"desplazar el campo de trabajo un lugar a

la derecha" y "parar"),

t4 Por ser stu una relacibén recursiva, puede encontrarse efec-
< A
tivamente un Eg—indice de la misma y, a partir de &l, un Zl—

indice (ver t2 y 13).
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Sea z, tal que y (£ ,v,u) =y_ (€ ,u,v). Se tiene:
3 ]

feB <

> fﬂp <= 3u3vw cDAD c5A¢”n(f,uN)”
z, u v zy

= 3v3Iu(D_cDAD c D p"*E ,v,u)4) = {gWD 5
v u 22 Zz

Asi pues, z, es un z?—indice de By k un zﬁ-indice

<8

de D , con lo que las funciones recursivas buscadas vie-

nen definidas por las igualdades: g(k) = k; h(k) = Zy.

EL OPERADOR 'JUMP'

Para todo neN y todo conjunto A< N, el "jump" n-simo

)

de'A, que se denotard por Al , vendrd definido por las

igualdades:
DF 15 a?) o ;
n
antl) = (x / xews )
: )
Abreviatura: A' = A7,

TH 13 a) VA(A'eZ?)
b) 3z VA@A' = w: )
(o]
DEM, :

Sea z, tal que

- A
= 1 si ¢x(x)+
¢, (x) =

g 4 en los demds casos .

Se tiene:

XEW}; = er:: <===> XeA' »
(o]

TH 14 Y a@r ¢ zg) y
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DEM. :
Alesh — Kepp — Elezy — Jz2(E =W,

de lo que se sigue la contradiccibn:

ZeA' <= zeW‘: (e Ze AT

TR 15 Para todo A, B se verifica:

A A
a) Bery == Bel),

b) Existe una funcibén recursiva h tal que para todo z,

B = WA £f. = ¢A' (£, = funcibn c t, de B)
=W, == B = h(zo) B n caract, de 5

DEM. :

a) Sean zZ, Y9 (g recursiva) tales que

)(z) Il si 021(x)eWA ()

g(x
[f en los demds casos

Sea ademés y = U2(x,zo) . Se tiene:

TYIEAT T g () © 2 W (y)

)EWA < m—=> XEW}; < ——> XEB >

o (y
é% %22(y) o

con lo que XEB <—> g(az(x,zo))eA', lo que prueba que

'
BeZg .

b) Sea h una funcibn recursiva que verifique:
A' 1 si g(oz(x,zo))eA'

h(z) i

0 si g(cz(x,zo)){A' /

Se tiene:
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Al
XER <= g'GZ(X'ZO)EA. < —> ¢h(zo)(X) = 1, lo que prue-

w A
ba que fB = ¢h(z )
o
a) VA(AGXg‘)

A') !

b) 321VA(fA = ¢zl

DEM. :
. : sA
a) es inmediato, pues A€ 1 ¢

b) Sea I tal que

1 si XxEA
¢?(X) =
t si xgA A

" - _. zAd
con lo que A = w?. De TH 15 b se sigue que fA = ¢h(I)'
siendo I y h independientes de A,

a)  YmVa@™er?
b) Existe una funcibén recursiva g tal que, para todo

)

m»0, g(m) es un Zﬁ—indice de A™ ,

DEM. :

a) AO) = AEES 2

Apezg (hip6tesis de induccibn) =" Ap+l)€22+1 (por

P)
TH 12, pues Ap+1)e£? .
b) Sea z, el indice que verifica TH 13 b, Se tiene:

XeA' = xewi <= xewi < e— atT?zoxt.
o

Asi pues, g(l) = Z.

pP)
Sea g(p) un E:—Indice de Ap). Puesto que Ap+1) - WA
z
o
g(p+l) = r(zo,g(p)), donde r esla funcibn recursiva defini-

da en la demostracién de TH 12 b.
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TH 17

a)

b)

Para todo A, B, m se verifica:

m)
A A
Bgzm+1 < E— Bezl

Existe una funcibn recursiva f tal que para todo z,
m)

. A - ﬁ
- = ¥
si z es un 2m+1 indice de B, entonces B ¢ (z,m)

m)
c) Existe una funcibn recursiva g tal que si B = Wi ;
entonces g(z,m) es un ):3+1—indice de B 1-5,
DEM. ;
a)
m O s Trivial.
m p>0:
A € A
S el z S——
Bszp+1 =—> JC(B 1 N CE p) (poxr TH 12)
C aP~1)
. E}C(Bﬁil N CEX1 ) (por la hip, ind.)
c aP)
> SC(Bezl A CEZ0 ) (por TH 15)
aP)
——> Bgf,l (por TH 11).
P) P)
Beti‘ ———s Hzl(B - w}z\ ) (por TH 10)
1

e N4
— Bw UL /40 v(p,c aP), D, c AP, ‘le‘(I ,u,v)+)}

A
p+1l

== BEL (cfr. demostracidén de TH 12).

XEWE .

z

0 : f(z,0) =z, ya que 3yTi‘zxy e

t5 TH 17 es llamado a veces "teorema fuerte de la jerarquia". Es

de notar que su demostracibén se apoya en los 16 teoremas previos.
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; A .
m = p>0 : ilea z un zp+1-ind1ce de B y sea f(z,p) = zp.

Por la uniformidad de los teoremas TH 12, TH 15, TH 11

y TH 10 utilizados en la primera parte de la demostra-
P)

cién de a) puede hallarse efectivamente un Z?—Indice

de B8, Tal indice es, por definicién, el valor de

tilz, pkl).

c)

m=0: g(z,0) =2, ya que 3yTﬁz‘£y <-—=p ‘Eew}z\ s
p)

m = p>0 : Sea z un Z? -indice de B. Por el teorema TH 10
P)
B = Wg . Por la hipb6tesis de induccidn, puede calcu-
larse efectivamente g(z, p), i.e., un Zg—indice de B.
Por TH 12 c, a partir de z y de g(z, p) puede calcular
se efectivamente un £2+1—Indice de B. Tal indice es,
por definicidn, el valor de g(z, pt+l).
o akz))
w o_ 22
A =1z / c2l(z)e A Yo
Para todo n y todo conjunto A se verifica:
&) A%z ¥

s

b) D g anl
(A & A

DEM, :
a) Sea z = oz(x,n). Se tiene:
Grns(2))
xeA™) <=—=>0,,(2z) A ¢ <> ZgAY <o az(x,n)eAw.

b) De JA 3n(Aw; An)) se sigue por a) y TH 1 que

n+l) ¢ An)
4

A , en contradiccidén con TH 14.
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DF 17

CRL 18

DF

(*)

DF

DF

DF

DF

DF

DF

TH

18

19

20

2%

22

23

24

i

A<B &=> (A<B o =(BgA)) .
T T T

De TH 13, TH 14 y TH 18 se sigue:

Para todo A se verifica:

Axavent) g Lo @AY,
4 T i T
REDUCIBILIDAD

Sean A, B dos subconjuntos cualesquiera de N,

A es l-reducible a B, lo que se denotard por ATB,
si existe una funcibn recursiva e inyectiva f que veri-
fica:

Vx(ng ¢<===3 f (x)eB) .
A es m-reducible a B, lo que se denotard por AéB,

si existe una funcibn recursiva f que verifica (*),

A<B <——> (A<B A ~(B<A)) .,
m m m

RLB < iammm A<B 1(B<A .
1 < > ( 1 N ( l ))

Dos conjuntos A, B son T-equivalentes, lo que se
denotard por A%B, si A es recursivo en B y B es recursivo
en A.

Dos conjuntos A, B son m-equivalentes, lo que se de-
notar8 por A;B, si A es m reducible a B y B es m-reduci-
ble a A.

Dos conjuntos A, B son l-equivalentes, lo que se de-
notar& por AiB' si A es l-reducible a B y B es l-reduci-
ble a A.

Trivialmente se verifica:
Para conjuntos cualesquiera A, B

A<B ===> A<B =—=3 A<B ,
1 m P
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DF 25 Dos conjuntos A, B son recursivamente isomorfos,
lo que se denotard por A=B, si existe una funcibn re-

cursiva y biyectiva f que verifica (*),

CRL 19 A=B =—> A=B =——> A=B == A:=B ,
1 m n
TH 20 Dos conjuntos l-equivalentes son recursivamente
isomorfos,

Una demostracibn de este teorema, debido a Myhill,

puede verse en Rogers (1967), pp,85-86, o en Prida (1974),

pp. 10-13,
* =
DF 26 A* = (x / 021(x)ew§22(x)} b
TH 21 Para todo A, los conjuntos A' y A* son recursivamen-

te isomorfos.
DEM. :

Para todo x se tiene:

g xewﬁ i i 021(02(x’x))6w1:22(02(x,x)) g

xeA' <

oz(x,x)sA*,

lo que prueba que A'iA*.

Sea f una funcibn recursiva e inyectiva tal que

f1 si °21(X)SW§22(x)

A
¢ (y)
£(x) + en los demds casos 3

Se tiene:

XeA* <—— f(x)eW?(x) <= f(x)eA',

lo que prueba que A*iA'. El teorema se sigue por TH 20.
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TH 22 Para conjuntos cualesquiera A, B se verifica:

a) BEZi’ <=——> B<A' .,
[

b) Existe una funcibn recursiva h tal que para todo z,

- — ' 4
si B W? ;, entonces BfA via ¢h(z)'

c) Existe una funcibn recursiva g tal que para todo I,

si BiA via ¢I' entonces B = WS(I) '

DEM., :
a) Es consecuencia de b) y c¢),

b) Sea B = Wi y sea g una f.r. inyectiva tal que

1 si w3(w,u,v)¢
3 z

¢g(w'z)(x,u,v) =

4 en los demds casos v

Se tiene:

g(w,2) eA' s==—=> g(WIZ)ng(WrZ)

c— Ju -]V(Duc A,\DVCX,\UJ )(g(w,z),u,v)H

3
g(w,z

> ju ﬂv(Duc A,\Dvc 4 wi(w,u,v);)

<= wew: &> weB, con lo que BiA' via g.
Asi pues, si h es una funcibn recursiva que verifica
¢h(z)(x) = g(x,z), se cumple b).
c) Si BiA' via ¢,, entonces Vx (xeB <=—> ¢I(x)eA'),

con lo que, si z, es el fndice que verifica TH 13 b, se

tiene:

VX (xeB <=——> ¢I(x)eW: Va0
o
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Sea g una funcidbn recursiva e inyectiva tal que

1 si ¢I(x)€W
z
¢A (x) o
g (I)
+ en los demds casos .

Para todo x se tiene:

XEB <—> ¢I(X)EW20 <= XEWS(I) ¢ eeid.

CRL 22a a) VA(AiA')
b) BIVA(AiA') via ¢I'

DEM, :

a) Inmediato, pues A%A.

b) Sea zq tal que

1 s xEA
% (x) =

1 + en los dem8s casos .

Puesto que A = Wi , se sigue de TH 22 b que AfA
1

via ¢ siendo h y z, independientes de A.

14
h(zl)
CRL 22b Para todo A se verifica:

w

A <A' <A < A SR ‘
1 1 1 1
DEM. :
Inmediato a partir de CRL 22a, TH 14, TH 19 y TH 18.
CRL 22c A<B =—> A'<B',
T 1
DEM. :

ALB > A'CZ? P— A'~<1B'

> A"B'
1

Inmediato a partir de CRL 22c y TH 19,
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DF 27

DF 28

TH 23

CRL 23

TH 24

COMPLETITUD

Para todo m>o, un conjunto B es Zﬁ-completo si:

A

a) BeZm 4

b) Yc(cer® —> cep) T8 |
m 1

Definicibén de conjunto ng—completo, dual de DF 27.

Abreviaturas:
Iy"completo en vez de zg—completo,
nm—completo en vez de ng-completo.

Trivialmente se verifica:

Para todo n, A, B

a) si By C son  -completos, entonces BEC ;
n
b) si By C son nn—completos, entonces BiC .

Dos conjuntos in—completos o ﬂn—completos son recur-
sivamente isomorfos.
DEM. :
Inmediato a partir de TH 23 y TH 20,

Para todo n>0 y todo conjunto A, An)

es tﬁ-completo.
DEM. :
Por TH 16, A“)czﬁ . Adem4s:
. A oy -
n = 1: Si Bezl, existe un X, tal que B = x ¢ con lo que

o
para todo x se verifica:

XEB <

> ngA <= g,(x,X )€EA* , Puesto que A*<A'
Xq 2 o 2k

(cfr. TH 21), BZA!

+6 Se llama aqui conjuntos zﬁ-eompletos a los que m&s precisa-

mente habria que denominar conjuntos zﬁ-l—completos.
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DF 29

IDF 30

TH 25

n =

27

ptl: Si BeZA , por TH 12 existe un conjunto C tal que
p+l

cezg y Bezi . Puesto que por la hip6tesis de induccidn
P)
A
C es l-reducible Ap), se sigue de TH 11 que Bezl Y,

+
por tanto, segfin TH 22, BﬁAp 1).

Un conjunto B es Em-completo si y solo si Bsgn),

CILINDROS

B e =27 021(z)cB Aozz(z)eC}

Un conjunto A es un cilindro si y s6lo si existe un

conjunto B tal que A = B X N .,

A es un cilindro si y s6lo si para todo C se verifica:

(C¢A ==—=> (C<£A)
m 1

DEM, :

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

con

A es un cilindro (hip6tesis)
C;A via £ (hipbtesis)
1B Jg(g biy. y rec. y Vx(xeA <= czl.g(x)éB))(l)
XeC <===> f (%X)eA <= ozl.g.f(x)eB €2:) 5:(:3)
Definicibn: h(x) = °2(°21'g'f(X)’ x)

0y7-h(X) = 0,,.9.£(x) (5)

Con esto se tiene:

XeC <=—> 021.g.f(x)sB por (4)

<

> 021.h(x)eB por (6)

<= ozl.g.g_l,h(x)eB

== g 1 h(x)ea por (3)
lo que C es l-reducible a A,
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(1) VB(BrénA —_— BiA) (hip6tesis)

(2 A N A (pues ze A x N <—> o0,, (2)eA)
m 21

(3} A xN f A (1) (2)

(4) A ﬁ A XN (pues zeA <= oz(z,o)eA X N)

(5 A=2AxN (3) (4) (TH 20)

TH 26 Un conjunto A es un cilindro si y sb6lo si existe

una funcibén recursiva g tal que para todo x se verifica:

(Dx 0 A D < A) > g(x)eA—Dx

(Dx # 9 A D < A) ——> g(x)eK-Dx

Sean B y £ (f recursiva y biyectiva) tales que

A =B x N via f, es decir:

(1) Vx(xeA <= 021.f(x)eB) (hipbtesis)

Sean ademés:

(2) Du # 0 (hip6tesis)
(3) . uz(zeDu) (definicién)
(4) ng = un(£ .0, (0y,.£(a), n)>u) (definicién)
(obviamente existe Ny al ser f—1 Yy o, inyectivas)
Se tiene:
Du< A =——> uoeA por (3)
s 021.f(uo)eB por (1)
> 02(021.f(uo), no)cB X N por DF 29
— f—l.cz(ozl.f(uo), n_)eA pues A = £ 1(B x N)
=

5 o '02(021'f(uo)' no)eA—Du s por (4)




Andlogamente:
D,< A = uoei por (3)
—_— 021.f(uo)eB por (1)
—> 0,(0,7.f(u )y n )eB x N= B x N por DF 29

— f-l.oz (021-f(\1°) ’ no) N

pues A = el Ex™

29

1 =
— f .02(021.f(uo), no)eA-Du por (4).

Asi pues, la funcibn buscada g viene definida por la

igualdad

tal

(1)

(2)

(3)

g(u) = g7k oz(ozl.f(uo), no).

Se demostrard que si existe una funcibn recursiva g

que para todo x verifica:

(D, # # A D ,CA) = g(x)eA-D
(D, 7z 0 A D_ER) == g(x)eA-D_
entonces para todo C se verifica:
CeA, == Cfh,

m 1

con lo que A es un cilindro segfin TH 25.

En efecto, sea f tal que

c<A via f.

m

Sea h la funciébn:

h(0) = £(0)

filx+l) sf Elx£X)£ Ah{(0), (1) sorbilx))
f(x+1)e {h(0),h(1),...,h(x)}
h(x+1l) = D, = {f(x+1)} ¥y

D =D_ v {g(x,)}y
i+l g | *

Y.
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Ante todo demostraremos que h es una funcién total,

para lo cual serd suficiente probar:
*)  Yx3i(g(x;)£(h(0),h(1),...,h(x)} .
Para ello se demostrard por induccibn el siguiente

LEMA : Para todo x y todo n se verifica:

X+1eC =—> (Dx:Z A A g(xn)eA-Dxn)

X+1eC =——> (Dxc— A A g(xn) eA'-Dx e

n n
En efecto:
n =0: x+1leC =—> f(x+1l)eA > Dx<: A
o
> (D.< A A g(x_)eA-D_ )
Xq o X
X+le€ > f(X+l)cX N e }T
*o
—> (D_c A Ag(x_)eA-D_ )
Xg o X,
n = p+l: x+1eC > (Dx c A n g(xp)eA—Dx ) (hipdt. induc.)
P P
> (D C A Ag(x ) eA-D
Xp+1 ptl Xp+1
x+1 C —> (D_ C A A g(x_)eA-D_ ) (hipét. induc.)
X P X
P p
=> (D C A Ag(x_,.)eA-D
xp+l Pl xp+l
Del LEMA se sigue que
7
Vx\n(g(xn)le )
n
con lo que los elementos g(xo), g(xl), ... son todos dis-
tintos (pues be = {f(x+1),g(xo),g(x1), -.-,g(xn_l)}), de

n
donde se sigue (*).
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A continuacibén se probara:
C<A via h.
1

En efecto: De la definicibn de h se sigue que es recursiva

e inyectiva. Para demostrar que para todo x se verifica

xXeC = > h(x)eA
se considerarén tres casos.

a) x=0

by 270 v £&x)F (h0)h{1),...shbxel)}

c) x #0 y fixle th(0)sh(l),-ewsn{x=1)}
a) 0eC < > £(0)er < > h(0)eA
b) xeC < > f(x)eA < > h(x)eA
c) xeC > g(xn)eA (por el LEMA) == h(x)eA
x£C > g(x )¢A (por el LEMA) —> h (x) £A.
TH 27 Para todo conjunto A, A“ es un cilindro.

DEM. :

Por definicidn,
) 0, (2)) WA"zz(Z)‘l )
A" = {z/ czl(z)eA = {z/ 021(z)e 021(2) }

Para todo n # 0 se definira: U, = uz(zeDu).

Sea h una funcibn recursiva tal que

A )
1 si ¢, (i )(021(u0))*
¢B (x) 2170
h(u)
+ en los demés casos.
Sea M una méquina de Turing que contenga la fila
* ok - M4 :

0 0 y sea Mg(u) M Mh(u)' con lo que obviamente

se verifica:

YVu(g(u> u)

MisiaB v mab.
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Se tiene:
2 i ‘»)‘1\“’22(“0"1 )
Duc A" = uoeA = 021(uo)s 021(u ) —_—
o
Aczz(uo)—l) A022(110)-1)
¢h(u) es total =—— ¢g(u) es total =——
o,,(u)-1)
22 a1 ))
g(u)ew‘;‘(u) — g(u)eA 22 © -

o,(g(u), o,,(u))eA”

Ademds, puesto que
Y xVy(o,(x,y) = 2% (2y+1)-1) > x)
se tiene que
Uz(g(u)f 022(110)) > g(u) >u,
con lo que

w
az(g(u), czz(uo)eA =Dy, »

Andlogamente:

— g9 @)L )
D _c A > u_ gAY — o (u ) fW —
u o) 21 50 021(u )
(o]
CWES S 059 (B, )=1 )
h (u) =¥ = g5 o >
azz(uo)—l ) ozz(uo))
g(u)tw{;(u) > g(u) A -

Oz(g(u), 022(u°));{Am . Fn k0 08). azz(uo))eAw—Du .

Asf{ pues, de acuerdo con TH 26, A" es un cilindro.
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TH 29
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PRODUCTIVIDAD Y CREATIVIDAD

Un conjunto A es productivo si existe una funcibn

recursiva parcial ¢y tal que para todo x se verifica:

ch A > (Pp(X)+ A w(x)eA—Wx) .
Para conjuntos cualesquiera A, B se verifica: Si

Ael., ¥y AuB es productivo, entonces A es productivo.

1
DEM. :
Sea y una funcibn productiva de AVWB y sea h una

funcibn recursiva tal que

wh(x) = qu B .
Se tiene:
ch B e wh(x)( ANV B > w(x)e(A\JB)-Wh(x)= A\JB-wxu B=

Ar\er\Bc A—Wx

Un conjunto es creativo si pertenece a la clase Zl

Yy su complementario es productivo.

El sigﬁiente teorema, debido a Myhill, es bien cono-

cido:

Un conjunto es creativo si y s6lo si es El—completo.
DEM.;

Ver Prida (1974), pp. 14-15.

De TH 29 y CRL 23 se sigue inmediatamente:

Todos los conjuntos creativos son recursivamente iso-

morfos.
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CLASES DE FORMULAS ARITMETICAS

El conjunto de f6rmulas aritméticas se definiré a
partir de un lenguaje basado en un alfabeto S con las si-
guientes clases de simbolos:

X

Variables: x, y, 2, X X

A P A S

Constantes: 0 (cero).

Funciones con un argumento: s (sucesor).

Funciones con dos argumentos: + (suma), . (producto).
Predicados: = (igualdad).

Simbolos 16gicos: =1 (negacidén), y (disjuncibn), 3J(cuanti-

e

ficador existencial).

El conjunto T de terminos se definird mediante las H
reglas:
rl Todo simbolo de variable de S pertenece a T.
r2' 0eT:
r3 Si 1eT, entonces steT.

el 2y et T-eT.

4. S v eT ¥ ¢ 172

1

Abreviaturas:

+
2eT, entonces T1T2

(r1+12) es una abreviatura de +rlr2 ;

(11.12) es una abreviatura de “T1 T,
A partir de T se define el conjunto F de f&rmulas
mediante las reglas:
rt, ‘Si rlcT Yy T,

r2 Si aeF, entonces =jaceF.

eT, entonces =11125F

r3 Si aeF y aeF, entonces VaBeF.

r4d Si aeF, entonces para toda variable x 3JAxaceF.
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Abreviaturas:

(Tl = 12) es una abreviatura de =t_1

12

(a+B) es una abreviatura de +aB.

(a.B8) es una abreviatura de .aB.

(e AB) es una abreviatura de A(qa v TIB).

(e ABAY) es una abreviatura de ((aaA B)A Y).

V xa es una abreviatura de -13xaa.

Una valoracibn es una aplicacibn del conjunto de sim-
bolos de variable de S en el conjunto de los nfimeros natu-
rales.

Si v es una valoracibn, x un simbolo de variable y

a ;
a un nfimero natural, entonces v, es la valoraciébn:

vi(x) a

vi(y) v(y) para toda variable y distinta de x.
Sean respectivamente 0, +, . el nfimero natural cero
y las funciones suma y producto de nfimeros naturales.

El valor de un término Tt en una valoracién v es el

nfimero natural v(r) definido por las igualdades:

Si t = 0, entonces v(t) = 0.

Si 1 = x (x: simbolo de variable cualquiera), v(t) = v(x).
Si 1 = sp, entonces v(t) = v(p) + 1.

si t = (rl+12), entonces v(t) = v(rl) + v(rz).

St ¢ = (rl.rz), entonces v(t) = v(rl) . v(rz).

Sea I la interpretacidn "standard" del lenguaje
definido (i.e.: la interpretaci®n I tal que I(0), I(s), I(+),
I(.) y I(=) son respectivamente el nfimero natural cero, las
funciones sucesor, suma y producto de nfimeros naturales vy

el predicado de igualdad de nfimeros naturales).
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DF 33

DF 34

El valor de una fb6rmula o« en la interpretacién "stan-
dard" I para la valoracibén v es el elemento Iv(a) del con-
junto {v, f} (verdadero, falso), definido por las igualdades:

S v(rl) = v(12)
Si a = (11 = 12), entonces Iv(a) -

f en los demés casos

v siI (8) =f

Si a = 18, entonces Iv(a) =
f en los demé@s casos
v 81 IV(B) =9 6 ) = g
Si a = (Bv Yy), entonces Iv(a) =
f en los demds casos
v, 8i T a(B) = v para algln aeN
Si a = JxB, entonces Iv(a) = Vx

f en los demds casos

Sea C el conjunto de sentencias aritméticas (f6rmulas
cerradas de F). Obviamente se tiene para toda férmula acC
y para valoraciones cualesquiera v, v' que Iv(a) = IV.(a).
Este valor comfin de una sentencia a en la interpretacibn
"standard" I para cualquier valoracibn, scrd denotado por
Tile) e

El conjunto de sentencias aritméticas verdaderas V

serd definido mediante la igualdad:

\

{a /aeC y I(a) = v}

F C - V (conjunto de sentencias falsas)

Sea X un conjunto de axiomas de la aritmética y R un
cierto conjunto de reglas de derivacibn. Sea ¥+ la relacibm
de derivabilidad, i.e: +— o significa que la férmula o es

derivable a partir de X mediante las reglas de R.
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Los conjuntos R y X se dejarén indeterminados, exi-

giendose finicamente la consistencia del sistema y que sean
representables en €l las relaciones recursivas, es decir que

se verifique:

1) Para toda relacibn recursiva Pan existe una f6rmula arit-

mética ap con n variables libres tal que para todo & se ve-
rificas:
PE = QP(EI' 521 "'IEn)

PE :FWGP(ElI 521 "'IEn)I

donde 51, £ En son los representates formales de x

RN 1’

Xor eees X (i.e.: si X;= 3, entonces gi = sss0).
2) A partir de un indice de la funcibn caracteristica de P
se puede encontrar efectivamente ap (pueden verse detalles

en Godel (1931)).

DF 35 D = {a/ aeC y +~al}(conjunto de sentencias derivables)
DF 36 R = {a/ aeC y 70} (conjunto de sentencias refutables)
DF 37 I =8S-D-R (conjunto de sentencias indecidibles)

DF 38 Iv = IAnV (conjunto de sentencias indecidibles verd.)
DF 39 IE = InF (conjunto de sentencias indecidibles falsas)

De la consistencia del sistema y del conocido teorema
de incompletitud de GOdel se sigue que los conjuntos de sen-
tencias aritméticas definidos pueden ser representados me-

diante el esquema:

< A" > < F >

1 + 4 + I
' — +

— —_— —_— < —_—><— ——
< D > < Iv IF R

< I >
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La
se
to

TH 30
DEM. :

Sea g una aplicacibén biyectiva y efectivamente com-

los nfimeros naturales (para detalles ver G&del (1931)).
sentencia g—l(x) serd denotada por L En lo sucesivo
identificard un conjunto de sentencias A con el conjur-

de nfimeros naturales {x / axeA} y una férmula a con g(a).

CLASES DE SENTENCIAS ARITMETICAS EN LA 1-REDUCIBILIDAD

Los conjuntos V y IV son cilindros.

Sea Du el conjunto no vacio de férmulas {ul, Ay ...,an}

y sea £ la funcibn recursiva tal que

£(0) = (a A0, AeeeA G AG A Gy AcesAOp)
Obviamente se tiene:
Dic V > f(u) eV-D
u u
Du<V > f(u)ev—Du .
Asi pues, por TH 26, V es un cilindro.
Igualmente se tiene:
Duc IV = InV = f(u)eIpnV = IV.
Ademds, si Duc -I-V = DU F se tiene:
Caso I: {ul, Uopr eoer un}cD . Entonces
f(u) = (alA...AanAalA...[\an)eDcIV.
Caso II: {al, Gor weey an}¢ D. Entonces existe un i (1¢ig¢ n)

tal que a,eF, con lo que f(u)eF¢ Tv'

Iv es, pues, un cilindro.
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CRL 31

TH 32

CRL 32

TH 33

CRL 33

39

a) V=PF
b) Iv = IF
<) D=R.
DEM. :
En los tres casos la funcién f tal que f(a) = "a de-

muestra la l-reducibilidad en ambos sentidos. El teorema

se sigue de TH 20.

De TH 30 y TH 31 se sigue inmediatamente:

Los conjuntos F e IF son cilindros.

El siguiente teorema es bien conocido:

g
1

DEM.: Ver Prida (1973). La prueba consiste en demostrar

El conjunto D es I’ -completo.

que D es creativo.

PSR =T

El conjunto I de las f6rmulas indecidibles es "l_
completo.
DEM. :

Puesto que Dczl +r R=Dy I =DwVR, Ienl.

Siendo D I,-completo (cfr. TH 32) es también creati-

il
vo (cfr. TH 29). Asi pues (cfr. CRL 32), R es creativo y
R productivo. Puesto que R = IuD, de acuerdo con TH 28
I es productivo y, en consecuencia, I es creativo. Asi

pues, por TH 29, I es zl—completo Y, en consecuencia, I

es Hl—completo.

e g =D
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TH 34

DF 40

TH 35

TH 36

Para todo n y toda relacibn recursiva ReN" puede en-
contrarse efectivamente una férmula aritmética con n varia
bles libres aR(xl, Kor eens xn) tal que para toda n-pla ﬁ

de nimeros naturales kl, k kn se verifica:

ot ceer

Rk k oo.kn oG S—— GR(Klf K2' oo ey Kn) EV,

172
donde Kqs Ky5s ---s K son respectivamente los representan-
tes formales de kl’ k2, ""kn'
DEM. :
Sea ap el representante formal de R. Se tiene:
Rkl...kn — F.aR(Kl, oy Kn) —_— aR(Kl, ...,Kn)eDcV
ﬁkl...kn —_— P-1uR(Kl, ey Kn) — aR(Kl, ...,Kn)eRcV.

Una fbérmula prénex es una f6rmula aritmética con la
forma QIXIQZXZ"'annB’ donde Ql’ oeiep Qn son cuantifica-

dores y B es una fbrmula sin cuantificadores.

El siguiente teorema, cuya demostracibn es relativa-

mente trivial, es perfectamente conocido:

Para toda férmula a puede construirse efectivamente
una férmula prénex con el mismo nGimero de variables libres
B tal que para todo Kyr Koo eeer Ko (representantes for-

males de nfimeros naturales) se verifica:

a(xl, Kot eees Kn)eV <= B(Kl, Kpr weer Kn)EV v

Para todo n se verifica: ¢n)% V.

DEM. :
Por TH 16 b), para todo n puede encontrarse efecti-

vamente un y tal que para todo x se verifica:




CRL 36

TH 37

xeﬁn) <

I’}
> 3lex2 'I‘nyxxl...xn .

Por la recursividad de Tg puede hallarse efectivamente
una férmula o tal que para todo y,k,kl,kz,...,kn se ve-
rifica:

Tgykkl"'kn < > a (v, k, Kyr eeer Kn)eV

(cfr. TH 34). Asi pues, para todo k se tiene:

keﬁn) <

> 3x1Vx2 S A Xyr woes xn)eV .

Por TH 36 para cada n puede encontrarse efectiva-
mente una funcidn recursiva 9, tal que ﬁn)ﬁ V via 9,

Sea f la funcidn recursiva tal que para todo x

f(x) =g (0,4 (x)).
022(x) 21
Se tiene:
5 022(X))
xef <=> g,,(x)ef < > g°22(x) (0,59 (X)) eV <—
f(x)eV.
w

v % g
DEM. :

Sea a una fbérmula cerrada cualquiera y sea
B = lel...anny una férmula prénex equivalente a a (i.e.,

que verifique la equivalencia formulada en TH 35). Sea C
el conjunto

{x /3yQ1xl...ann32(yAx = XAy =Ynz =2)},

donde x, y, z son variables distintas de X0 X X

D aieie e

Obviamente se tiene:
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aeV => ReV > C=N > 0eC

afgV > BEV > C=f > 04C .

Puesto que ¥y es una férmula sin cuantificadores en
la que aparecen exclusivamente las funciones recursivas
+, ., s y el predicado recursivo =, puede encontrarse efac
tivamente un {ndice de la funcibén caracteristica de la rs-

lacibn (y A X =X A Y =Y A 2 = 2z) (para detalles ver Her-

g
1

la relacién 3z(y A X = X A Y =Y AN 2 = z). A partir de

g

m

mes (1965)) y a partir de @l (por TH 4 b) un I’ -indice de

este indice puede encontrarse efectivamente un I’ -indice j

de C para un determinado m (que depende de las alternancias
en la sucesibdn de cuantificadores 30102...Qn3 Y que pue-

de ser calculado efectivamente). A partir de j y m (por

TH 17 b) puede encontrarse efectivamente un z tal que
m-1)

C = wg .
z

Con esto se tiene:

gm-l) -y gm—l)
% < > 021(02(0,2))ewozz(oz(olz))

eV < > 0eC < > OeW

<

> 0,(0,2)ef™ <= 0,(0,(0,2),m)eg” .

CRL 37a B
DEM. :
Por ser V y §” cilindros (cfr. TH 27 y TH 30), de

CRL 36 y TH 37 se sigue por TH 25 que V g¥. El corolario

1
se sigue por TH 20.

CRL 37b Vn(v ¢ Lull))

DEM.: Inmediato, ya que lo contrario implicaria ﬂqivf¢n+1).
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THI 38 Iv 1 v
DEM. :
Sea g una funcibn recursiva tal que D ﬁi VvV via g (la
existencia de g es consecuencia de que D = @' 51 8 )
y sea £ la funcién recursiva £(a) = aag(a). Se proba
rd que Iv‘l V via £. En efecto:
aely > aeV Yy o¢D > aeV y gl(a)gV =—=> (aang(a))eV.
aZIV ==y 0aeD O aeF;
aeD ==> aeV y g(a)ev —> (arg(a))eF = (ang(a))fI,;
acF > aeF y g(a)eF == (aA Ng(a))eF =—> (a A ‘\g(a))&’Iv.
<
TH 39 v i IV ¥
DEM. :

Sea B una fbérmula indecidible verdadera fija y sea

f(a) = (aa B). Se probard que V ﬁ I_ via £f. En efecto:

v

aeV > (6 AB)eV ==> ((aa B)eD S (a A B)EIV) — (ana B)er

(pues (a A B)eD = BeD, absurdo).

a gV

> (a A B)V — (aAB)thV.

CIRL 39 Nii= IV.

Resumiendo los resultados obtenidos en TH 31, CRL 32

CRL 33, CRL 36 y CRL 39 se obtiene la siguiente

| CCONCLUSION :
ey =ps B B
g' =D = R
gr = 1
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