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COMUNICACIONES

CLASES DE FORMULAS ARITMETICAS EN LA 1-REDUCIBILIDAD 
Por José F. Prida y Fernando Orejas

INTRODUCCION

En el presente trabajo se analiza el grado en la 1-reduci- 
bilidad de siete clases de sentencias aritméticas: la verdaderas 
en la interpretación "standard", las falsas, las derivables en 
cualquier axiomatización que cumpla unos requisitos mínimos, las 
refutables, las indecidibles , las indecidibles verdaderas y las 

indecidibles falsas.
Sobre los resultados relativos a las tres clases de senten­

cias indecidibles, los autores no han encontrado ninguna referen­
cia en la literatura consultada. De los otros, bien conocidos, se 
han dado pruebas simplificadas, al haberse partido de una nueva 
definición de recursividad relativa, equivalente a cualquiera de 
las habituales, pero, en nuestra opinión, con indudables ventajas 
sobre todas ellas. Tal definición ha sido sugerida por la de 
Davis (cfr. Davis (1958), pp. 22-23) y, sobre todo, por la de 
Rogers (cfr. Rogers (1967) , pp. 130-132) , que ha sido simplifica­
da eliminando:

1) La noción de cuádrupla consistente.
2) La noción de cuadruplas compatibles.
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3)

4)

5)

La noción de conjunto regular.
La introducción de una función recursiva f tal que: 

dom (<|> ) = rango (<t>f(x))

dom U x) f  0 — => es total

La introducción de una función recursiva p tal que para 

todo z:

dom(<f> , ,) es regular P (z)
Si dom (<j> ) es regular, entonces dom (<|> ) = dom (<j> . .).z z p \ Z /

Por lo demás, nuestra definición de recursividad relativa 

formaliza de forma mucho más convincente que la de Rogers la no­

ción intuitiva de máquina de Turing con oráculo, que en último 

término es lo que se" pretende. Ello permite en ocasiones dar prue 

bas informales sencillas - que podrían traducirse en demostra­

ciones formales- evitando tediosas y rutinarias manipulaciones 

de símbolos, que nada aportan a la intelección de la entraña del 

problema que se pretende resolver.

El lector experto podrá apreciar la considerable simplifi­

cación que nuestra definición de recursividad relativa lleva con 

sigo, comparando, por ejemplo, nuestras demostraciones de TH 17 

y TH 22 con los correspondientes teoremas 8-VIII y 13-1(d) de 

Rogers, así como la originalidad de las pruebas de TH 30, TH 38 

y TH 39.

Como queda indicado, existe un claro paralelismo entre algu 

nos de los resultados aquí presentados y los correspondientes de 

Rogers (1967), de donde se ha tomado un considerable número de 

ideas, sin hacer en cada caso referencia explícita.
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DF 1

RECURSIVIDAD RELATIVA

Sea N el conjunto de los números naturales.
El conjunto finito no vacío (x_,x.,...,x }C  N , donde0 1 n

xn/ x. / . . . / x , será denotado por D , siendo 0 " 1 ' ' n ^ u
x x x

u = 2 ü + 2 1 + . . . + 2 n .

El conjunto vacío será denotado por .

La noción de máquina de Turing concebida como conjun- 
de cuádruplas q i o q' (estado, "input", "output", nuevo 
estado) será modificada en la siguiente forma:
1) El alfabeto consta de los simbolos "1" y "#", a los que 
se añade el símbolo impropio "*" para denotar campos va­
cíos. El símbolo "#" será utilizado para separar conjuntos. 
Los números naturales serán representados por los bloques 
"1", "11", "111", etc.

2) La cinta de la máquina es infinita solo por el lado de­
recho.

3) Al comienzo de la computación están escritos sobre la
cinta tres conjuntos de números naturales D , D , {x., x0...J u v 1 2
... xn>, de fórma que los elementos de un conjunto están 
separados por el símbolo "*" y los conjuntos por el símbolo
#". El campo de trabajo inicial es el inmediato a la dere-



cha del último campo marcado (señalado en la figura con 
una flecha).

# 1 1 1 * 1 1 1 1 # 1 * 1 1 1 # 1 1 * 1 1 * 1 * 1 1 1 1 *
t

Zona I, u = 12 Zona II, v = 5 Zona III, (1, 1, 0, 3}

4) Lá máquina admite cuádruplas del tipo q i q' q" que se 
interpretan como el siguiente conjunto de instrucciones:

"Cuando el estado es q y el "input" (símbolo escrito so­
bre el campo de trabajo) es i, buscar el último número es­
crito en la Zona III de la cinta y a la derecha del campo 
de trabajo (proceso finito). Entonces:

a) Si tal número no existe, seguir en el estado q (ciclo)
b) si tal número existe y pertenece a , pasar al esta­

do q ' ;
c) si no pertenece a y pertenece a D^, pasar a q";
d) si no pertenece a D^, seguir en q (ciclo)".

5) Para todo estado q y toda fila que comienza por q # 
el "output" es el símbolo de parada.

Por un procedimiento cualquiera (por ejemplo el descri­
to en Hermes (1965) , pp. 105-107) puede hacerse correspon­
der de forma efectiva a cada máquina un número natural de 
forma que:

a) A máquinas distintas corresponden números distintos.
b) Es recursivo el predicado T tal que

Tz z es el número de una máquina.
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DF 2

DF 3

DF 4

DF 5

c) Para todo z tal que Tz puede construirse efectivamen­

te la máquina de número z .

Si z es el número de una máquina, esta será denotada 

por M z .

Abreviatura: T  denotará x . , x. , . .., x .1 2 n
n  i n

Para todo n y todo z tal que T z , ip es el conjunto
Z f  u

de tupias £  , u, v, y tales que la máquina colocada 

en su estado inicial sobre el campo situado inmediatamente 

a la derecha del último campo marcado de una cinta con la 

inscripción # D^ # D # £ * se para al cabo de menos de 

t+1 pasos sobre un campo vacío inmediatamente a la iz­

quierda del cual está escrito el número y. Si Tz, enton-
n _j_ 2

ces 4>z  t = 0 (función indefinida para toda tupia de argu­

mentos) .

Para todo n,t,z y todo conjunto A 

C A = {<í' ^  / 3 u 3 v( Du t A A Dv c Á <£,u,v,y>e n+2 , A, -, 
+z,t )}

n, A
>z

Para todo n,z y todo conjunto AcN

n,A= {<£, y> / 3t <£, y>e<j>“ '~

Abreviaturas:

A
z , t

n, A 
z,t cuando sea obvio el valor de n.

*
n
z , t *n,0 z , t

♦z ,t <f>1/0 z , t
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n , A cuando sea obvio el valor de n.

DF 6

DF 7

n,0
’ z

i,»
z

El dominio de la función <}>n '^ será denotado por Wn '̂z, t ^ z , t .

n ^ ^El dominio de la función <j> ' será denotado por w 'z z

Abreviaturas para dominios: la mismas que para funciones

DF 8 Para todo n¿N y todo conjunto AcN, una aplicación

de un subconjunto de Nn en N es una función recursiva par­

cial en A (abreviadamente f.r.p. en A) si existe un keN
i , ,n/Atal que ip =  $  ̂

DF 9 Una función recursiva parcial (abreviadamente f.r.p.)

es una f.r.p. en el conjunto vacío.

DF 10 Un conjunto A es recursivo en otro conjunto B (lo que

se denotará por Â ,B) si la función caracteristica de A es 

recursiva en B.

El siguiente teorema puede ser probado sin dificultad: 

TH 1 Para conjuntos cualesquiera a , B, C se verifica:

a) (a ^B a Bjcj A¿C

b) Existe una función recursiva f tal que si f = d> .A 3r*(donde f es la función carácterística de A) y f = , en-

tonces fA = * h j , k )  .
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TH 2 Para todo m, s existe una función recursiva e inyec-

tiva con m argumentos f tal que para todo n, x^, x^, . ..,

Yif y2 ' "  * ' ym y todo conjunto A se verifica:

n, A 
’f (yXf - V (Xl' ' xn> =

n+m, A
(xl' X2'

(ti)

DEM. :

Por definición, A (X;L, . . . ,xn ,y1, . .. ,ym ) ■ z
m+n+2<==> 3ulv (D CA a D CA a <x. , y ,  u, v, z> e i¡)u v i m

lo que implica que la máquina Mg colocada tras la inscrip-

ción # Du # Dv # x1 ym se para tras z, lo que obvia-

mente también hará la máquina M - , „ ,, \
f(yl( y2' **' Ym

se la coloca tras la inscripción # # x^

cuando

siendo Mfíy.^ •••f ym) la máquina

r (Ir) Yi+1 r (Ir) Yo + 1 .r(Ir)
y +im M

donde r y 1 representan las máquinas elementales que, co­

locadas en cualquier posición, realizan respectivamente 
el programa: desplazar el campo de trabajo un lugar a la 

derecha y pararse, escribir el símbolo "1" y pararse.

Así pues, . (x , x , . . ., x ) = z .
f(yl' ym } 1 2

ti TH 2 es una versión más fuerte del conocido teorema s-m-n de 
Kleene. El presente teorema ee más fuerte en un triple sentido:
1) Se extiende al caso de la recursividad relativa a un conjunto, 
siendo la función f construida independiente del mismo.
2) La función f resulta ser inyectiva (pues a máquinas distin­
tas corresponden índices distintos).
3) En vez de formularse en la forma: " Para todo m, n, s existe 
un f tal que..." se hace en la obviamente más fuerte: "Para todo 
m,s existe un f tal que para todo n..."

La construcción de f proporciona un algoritmo para su com­
putación .
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Puesto que claramente < x * 2 '

si y solo si <x., . . . , x , y. , . . . , 1 n i
queda probado.

„n,A. . . , x >eW., .
n f ( y i ...........V

y el teoremam s

DF 11 Para todo n>0 y todo conjunto A,
n , AT = {<z,£ , y> /  t eW ' } .n zi / u

TH 3

De DF 11 se sigue inmediatamente:

Para todo n«N y todo conjunto A se verifica:
t A -  a  in T A *

TH 4 a) Para toda relación R con n+1 argumentos recursiva en 
A, existe un z tal que

3 yR t  y  <— > 3 yTAz £  y •
Ab) Existe una función recursiva f tal que si (j)̂ es la 

función característica de R se verifica:

3 yR í y <— > 3 yTA f (I) £ y

DEM. :
La función recursiva f tal que

n ,A ,-c . _»f (I) (¿ )
i si 3y(<í>j+1,A(í ,y)

+ en los demás casos

= 1)

demuestra el teorema, ya que se tiene:

3 yTA f  ( i ) £  y <— > í  cWf  ( i )  , <— > 3 y ? j + 1 ' A ( í  , y ) = 1

iyRty .
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TH 5 Para todo n, existen funciones recursivas 'g3'^4
g , g, tales que para todo A y todo f  verifican:5 d

3 y T ^ z  t  y A 3 y T ^ z í  y  <— > B y T ^ g ^ Z / Z )  í  y  

^yT^z’tyx/ ByT^z í y <==> 3 ̂ Tng2 ^  ̂  Y

3 y < +iz t ?-(-(y) ? j (y) <— > 3 y ^ g 3(z ,i ,j )£ y

v X 3 yTn+1 z í x y < 3 y T n+1g4 (z)S uy
x=o

3 x 3 y ’Î +1 xy < = — > ^ yTn+lg5 (z>^  uyx-o

3 x 3 Y T n + i z £ xy <— > ^ yTng6 (z)^  Y *

DEM. :

El teorema es consecuencia de TH 2 , que asegura la 
existencia de funciones recursivas g.-g,. tales que:1 O

fl si í ^ ' h A Í ^ ' A

1( =  \
It en los demás casos

si < t fX>E/ +1,A 
x=o

en los demás casos

Para demostrar la última equivalencia, consideremos
2la biyección recursiva a2 de N en N definida por la igual 

dad a2 (x,y) = 2 (2y+l)-l. Sean a21 y a22 las funciones 
inversas (i.e., tales que a2 (a2^(x), o22(x)) = x ). Se tie 
ne:

_ . n+2 , A , j» .
5) *gc (z) <f 'U 'y> =
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3 X 3 yT^+1z íxy <==> 3tT*+1zí 091 (t)o„(t) <n+1 21 22

3tT^gg(z)ít, donde g^ es una función recursiva tal que

♦g6 (Z) (*> "

i at<r. «21< t » * < i ' * (t,

+ en los demás casos

Para todo n y todo conjunto A se definirán inducti-
A Avamente las clases de conjuntos y nJ r o m  de la siguien­

te forma:

DF 12 Eq = = {B / BJA }

Z*+1 = { B /3 ni C (BcNn/v CCNn+1/N Cell̂  A V i  (í eB ^ 3  y<£,y> eC) ) } 

n^+1 = { B / 3 n 3c (BcNn A CCNn+1A CeZ^ A \/t (£eB<-> Vy<£,y>eC) ) } 

Abreviatura: = y ^  y2, . .., ym

TH 6 Para todo A, B, m, n tales que m>0 y BcNn se verifica:

a) Be£m <— >3zVí(íeB <-- > 3yiV y2 3 y3 ••• Tn+m-lzíl3 ),
Adonde el predicado Tn+m_i va Precedido del símbolo de ne­

gación si m es par.

b) BeIIm <=>3zVí(XeB <— > \/y! 3 y2 V y3 ... Tn+m-lẑ l))'
donde el predicado T"+m_1 va precedido del símbolo de ne­
gación si m es impar.

DEM. :
La implicación de derecha a izquierda es trivial.
De izquierda a derecha:
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Para n = 1 se tiene

BeZ^ implica que existe CeIIq tal que para todo ¿

£ eB <==> 3y<f fy>eC, siguiéndose el teorema por TH 4.
A ABell̂  implica que existe un CeZ^ tal que para todo

£ eB <— \/y<£, y> eC , con lo que £ eB <==> 3 y< £ , y> eC
_ APuesto que CenQ se tiene que existirá un z tal que

£ eB < = >  £ jíb <— > 1 3 yT^z £ y <— > V y i T^z £ y .

Supuesta la validez del teorema para n = m, se sigue 

inmediatamente que es también cierto para n = m+1.

A vDF 13 z es un z -índice de B si para todo c se verifica:m *

ícB <---> y 3 ... T^+m_lZ £ <q ,

donde el predicado T va precedido del símbolo de ne­

gación si m es par.
ADF 14 z es un n -índice de B si para todo fc se verifica:m

í eB <S=> V yx3 y2V y3 ••• Tn+m-lz ̂  V  '
&donde el predicado Tn+m_^ va precedido del símbolo de ne­

gación si m es impar.

TH 7 Para todo m, z, A, B se verifica:
A Az es un z -indice de B si y sólo si es un n -indice m -1 m

de B.

DEM.: Inmediata.
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TH 8 Para todo meN y todo conjunto AcN se verifica:
. „A „A _ rA nAa) I u Hm w m ^ m+lr' m+1

b) Existen funciones recursivas g^ y g2 tales que para 
todo n y todo B c N n se verifica:
bl) Si z es un IA-índicem de B, gx (z) es un nA -índice m+1 de

b2) Si z es un IA-índicem de B, g2 (z) es un IA ,.-índice m+1 de

b3) Si z es un nA-índicem de B, <31 (z) es un Ia ,.-índice m+1 de

b4) Si z es un nA-índicem de B, g2 (z) es un nA ,.-indice m+1 de

DEM. :

a) Inmediato, añadiendo cuantificadores superfluos.
bl) Sea g.̂ tal que

1 si <í- y X '

^l^2  ̂ ° m 1 + en los demás casos

Se tiene:

ÍCB <—  > 3 yiV y 2••• Tm+n-l:

3 yl V y2 * ' * Tm+n9l(z)í yot)<_> Vy0 3 yl • • •’ttn9! (z) Y  y0
b2) Sea g2 tal que

g2 (z)
|l si <£, y.,..., y , J1f r Jm-1 z.y

(Z.t)) = *
t en los demás casos k

Caso I: m es par. Se tiene:

3 ym+lTm+n92(z)ít?ym+l <—  > 1 Tm+n-lz * y, portanto,

Í£B <— > 3y1V y 2...Vym T T^+n_i* í i ) ‘— >
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TH 9

]y1 V V 2 •••V ym dym+lTm+n92 (z)î Ym+1 '
A

con lo que g2 (z) es un Em+1“ in d ic e  de B, 

Caso II: m es impar. Se t i e n e :

V y m+:L->Tm+n V z > í  Í) ym+l  ’  Tm +n-lz 1 'Q

y por tanto

< — > 3 Yl.. ,3y]tlTJ;+n_1z ï $ <— >

3 y i  • • • 3 y m V  y m+n  T m+ng 2 ( z  > Ï  v  ym + i '

con lo que g2 (z) es un Em+^-índice de B,

b3): inmediato a partir de bl) y TH 7, 

b4): inmediato a partir de b2) y TH 7,

A partir de TH 5 puede probarse fácilmente:

Para todo m y conjuntos cualesquiera A, B, C se veri­

fica :

a.1.1.

a.1.2. 

a.1.3.

(Be E^A CeE^) m m => B n CeEAm

Dual para la unión.

(BeE^ A VI' (í eC <— > <<|>^(£ ) ,

CeEAm

<J>¿ ( t ) >eB) 
n

a.1.4. La cuantificación existencial limitada de un con- 
junto de la clase E pertenece a dicha clase.

a.1.5. Dual para la cuantificación universal limitada.

a.1.6. La cuantificación existencial de un conjunto de
plla clase ^  pertenece a dicha clase.

a.2.1.— a.2.6. Duales para la clase nAm *
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b .1.1.-b.2.6.: existencia de funciones recursivas que per-
miten obtener índices de modo uniforme,

TH 10 Para todo A, B se verifica:

a) Be E ̂ <— => 3 z (B = W^)

b) z es un E^-índice de B si y sólo si B = /  .1 J z
DEM. : Trivial a partir de la equivalencia

3 YTnZ £ y <*“ > £ e/ .

El siguiente teorema, bien conocido, puede probarse 
sin dificultad:

TH 11 Para conjuntos cualesquiera A, B, C se verifica:

a) ((AeE1 y Be£Q) — > Ae £ ̂ ,

b) Existe una función recursiva g tal que

(A = WB y f = (J>C) — > A = WC , ., z J B g(z,i)

TH 12 Para todo A, B y todo meN se verifica:

a) BeEm+l <— > 3C(CeEm Y BeEl}

b) Existe una función recursiva r tal que si i es un EA-J m
Qíndice de C y z es un E^-índice de B, entonces r(z,j) es

Aun £ ^-índice de B. m+1
c) Existen funciones recursivas g, h tales que si k es un
A A£ m+1~índice de B, entonces g(k) es un E^-índice de un con-

cjunto C tal que h(k) es un E^-índice de B.
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DEM. : 
a)
— > : BeEm+l “““> 3 D (DenA A BeE^)

(De EA /y BeE°) (por TH 10) ,

<=—  : (CeEA a BeE?) — > 3z(CeEA a B = WC ) , con lo quem 1 m z ^
se tiene para todo :

íeB <— => XeW^ <===> 3 u J v (Duc C a D^C C a ip̂ +2 (£ ,u,v) 4-) .

Por ser C un conjunto de la clase E , las relaciones D c CJ ITT U
— A Ay Dvc: C pertenecen respectivamente a las clases E^ y n .

Puesto que tz+2 (í ,u,v)l es una relación de la clase E^ ,
Atambién pertenece a E^ (por TH 11) , Así pues, por TH 8 y 

TH 9, BeZ^+1 .
cb) Sea B = Wz, con lo que para todo se verifica

feB <— > 3u 3v(DuC C A Dv c C a <J>z + 2 ( £ ,u,v)+ ) , 
y sea f (z) un E^-índice de la relación îz + 2 ( £ ,u,v)+

+2 Puesto que la referida relación es recursivamente enumerable, 
puede construirse efectivamente una máquina ordinaria de Turing 
Mh(z) ta  ̂3ue' c°l°caóa en la posición £ * u * v * , verifique:
a) Mh(z) term^na parándose si y sólo si se cumple la relación;
b) A lo largo de la computación no se utiliza la parte de la 
cinta situada a la izquierda de la inscripción inicial.

Sea Ia máquina obtenida a partir de M^(z) a^aóiendo
para cada estado q la fila q # # q . Obviamente se tiene:
3 tTn+2f (z)£ uvt < _ > Jm3n (Dm c 0 a D^NJA 0£,u,v,m,n) +)

existen m, n tales que termina parándose cuando par
te de la posición # D  # D  # £ * u * v * <=> M, , . termina pa 
rándose cuando parte de la posición 2 * u * v * <==> \¡j ('ír,u,v) +.

Q f ' Z
La equivalencia prueba que f(z) es un E^-índice de la relación 
en cuestión, siendo claramente f recursiva.
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Por TH 11, a partir de f(z) puede calcularse efecti- 
A +3vamente un E^-índice de dicha relación , Por TH 9, a par-

Atir de j pueden encontrarse respectivamente un e -índicem
y un nA-índice de las relaciones D^c C y DyC 5* (equivalen­
tes a y (x/Du v XeC) y y (x/D v x£cT) ) +4 . Por TH 9, 

x=o x=o
pueden encontrarse efectivamente EA -índices de las tresm+1
relaciones en cuestión. Finalmente, por TH 10.b,1.1 y

Ab.1.6. se puede encontrar efectivamente un E .--índice dem+1
B. Tal índice es, por definición, el valor de r(z, j).

PLc) Sea k un Em+^-índice de B, con lo que 

f  eB 3 y iy y 2 ... TA k £ t̂) ym+1 - k es también
Aun n -índice del conjunto m J

D = f<r, yx> / V y 2 3 y 3 ••• Tm k £í)ym+i >

y, en consecuencia (cfr. TH 7) tambiefi un EA-índice de D.

Sea z^ tal que

fi si 3 Y y>eM
(£> =

l* en los demás casos ,

con lo que B = { £ / ü . Tw y-> eD} = W° z.

+3 De acuerdo con TH 11, basta encontrar un i tal que f^ = ^  
Puesto que frt es una función constante nula, habrá de verifi- 
carse V x 3 u 3 v (D c A A Dv c A a >K(x ,u ,v ) = 0 ), i puede, por 
tanto, ser elegido como el número de una máquina que contenga 
las filas 0 * r 1 , 1 * 1 1 ,  l l r 2 ,  2 * s 2  (donde r y s
denotan los outputs:"desplazar el campo de trabajo un lugar a 
la derecha" y "parar").

+4 Por ser xeD una relación recursiva,UQftivamente un £^-índice de la misma y, a 
índice (ver + 2 y +3).

puede encontrarse efec- 
partir de él, un
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Sea z0 tal que ip ( £ ,v,u) = \p ( £ ,u,v) . Se tiene ¿ z2 z 1

£ e B <='=> Í eW^ <==> 3u B v(DuC D a  Dv <i I>a ' ^  ( t. ,u,v)+)n+2
:1

3 v 3 u(D d D a D c D a £ ,V,uH ) <==> í Ew?

Así pues, z2 es un e .,-índice de B y k un z^-índice 
de D , con lo que las funciones recursivas buscadas vie­
nen definidas por las igualdades: g(k) = k; h(k) = z2*

EL OPERADOR 'JUMPf

Para todo neN y todo conjunto ACN, el "jump" n-simo 
de A, que se denotará por An , vendrá definido por las 
igualdades:

DF 15 A0) = A a n)
An+1) = {x / xeV T }

Abreviatura: A' = A^  .

TH 13 a) \/A (A 'e^)
b) ^z V a (A» = W? ) 

zo
DEM. :

Sea zo tal que

J 1
A, >si 4>x txH

♦ en los demás casos 9

Se tiene:

xeW^ <=-=> xeW^ <— => XeA1 .
o

V A(A' i r£) .TH 14
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DEM. :
A'eEq —  > A ^ E q — > A reZ * — > 3z(Ár = W ^ ) f 

de lo que se sigue la contradicción:

ZeA' <==:=> ZeW^ < > ZeA'

TH 15 Para todo A, B se verifica:
A A '

a ) Be E  ̂ -  > Be £ g

b) Existe una función recursiva h tal que para todo z

B = <
A *f_ = ♦, z » (f„ = función caract. de B).B n lz ) B o

DEM. :
a) Sean zq y g (g recursiva) tales que

B = z

’g (x) (z) =
1 si cr ..(x)eW^ . .21 ®22 X
t en los demás casos

Sea además y = CT2 (x,zo) . Se tiene: 

g (y ) e A ' <— ’> g(y)e/ (y) <— > z0G^g (y) °

a (v)evfí2l'Y) a 22 (y)
<— > xev^ z => Xe B ,

con lo que xe B < = >  g(o2 (x ,zq) )eA', lo que prueba que
_ -A '
BcE0 •

b) Sea h una función recursiva que verifique:

( A ' 
h (z) (x) =

1 si g (o 2 (x, zQ) ) eA '

0 si g (<?2 (x,zQ) ) ̂ A'

Se tiene:
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A 'xeB <— > g. a2 (x ,zq) eA' <i=“ => <j>h ẑ  ̂(x) = 1, lo que prue­

ba que fB = < ; 2q) .

CRL 15 a) Va (AeEo')

b) 3z1 V A(fA = 4>z )̂ .

DEM. :
rAa) es inmediato, pues A e^  .

b) Sea I tal que

A [l si x eA

[ t si x/A ,

con lo que A = W^. De TH 15 b se sigue que fA =

siendo I y h independientes de A.

<PA'h (I)

TH 16 a) V m  VA(Am) el£|)

b) Existe una función recursiva g tal que, para todo 
m>0, g(m) es un ^-índice de Am  ̂.

DEM. :
a) A0) = A ^ J  .

A^eE^ (hipótesis de inducción) =*=> A^+^  eíp+i (Por
d + 1 )  a ^TH 12, pues A^ '

b) Sea zq el índice que verifica TH 13 b. Se tiene:

x e A1 => xe => x ew*z 3tT^ZQX t .

Así pues, g(l) = zq .
Sea g (p) un E^-índice de A*^

g(p+1) =r(z ,g(p)), donde r esla 

da en la demostración de TH 12 b.

Puesto que AP+1) = z
P)

o
función recursiva defini-
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TH 17

a)

Para todo A, B, m se verifica:
„A

Be£m+1 °
.m)

=> BeE

b) Existe una función recursiva f tal que para todo z f
m)

si z es un E^+1~índice de B, entonces B = (z m̂ )

c) Existe una función recursiva g tal que si B =
P í 5entonces g(z,m) es un Em+1~índice de B ,

DEM. ; 

a)
m = 0 : Trivial.

m = p>0:
BeE A

p+1

=> be £ P)

B e E J
.P)

3c (bee'j r\ CeEA) = 
P ===> (por TH 12)

■ c A 
'1A

AP"CeE^ 1)
) (por la hip . ind.)

-C
'1A

vAP)reEA0 ) (por TH 15)

(por TH 11)

3 Z1 (B = Ap) (por TH 10)

/ 3 ulv(D 4 u,c aP>„ D c. APU  
v Z1

/ u,

=> Be£p+  ̂ (cfr. demostración de TH 12).

b)
m = 0 : f(z,o) = z f ya que 3 yT^zxy =̂==> xetŷ  .

+5 TH 17 es llamado a veces "teorema fuerte de la jerarquía". Es 
de notar que su demostración se apoya en los 16 teoremas previos.
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m = p>o : lea z un Ep+1“índice de B y sea f(z,p) = zp .

Por la uniformidad de los teoremas TH 12, TH 15, TH 11
y TH 10 utilizados en la primera parte de la demostra-

AP)ción de a) puede hallarse efectivamente un 2^-índice 
dr B. Tal índice es, por definición, el valor de 
flz, p+1).

DIF 16

c)
m = 0 :  g ( z , 0 ) = z , y a  que T==> .

kP)m = p>0 : Sea z un 2^ -índice de B. Por el teorema TH 10
Ap)B = wy . Por la hipótesis de inducción, puede calcu- 

larse efectivamente g(z, p)/ i,e., un I^-índice de B. 
Por TH 12 c, a partir de z y de g(z, p) puede calcular 
se efectivamente un 2A .--índice de B. Tal índice es,p+1
por definición, el valor de g(z, p+1).

22= í z / O 21 (z)e A } .
TIH 18 Para todo n y todo conjunto A se verifica:

An)é A“ ,Ta)

b> -1CA“ f An)) . 
DEM. :
a) Sea z = 02(xrn)• Se tiene:

*n)xeA < = => o 21 (z) Aa 22
(z))

=> ZeA <■ => a 2 (x , n ) e Aw .

b) De 3 A 3n (Aw- An^) se sigue por a) y TH 1 que T

An+1) í An) en contradicción con TH 14.
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DF 17 

CRL 18

DF 18 

(*)

DF 19

DF 20 

DF 21 

DF 22

DF 2 3

DF 2 4

TH 19

A<B -£==> (A*B a -i(B£A) ) .T T T
De TH 13, TH 14 y TH 18 se sigue: 

Para todo A se verifica:
A < A' < A2) < ..... <  A^ . T T T T

REDUCIBILIDAD

Sean A, B dos subconjuntos cualesquiera de N.
A es 1-reducible a B, lo que se denotará por A^B, 

si existe una función recursiva e inyectiva f que veri­
fica :

Vx(xeA <-=--> f (x)« B) .

A es m-reducible a B, lo que se denotará por A4B,m
si existe una función recursiva f que verifica (*).

A<B <===> (A-4B /v n(B¿A) ) .m m m
A<B < = => (A<Ba -i(B4A)) .1 1 1
Dos conjuntos A, B son T-equivalentes, lo que se

denotará por A=B , si A es recursivo en B y B es recursivo T 7
en A.

Dos conjuntos A, B son m-equivalentes, lo que se de­
notará por A=B, si A es m reducible a B y B es m-reduci- 

m
ble a A.

Dos conjuntos A, B son 1-equivalentes, lo que se de­
notará por A=B, si A es 1-reducible a B y B es 1-reduci­
ble a A.

Trivialmente se verifica:

Para conjuntos cualesquiera A, B

AfB = = >  A<B AéB .1 m T



DF 2 5

CRL 19 

TH 2 0

DF 2 6 

TH 21

23

Dos conjuntos A, B son recursivamente isomorfos, 
lo que se denotará por A=B, si existe una función re­
cursiva y biyectiva f que verifica (*),

A=B => A = B 1 => A=B m A = B . T
Dos conjuntos 1-equivalentes son recursivamente 

isomorfos,
Una demostración de este teorema, debido a Myhill, 

puede verse en Rogers (1967), pp,85-86, o en Prida (1974), 
pp. 10-13,

A* = {x / a (x) eW* , } .21 o22(x)

Para todo A, los conjuntos A' y A* son recursivamen­
te isomorfos.
DEM. :

Para todo x se tiene:

X£A. ---- - xeW£ <__> c21(a2 (x,x))EW ^ (o2(X(X)) <— >

o2 (x,x)eA*,
lo que prueba que A'íA*.

Sea f una función recursiva e inyectiva tal que

Af(x)(y> =
1 si o-,̂  (x) eW* , .21'  a2 2 (x)

+ en los demás casos 
Se tiene:

xeA* < = >  f ( x ) e W ^ ^ x j <===> f  (x )  eA ' ,

lo que prueba que A*éA* . El teorema se sigue por TH 20-
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TH 22 Para conjuntos cualesquiera A, B se verifica:

a) <— > b^A' .1 1
b) Existe una función recursiva h tal que para todo z,

Si B = /  , entonces B«A' vía d>, , . .z 1 h(z)

c) Existe una función recursiva g tal que para todo I,
si B4A via entonces B = ,

DEM. :
a) Es consecuencia de b) ye),
b) Sea B = y sea g una f.r. inyectiva tal que

3 ,(b . . (x.u.v)Tg(w,z) f '

1 si \¡> (w,u,v) I

en los demás casos

Se tiene:

g(w,z)eA'< = > g(wrz)E/ (w ẑ)
- . 3<— > 3u 3 v (Du<= A a Dvc A * 'Pg (WfZ) (g(w,z),u,v)+)

=> 3U 3 v (D̂ ci A a Dvc K a \pz (w,u,v) +)

w ei/" WeB, con lo que B<A' vía g.

Así pues, si h es una función recursiva que verifica 
<J>h(z)(x) = g(x,z) , se cumple b) .

c) Si B^A' via <t>lf entonces Vx(xeB <«=> ^ ( x JeA') ,

con lo que, si zq es el índice que verifica TH 13 b, se 
tiene:
V x (xeB <==> ^(xJeW^ ) .



25

Sea g una función recursiva e inyectiva tal que

gd)
1 si <f> j (x)

(x) = °
+ en los demás casos

Para todo x se tiene:

x eB < = >  ^ ( x j e w ^  <==> , q . e . d .

CRL 22a a) VACABA')1
b) 91 VA(A«A') vía ♦j. 

DEM. :
a) Inmediato, pues A^A.T
b) Sea zn tal que 

1 si xeA
, A (x) =

t en los demás casos

Puesto que A = , se sigue de TH 22 b que A-A
Z1 1

vía 4>, . w  siendo h y z- independientes de A. h(z1) J 1

CRL 22b Para todo A se verifica;

A < A' < A2) < A3)1 1 1 < A 1

DEM. ;
Inmediato a partir de CRL 22a, TH 14, TH 19 y TH 18.

CRL 22c AiB — > A'iB'.T i
DEM. ;

Ai B T => A' el. => A'^B' 1
CRL 2 2d A¿B — > A'<B' .1 1

DEM. :

Inmediato a partir de CRL 22c y TH 19,
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DF 27

DF 2 8

TH 2 3

CRL 2 3

TH 24

+ 6 Se 
mente

COMPLETITUD

Para todo m>o, un conjunto B es £A -completo si:

a) Be £A ,m

b) Vc(Ce£A —̂ > C¿B)+6 .m i
Definición de conjunto nA -completo, dual de DF 27.

Abreviaturas
• 0 - ,incompleto en vez de incompleto. 

nm ~completo en vez de n^-completo. 

Trivialmente se verifica:

Para todo n, A, B

a) si B y C son z -completos, entonces B^c ;n 1
b) si B y C son n -completos, entonces B^C .n 1

Dos conjuntos £ n-completos 0 Tl^-completos son recur­

sivamente isomorfos.

DEM. :
Inmediato a partir de TH 23 y TH 20.

n) APara todo n>0 y todo conjunto A, A 'es ^-completo.

DEM. :
Por TH 16, An)e£A . Además: n

n = 1; Si Bei^, existe un x q tal que B = f con lo que
xo

para todo x se verifica:

x eB < = = >  xeW^ < = = >  0,(x,x )«A* . Puesto que A*^A' x z o 1

(cfr. TH 21), B4A' .
' 1

llama aquí conjuntos £ -completos a los que más precisa-
Ahabría que denominar conjuntos £n~l-completos.
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An = p+1: Si Be£p+1, por TH 12 existe
A CCeZp y BeE^ . Puesto que por la

C es 1-reducible AP  ̂, se sigue de 
por tanto, según TH 22, B<a p+^ .

CRL 24 Un conjunto B es Z^-completo si y

CILINDROS

DF 29 B x C = { z / a21 (z)e B a cj22 (z) eC}

DF 30 Un conjunto A es un cilindro si y
conjunto B tal que A = B x N .

TH 25 A es un cilindro si y sólo si para todo C se verifica:

(CíA — > CíA) m 1
DEM. :

(1) A es un cilindro (hipótesis)
(2) CíA via f m (hipótesis)
(3) 3 B 3*3(9 biy. y rec. y Vx(xeA <=> a21.g(x)é B)) (1)
(4) xeC <— > f(x)eA <==> a2l.g.f(x)eB (2),(3)
(5) Definición: h(x) = a2 (a21,g .f (x), x)
(6) o21.h(x) = a21»g•f(x) (5)

Con esto se tiene:
xeC <==> a21.g.f(x)eB por (4)

< = >  a21.h(x)eB por (6)
< > o21.g.g ,h(x)eB
< =  => g 1 .h (x) eA por (3)

con lo que C es 1-reducible a A.

un conjunto C tal que

hipótesis de inducción 
Ap ^

TH 11 que BeZ^ y, 

solo si B=0n  ̂,

sólo si existe un
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( 1 )  V B (Bí A — > B^A)m 1
(2) A x N =ó Am
(3) A x N < A1
(4) A A x N
(5) A = A x N

(hipótesis)
(pues ze A x N <— > a21(z)eA)

(1) (2)
(pues zeA < = >  02 (z ,O)eA x N) 

(3) (4) (TH 20)

TH 26 Un conjunto A es un cilindro si y sólo si existe
una función recursiva g tal que para todo x se verifica

CDX ^ 0 A Dx cA) — > g(x)eA-Dx

<Dx f $ A DX CÁ) — > g(x)£A-Dx

DEM. í

Sean B y f (f recursiva y biyectiva) tales que 
A s. B x N vía f, es decir:
(1) V x (xeA <===> a21<f(x)eB)

Sean además:
(2) Du j t 0
(3) UQ = yz (ZeDu ) 

• -1

(hipótesis)

(hipótesis)
(definición)
(definición)

:-l
(4) nQ = yn(f ,a2 (a21.f(uq), n)>u)

(obviamente existe n ^ r al ser f J' y g2 inyectivas) 
Se tiene:

D c A u => u fA O
■> o21.f(uo)eB

=> o0 (a01.f(u ), n ) eB x N2 21 O O

=> f 1, o_ (on1 , f (u ) , n ) eA 2 21 o o

por (3) 

por (1) 

por DF 29

pues A = f ^(B x N)

■> £ .o2 (o21.f (uQ) , no)EA-Di por (4)



Análogamente:
29

D C A u l e 0 m >\ por (3)

---> °21'ftuo,cB por (1)

— > a2 (a2i*f (u0^  n0 } eB x N = B x N por DF 29

---> f_1.a2 (a21*f CuQ ), nQ ) e K pues A = f ^(B x N)

---> f-1.o2 (o2i.f (uo ), n0U A - D u por (4).

Así pues, la función buscada g viene definida por la 

igualdad
g(u) = f 1. a2 (°21•f(u q )f nQ)•

Se demostrará que si existe una función recursiva g 

tal que para todo x verifica:

(1) (Dx / 0 a DX C A > — 5> g(x)eA-Dx

(2) (Dx / 0 A Dx CÁ) — => g(x)eA-Dx ,

entonces para todo C se verifica:

Cé A — > C& A , m 1
con lo que A es un cilindro según TH 25.

En efecto, sea f tal que

(3) CÍA vía f.m
Sea h la función:

h (0) = f (0)

rf (x+1)

h(x+l) =
9<xn>

si
(

si <

f(x+1)/ {h (0) ,h (1),. 

f(x+l)e {h (0) ,h(1),. 

Dx = {f(x+1)} y
o

Li+1 Dx ^ {g (xi)} i
n__= __1 1 i  (  n  t v  . } J__(  h  { fl ^

.,h(X)}

. ,h(x) } y

y

___ . h ( y ) \ )
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l*)

LEMA

Ante todo demostraremos que h es una función total, 
para lo cual será suficiente probar:

Vx Ü i(g(xi)/{h(0) ,h(1) ,. . . ,h(x) } .

Para ello se demostrará por inducción el siguiente

Para todo x y todo n se verifica:

X+leC - > (D c. A A g (x ) eA-D ) x  ̂ n xn n
X+leC == >  (D <- A A g (x ) eA-D ) x 3 n xn n
En efecto:

n = 0: x+leC ==> f (x+1)eA — — > D d Axo
— => (D C. A a g (x ) eA-D ) 

o o
x+leC---> f (x+1) eA =—> D d. A

Xo
==> (D c a A  g (x ) eA-D ) .

o o

n = p+1: x+leC = >  (D c A a g (x ) eA-D ) (hipót. induc.)
XP P XP

=— > (D C A A g (x +1 ) e A -D
Xp+1 p 1 Xp+1

x+1 C = = >  (D C A a g (x ) eA-D ) (hipót. induc.) x P x cP v P

=> (D C A a g(x .. ) eA-D
V i p 1 V i

Del LEMA se sigue que

V x Vn (g (x ) ¿D )3 n xn
con lo que los elementos g(xQ), g(x^), ... son todos dis­

tintos (pues Dx = (f(x+1)fg(xQ),g(x1) , ...,g (xn_1)>), de 
n

donde se sigue (*).
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A continuación se probará:

C¿A vía h.
1

En efecto: De la definición de h se sigue que es recursiva

e inyectiva. Para demostrar que para todo x se verifica

xeC <==> h(x)eA

se considerarán tres casos.

a) x = 0

b) X f 0 y fCX)/ {h(0),h(1),...,h (x-1)}

c) X t 0 y f(x)e {h(0),h(l),...,h (x-1)} .

a) OeC < = f (0)eA <---> h (0)eA

b) XeC < =- ■— > f (x) eA <---> h (x) eA

c) xeC = > g(xn )eA (por el LEMA) ---> h(x)eA

x¿C = > g(xn)¿A (por el LEMA) = = >  h(x)/A

TH 2 7 Para todo conjunto A, a “ es un cilindro.

DEM. :
Por definición,

A = (z/ a21(z)eAa22 ^  a= {z/ °21U ) e W ^ (¡¡)
a22 ( z )~1 )

} .
21

Para todo n ^ 0 se definirá: u = yz(zeD ).
o u

Sea h una función recursiva tal que 
B
r21 '“o'

h ( u ] (x) =
1 Si *o„(u ) (a21(uo)) +

+ en los demás casos.

Sea M una máquina de Turing que contenga la fila
,u0 * * 0  y sea M ^  = M Mh(u)' con ^ue ot,viamente 

se verifica:

V u (g (u) > u)
V B U B ,__v = * ? , . )  .



Se tiene:
c 22 (U0)-1 )

Du c A“ — > > V A“ — > °21 (uo) EWo21 (uq)

o22(u0)-l)
,Ah (u) es total

.°22(uo) 1) A
’g (u) es total

9 (u)eH^(u)
°22^Uô  1 ^

=> g(u)eAa22(uo)}

o2 (g(u), a22(uQ))eA

Además, puesto que

V x\/y(a2 (x,y) = 2X (2y+l)-l) > x) 

se tiene que

®2 (g(u), °2 2 (uo )) g(u) > U '

con lo que

°2(g(u)' 022(uo)eA“‘Du •

Análogamente:

D C A11* > u /A^ ---> a01 (u )u O ”  ~ "
<t22<Uo )_1 >

21 ° °21(Uo)

a°22(uo)-1 >
W?. ,h (u)

a22(uo} 1 *
= 0 — > <¡>

9 ( u ) ^ ( u )

a22^Uô  1 *

g (u)

> g(u)/A

= 0

° 2 2 ( uo ) )

o 2 ( g ( u ) ,  °22 (uQ) )/Aw —  > a2,(g(u), a22 (uq) ) eAu-Du

A es un cilindro.Así pues, de acuerdo con TH 26
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PRODUCTIVIDAD Y CREATIVIDAD

DF 31 Un conjunto A es productivo si existe una función
recursiva parcial \p tal que para todo x se verifica:

W c A = = >  (i|i(x)+ a <Jj(x ) eA-W )
X X

TH 28 Para conjuntos cualesquiera A, B se verifica: Si
AeZ^ y A u B  es productivo, entonces A es productivo.

DEM. :
Sea i|j una función productiva de A u b  y sea h una 

función recursiva tal que

Wh(x) W U  B .
X

Se tiene:
Wx C A — > Wh(x)C A U B  — >  ̂(x) e (AWB)-Wh(x)= A v B - W ^  B= 

A n W a  B < A-W .
X  X

DF 32 Un conjunto es creativo si pertenece a la clase
y su complementario es productivo.

El siguiente teorema, debido a Myhill, es bien cono­
cido:

TH 29 Un conjunto es creativo si y sólo si es E c o m p l e t o .

DEM. :
Ver Prida (1974), pp. 14-15.

De TH 29 y CRL 23 se sigue inmediatamente:

CRL 29 Todos los conjuntos creativos son recursivamente iso-
morfos.



34

CLASES DE FORMULAS ARITMETICAS

El conjunto de fórmulas aritméticas se definirá a 
partir de un lenguaje basado en un alfabeto S con las si 
guientes clases de símbolos:
Variables: x, y, z, x^, x^, ...
Constantes: 0 (cero).
Funciones con un argumento: s (sucesor).
Funciones con dos argumentos: + (suma), . (producto). 
Predicados: = (igualdad).
Simbolos lógicos: -\ (negación), v (disjunción), 3 (cuanti 
ficador existencial).

El conjunto T de términos se definirá mediante las 
reglas:

rl Todo símbolo de variable de S pertenece a T.
r2 OeT.
r3 Si teT, entonces steT.
r4 Si t^eT y t 2 ^, entonces +t1t2eT ^ •TlT2eT*
Abreviaturas:

(t^+t 2 ) es una abreviatura de + T ^ T 2  '

T̂1*T2̂  eS Una akrevi-atura de *t it2 *
A partir de T se define el conjunto F de fórmulas 

mediante las reglas:
rl Si x ^ e T  y t2 Ĉ ' entonces = T lT2 eF
r2 Si a e F , entonces - | a£F.

r3 Si a eF y a e F , entonces Va BeF.

r4 Si a eF , entonces para toda variable x 3 x o e F
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Abreviaturas:

(t1 = t0) es una abreviatura de =t t 1 2 1 2
(a+8) es una abreviatura de +ag.
(a.B) es una abreviatura de . a$.
(a a 8) es una abreviatura de nh a  v ~1B) •
(a a 8 a y ) es una abreviatura de ( (a /\8) A y )•
V xa es una abreviatura de-iBxna.

Una valoración es una aplicación del conjunto de sím­
bolos de variable de S en el conjunto de los números natu­
rales .

Si v es una valoración, x un símbolo de variable y
a un número natural, entonces va es la valoración:x
v (x) = a x
va (y) = v(y) para toda variable y distinta de x.

Sean respectivamente 0, +, . el número natural cero 
y las funciones suma y producto de números naturales.

El valor de un término t en una valoración v es el 
número natural v(x) definido por las igualdades:

Si x = 0, entonces v (t ) = 0.
Si t = x (x: símbolo de variable cualquiera), v(x) = v(x).
Si t = sp, entonces v(x) = v(p) + 1.
Si x h (x1+x2) , entonces v(x) = vfx^ + v(x2).
Si x = (x .x ), entonces v(x) = víx^ . v(x2).

Sea I la interpretación "standard" del lenguaje 
definido (i.e.: la interpretación I tal que T (0), J(s), I (+), 
X(.) y J (=) son respectivamente el número natural cero, las 
funciones sucesor, suma y producto de números naturales y 
el predicado de igualdad de números naturales).
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El valor de una fórmula a en la interpretación "stan­
dard" I para la valoración v es el elemento J (a) del con­
junto {v, f} (verdadero, falso), definido por las igualdades:

Si a = (t  ̂ t 2  ̂ ' entonces Iv (a)
v si v (t1) = v (t2)

f en los demás casos

(v si Iv (B) = f
Si a = iB, entonces I (a) =

v

Si a = 3x6, entonces Jv (a) =

V en los demás casos

Jv
si

—
/ en

V si I aVX
f en los

Sea C el conjunto de sentencias aritméticas (fórmulas 
cerradas de F). Obviamente se tiene para toda fórmula aeC 
y para valoraciones cualesquiera v, v' que I^ía) = í^,(a) 
Este valor común de una sentencia a en la interpretación 
"standard" I para cualquier valoración, será denotado por 

K a )  •
El conjunto de sentencias aritméticas verdaderas V 

será definido mediante la igualdad:

DF 33 V = (a /aeC y 1(a) = v }
DF 34 F = C - V (conjunto de sentencias falsas)

Sea X un conjunto de axiomas de la aritmética y R un 
cierto conjunto de reglas de derivación. Sea V— la relación 

de derivabilidad, i.e: l— a significa que la fórmula a es
derivable a partir de X mediante las reglas de R.
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Los conjuntos R y X se dejarán indeterminados/ exi­
giéndose únicamente la consistencia del sistema y que sean 
representables en él las relaciones recursivas, es decir que 

se verifique:
1) Para toda relación recursiva PcNn existe una fórmula arit­
mética ctp con n variables libres tal que para todo £ se ve­

rifica :

P£ “pUj/ g2 '
.. . ,Çn)

P £ =*• “»apU^ C2 '
donde son los représentâtes formales de xp,
x„, .../ x (i.e.: si x.= 3, entonces Ç . = sssO) .2 n i i
2) A partir de un índice de la función característica de P
se puede encontrar efectivamente otp (pueden verse detalles
en Gó'del (19 31) ) .

DF 35

DF 36 
DF 37 
DF 38 
DF 39

D = (a/ aeC y h-a} (conjunto de sentencias derivables)

R = (a/ aeC y |-ia} (conjunto de sentencias refutables)
I = S - D - R (conjunto de sentencias indecidibles)
Iv = I n V  (conjunto de sentencias indecidibles verd.) 
Ip = InF (conjunto de sentencias indecidibles falsas)

De la consistencia del sistema y del conocido teorema 
de incompletitud de Gddel se sigue que los conjuntos de sen­
tencias aritméticas definidos pueden ser representados me­
diante el esquema:

< -------  v ------- ><-------  F ------—>
i-----------1------------- 1------------- 1----------- »

<   D  ><  ITT  ><  I_  ><  R  >
V r

< i ->
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Sea g una aplicación biyectiva y efectivamente com- 
putable del conjunto de las sentencias aritméticas en el 
de los números naturales (para detalles ver GÓdel (1931)).
La sentencia g (̂x) será denotada por o^. En lo sucesivo 
se identificará un conjunto de sentencias A con el conjur- 
to de números naturales {x / a^eA} y una fórmula a con g(a) .

CLASES DE SENTENCIAS ARITMETICAS EN LA 1-REDUOIBILIDAD

TH 30 Los conjuntos V y Iv son cilindros.
DEM. :

Sea D el conjunto no vacío de fórmulas {a., a , ...,a u l 2 n
y sea f la función recursiva tal que

f(u) = (ct^A a ̂  a ...a an A A a2 A • • • A an)

Obviamente se tiene:

D C V — > f (u) eV-D u u
D c V — > f (u) eV-D . u u

Así pues, por TH 26, V es un cilindro.
Igualmente se tiene:

Dud v = InV — > f (u)< Ifl V = Iv .

Además, si D^c Iv = DyF se tiene:
Caso I: {a „ , a„, ..., a }cD . Entonces 1 2  n
f(u) = (a1 A •• •A “n A «1 A • ••A “n)eDcIv-
Caso II: (a., a_, ..., a } ¿ D. Entonces existe un i (1  ̂i ̂  n) 1 2  n
tal que a^eF, con lo que f(u)eFc Iv.

I es, pues, un cilindro.



39

a) V = F
b) H < II

I

H TI

c) D E  R .

DEM. :
En los tres casos la función f tal que f(a) = na de­

muestra la 1-reducibilidad en ambos sentidos. El teorema 
se sigue de TH 20.

De TH 30 y TH 31 se sigue inmediatamente:
CRL 31 Los conjuntos F e Ip son cilindros.

El siguiente teorema es bien conocido:
0TH 32 El conjunto D es E^-completo.

DEM.: Ver Prida (1973). La prueba consiste en demostrar 
que D es creativo.

CRL 32 D = R = 0 ' .

TH 33 El conjunto I de las fórmulas indecidibles es JÎ -
completo.

DEM. :
Puesto que Del^ , R = D y I = Dv R, Iell̂ .
Siendo D E^-completo (cfr. TH 32) es también creati­

vo (cfr. TH 29). Así pues (cfr. CRL 32), R es creativo y 
R productivo. Puesto que R = I vjD, de acuerdo con TH 2 8 
I es productivo y, en consecuencia, I es creativo. Así 
pues, por TH 29, I es E^-completo y, en consecuencia, I 
es n^-completo.

CRL 33 I = íF = D



40

TH 34 Para todo n y toda relación recursiva RcNn puede en­
contrarse efectivamente una fórmula aritmética con n varia 
bles libres aR (xlf x^, . .., x^) tal que para toda n-pla
de números naturales k., k„, k se verifica:1 2  n

Rklk2 " ' kn <“ "> “r <k1' k2' •••' "n’ tV’
donde k -̂/ k . .., Kn son respectivamente los representan­
tes formales de k., k-, ...,k .1 2 n
DEM. :

Sea ctR el representante formal de R. Se tiene:

Rkl*‘’kn ™ >  H  “r  ̂Kif • • • ' Kn) — > aR(Ki' -..FKn)eDcV

Rk.. . .k = >  \--ia_ (<. / . . . , k ) = >  a (k. , . . . , k ) eRcV.1 n  ̂ R 1  n R 1  n

DF 40 Una fórmula prénex es una fórmula aritmética con la
forma Q1x.Q_x_...Q x B, donde Q. , . Q son cuantifica-1 1 2 2  n n  1 n
dores y 3 es una fórmula sin cuantificadores.

El siguiente teorema, cuya demostración es relativa­
mente trivial, es perfectamente conocido:

TH 35 Para toda fórmula a puede construirse efectivamente
una fórmula prénex con el mismo número de variables libres 
B tal que para todo k ,̂ . .., (representantes for­
males de números naturales) se verifica:

aÍK., K-, ..., K ) eV <==> B(<w Knr •••/ K ) eV1 2  n 1 2  n

TH 36 Para todo n se verifica: V.m
DEM. :

Por TH 16 b), para todo n puede encontrarse efecti­
vamente un y tal que para todo x se verifica:
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xe0n) <— > 3x 1 V x 2 ... T^yxx1...xn .

Por la recursividad de puede hallarse efectivamente 
una fórmula a tal que para todo y,k,k^,k2,...,k se ve­
rifica :

T^ykk1...kn <--- > a(u, k r k 1f . .., Kn)eV

(cfr. TH 34). Así pues, para todo k se tiene:

ke0n  ̂ <— > 3x 1V x 2 ... a (u, k , ..., xn) eV .

CRL 36 0W4 V .m
DEM. :

Por TH 36 para cada n puede encontrarse efectiva-
n )mente una función recursiva tal que 0 ^ V vía g^.

Sea f la función recursiva tal que para todo x

f(x) = go22(x)(o21(x>)-
Se tiene:

a „ ( x ) )

xe0 < = >  a21 (x )e0 -> go22(x) (o21(x))eV *---*
f (x) eV.

TH 37 V <■ 0W .
m

DEM. :
Sea a una fórmula cerrada cualquiera y sea 

3 = Q^xi***QnxnY una formula prénex equivalente a a (i.e., 
que verifique la equivalencia formulada en TH 35). Sea C 
el conjunto

íx / 3 yC^x . . -Qnxn 3 z (y a x  = x a y = y * z = z) } ,

donde x, y, z son variables distintas de x1( x_, ..., x .J 1 2 n
Obviamente se tiene:
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a eV 

a/V

=> BeV 

=> B¿V

=> CeN 

=> C = 0

=> OeC

=> o / c

Puesto que y es una fórmula sin cuantificadores en 

la que aparecen exclusivamente las funciones recursivas 

+ , . , s y el predicado recursivo =, puede encontrarse efec 

tivamente un índice de la función característica de la re­

lación (y a  x = x A y = y A z = z )  (para detalles ver Her- 

mes (1965)) y a partir de él (por TH 4 b) un E^-índice de 

la relación 3z(y A x = x A y = y A Z = z ) . A  partir de

este índice puede encontrarse efectivamente un E^-índice jm
de C para un determinado m (que depende de las alternancias 

en la sucesión de cuantif icadores * *^n^ ^ que Pue~
de ser calculado efectivamente). A partir de j y m (por 

TH 17 b) puede encontrarse efectivamente un z tal que
pm-U

c = v rz

Con esto se tiene:

ot eV <= => OeC <= => OeW
m-1)

 ̂ (a0 (0 , z ) ) eW / /r\ \ \21 2 ° 22 a2 ' z ' '

<— > o 2  (0 , z ) ef?m) <— > 0 2 ( a 2 ( 0 , z )  ,m)

CRL 37a V e 0 ^ ,

DEM. :

Por ser V y 0 cilindros (cfr. TH 27 y TH 30), de

CRL 36 y TH 37 se sigue por TH 25 que V = )JW . El corolario

se sigue por TH 20.

Vn (V / E u n  ) n n
DEM. : Inmediato, ya que lo contrario implicaría ,

CRL 37b
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THí 38 Iy ¿ V .

DEM. :
Sea g una función recursiva tal que D ̂  V vía g (la 

existencia de g es consecuencia de que D = 0' ~ = V)
y sea f la función recursiva f (a) = o a ng(a) . Se proba 
rá que 1^ ̂  V vía f. En efecto:

ctelv — > aeV Y a^D — => aeV y g(a)¿V =====> (a * ng (a ) ) eV.

a/I —  > a£D ó «eF;

aeD =— > aeV y g (a) eV — > (a A ng (a) ) eF ==> (aMg(a))/Iv;

aeF — > aeF y g(a)eF — > (ctAlg(a))eF =— > (a A ng (a) )/Iy .

TTH 39 V 1 IV *

DEM. :
Sea 8 una fórmula indecidible verdadera fija y sea 

f(a) = (a a 8). Se probará que V ^ I vía f. En efecto:

o e V ---> (a A 8) eV = = >  ((aA 8)eD o (a A 8)el^) > (a a 8) el^
(pues (a a 6) eD = = >  BeD, absurdo).

a¿V = >  (a a 8)/V = >  (a a 8)/Iy«

CIRL 39 V e I .

Resumiendo los resultados obtenidos en TH 31, CRL 32 

CRL 33, CRL 36 y CRL 39 se obtiene la siguiente

CCONCLUSION:
V E F E Iv 5 IF 

0' E D E R

r = i .
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