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1. - Introducción. Desde que el hombre está sobre la tierra; ha in­
tentado relacionar los multiples fenómenos que desde ella se observan 
para tratar; ya sea de predecir cuando determinados fenómenos iban a 
tener lugar, ya de influir sobre otros con el objeto de lograr que, / # A isu evolución estuviera mas en consonancia con los deseos de la huma­
nidad. Las relaciones 6 dependencias entre distintos fenómenos se 
han construido mediante funciones 5 relaciones matemáticas; para lo 
cual se han utilizado distintas técnicas. Una de estas, de gran de­
sarrollo actual, está constituida por el análisis de conglomerados 
6 clustering; que trata de agrupar elementos teniendo en cuenta cier­
tas medidas de semejanza entre ellos. En el presente artículo nos 
ocuparemos de los conceptos fundamentales de estas técnicas; así co­
mo de la construcción de diversos algoritmos de métodos de conglomc- 
rados subdominantes; tales como el ultrametnco y los k-ultrametneos 
fuertes.» u-diametricos y obtención de conglomerados.

2. - Definiciones Fundamentales.
En el articule supondremos que vamos a construir 

grupos ó conglomerados sobre un conjunto P = { P ^ ..,Pn > de n ele­
mentos; para ello disponemos del conocimiento de alguna medida de de­
semejanza ó distinción entre los elementos de P; y esto nos lleva a 
los siguientes conceptos:

Def 1. Un coeficiente de desemejanza sobre P
es una función

d: PxP-----R+
que cumple las dos condiciones siguientes.
PCI d(P^,P^)=0 para todo P^eP
PC2 d(P^,Pj)= d(Pj,P^) para todo P^,Pjt P

Llamaremos ^j(P)={ d/d es un coeficiente de dese­
mejanza sobre P4

Para todo he R+ definimos el siguiente conjunto

rd(h) = í (Pi ’Pj) ' d(Pi»Pj>-£h; Pi ’PjG P}

y es evidente que r^(h) es una relación binaria^ reflexiva, y simé­
trica sobre P, mediante la siguiente definición:
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Llamaremos TI (P)={ r/r es una relación binaria 
reflexiva y simétrica sobre P }

Él concento definido, a continuación nos sirve pa- ¡ 
ra relacionar ^  (P) con otro nuevo vonjunto; y poder obtener de esta 
forma una visión más amplia del concepto de coeficiente de desemejanza

Def. Un conglomerado estratificado numéricamente; (CEN) es una
aplicación

r: (0 ,°° )-----> Z (P)

cumpliendo las tres propiedades siguientes:

I Pata todo h,h e(j),ro) con hí h* se cumple que rCh)^r(h’)
II Existe un h de tal forma que si h * h , entonces r(h)=?xP
III Para todo h>0, existe un ó(h)> 0 tal que r(h)=r(h+ 6(h) )

Llamaremos CEN (P)={ r/r es un CEN sobre P}; |
y construiremos dos aplicaciones inyectivasentre los conjuntos (P) 
y CEN (P) que probará que ambos son biyectivos, viniendo dadas estas 
por:

T; ]g(P)— *CEN(P)
T: d — $>T(d)(h)= r( h)= {(a, b) / dC a ,b) * h) 

y evidentemente T es inyectiva; y

U: CEN (P)-- *£(P)
U:r<--^Uír) (a,b)=inf {h/(a,b)e r(h)}

Biendo también evidente que U es inyectiva.

A veces nos interesa reducir el conjunto (P) 
de coeficientes de desemejanza a otros más pequeños; lo cual lleva 
consigo una reducción del conjunto CEN(P) mediante la biyección 
existente entre ambos. Si llamamos

U(P)= (r/r es una relación de equivalencia sobre P}
podemos considerar únicamente los C.E.N. cuya imegen está contenida 
en U(P); recibiendo entonces cada elemento el nombre de dendograma.

Por tanto un dendograma es un C.E.N. cuya imagen 
esta contenida en U(P); y si llamamos [̂)0(P) = {r/ r es un dendograma) 
el subconjunto de t^(P) biyectivo con 0°(P) que llamaremos ©£) (D, 
es el de las ultrametricas sobre P; ya que para todo h^O

r(h)=í (a,b) / a,be p y d(a,b)$ h )

es una relación de equivalencia sobre P; para lo cual se necesita que 
d cumpla la siguiente propiedad:
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Para todo a,b,ce P d(a,b)¿ max (d(a,c), d(cyb)}
Def. Un coeficiente de desemejanza es una ultramétrica si cumple 
la propiedad anterior.

Para la comprensión del metodo de conglomerados 
subdominantes necesitamos los siguientes conceptos:
Def.1 Diremos que un coeficiente de desemejanza d̂  domina a otro 
d2 , si para todo a,b£P se cumple:

d^(a,b) í d2(a,b)
También diremos que está dominado por d^
Def.2 Un subconjunto Y C-^(P) se dice que está acotado, si exis­
te un coeficiente de desemejanza d^, de tal forma que para todo 
de Y , d^ domina a d.

Si Y está acotado definiremos (sup Y)£^(P)
como

(sup Y)(a,b)= sup{ d(a,b)} 
dcY

Def. Un subconjunto ZC^ÍP) se dice que es cerrado, si para todo . 
YCZ acotado se tiene:

sup Y e Z
Def. Un método de conglomerados subdominante consiste en elegir un 
subconjunto Z de ^(P) cerrado, y en construir partiendo de un 
dfc ^(P) un d^e Z de tal forma que:
d^= sup(Y)= sup (d'/d1 es dominado por y d't Z}

Hasta aquí hemos visto únicamente los conceptos y 
propiedades relacionados con los coeficientes de desemejanza; vamos a 
ver a continuación los conceptos relacionados con la construcción 
efectiva de conglomerados.
Def. Un conjunto de conglomerados sobre P, es una ¡familia J\, de 
subconjuntos de P de tal forma que P=U A; y que en no existan

AeJk
dos elementos A^ y con A^ i y A ^ C  2̂*

El conjunto de conglomerados se llama jerárquico, 
si la familia es una partición de P; y no jerárquico en otro caso.

Sea reE(P). Un subconjunto M de P, es enla­
zado maximal para r si cumple las dos condiciones siguientes:



I_. Para todo a,b e M, (a,b) e r

II. Para todo a / M, existe un b e M de tal forma que (a,b) i r

Sea d un coeficiente de desemejanza para P.

Def. Un conjunto de conglomerados para el par (P,d) a nivel h, 
donde h e R+ , es la familia de conjuntos enlazados maximales de la 
relación r(h)= {(a,b) / a,b e P y d(a,b) $ h}
Es evidente que el conjunto de conglomerados definido anteriormente 
lo es para P; como también es evidente que si d es una ultramétri­
ca, entonces la familia anterior es una partición de P; formando en 
este caso esta familia un conjunto de conglomerados jerárquicos.

En general los conglomerados obtenidos a partir 
de un coeficiente de desemejanza cualquiera d, no tienen buenas pro­
piedades; de ahí que se construyan los conglomerados en algunas oca­
siones a partir de algún elemento de un cierto conjunto A, que dé 
lugar a conglomerados con buenas propiedades; quedando así justifica­
do el interés de los métodos subdominantes; que construyen un coefi­
ciente de desemejanza d^ perteneciente a un cierto conjunto Z, a 
partir de un d cualquiera perteneciente a ^(P).

Aquí estudiaremos los métodos ultramétrico y 
K-ultrametrico fuerte, u-diamétricos y la obtención de conglomerados.

3 Método subdominante Ultramétrico«

Estudiaremos en este apartado algunas propiedades 
de la ultramétrica d; así como un algoritmo que construye la máxi­
ma ultramétrica a partir de un coeficiente de desemejanza cualquiera.

PR0P0S1Ci0N. El numere máximo de valores diferentes que puede
tomar una ultramétrica definida sobre un conjunto P de n elemente? 
es n-1.

DEMOSTRACION . por inducción.

Suponemos que P=
sos a) d(P1 ,P2)=d(P2 ,P3)=d(P1 ,P3) 
sición; ó por el contrario dos de las desemejanzas son distintas; que 
por comodidad supondremos que son d(P^,P2)¿ d(P2,Pg); en este caso

d(P2>p3
y el numero de valores diferentes de d son 2
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)=r.a-td(p1,p2> d(P,,P .u

y puede darse dos ca­
en cuyo caso es cierta la propo-

Supongamos ahora cierta la proposición para n y 
la demostraremos para n+1. Sean P1,P2 ,..., Pn+1 los elementos de 
P; y por inducción el siguiente conjunto:

D =  í  d  ( l p. ) / l^s 1=1.2 nin: s = 1.2
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ene a lo más n-1 valores diferentes.

a Dn+1={ d(Pn+l’P l) ' 1=1»2 >-••»n} y”6 bien Dn+ l £  D 
n lo cual Car(DUDn+1)=Car(D)í n-l< n; 6 bien existe P1q de forma 
1 que d(Pn+1, flo># D; en este caso como

d(Pntl-P16) 11 d<Pl o > V  1 5 n
valor d(Pn+^,P^) queda definido por la formula

d(pntl,Pi)= max [d(Pn+1,Plo), d(Plo,Pp]
como consecuencia el conjunto D U Dn+  ̂ que coincide con la ima- 
n de d, tiene como máximo n elementos diferentes.

,f. Diremos que un valor v^=d(P^»Pj^> de Ia ultramétrica d, es 
ducible a partir del conocimiento de los valores V’’=d(P. ~ >P • &) y

¿ ¿ J-.&

raíp p ) si satisface las siguientes condiciones: 
i  ̂ i3’ j3;

V 4 V v2 ' v 3

'* En los indices Í2,j2,i3,j3, , hay dos de ellos que son iguales:
.endo los otros dos iguales a i^ y jl respectivamente.

. suponemos que ±2 = ^1* 32 = 33 y j 3 = 31 tenemos:

d(Pi l > ' V  * m a X [d(Pi 2 > V *  d(Pi3>Pj3>]

a ahora D C  Imagen (d); siendo d una ultramétrica.

¡finimos a continuación los siguientes conjuntos:

S^={V/V es un valor de d, deducido a partir de D)

endo D. = U con D = D i 0; y por recurrencia en k obtene-1 o 1 o ■> J r

>s;:

S^= {V/V e Imagen (d); y V es deducido a partir de un elemen-

V1 E Ck-1 y un v2 e sk-i> y V Dk-i 11 skja

Es evidente que poniendo Sq = D i 0; para todo

i 0 existe un k tal que S, i 0 y S, = 0o  ̂ ko J ko+1

Llamaremos al conjunto D, conjunto deducido de
< KO

t  _  j ______ j_________________ __________ \

o bien V. max [vv3]
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las s i g u i e n t e s ;

l3 Si CT D entonces axDocátp)
2- Si V es deducido de D, entonces 0) (DU{V}) = $J(D)

3- Si D contiene n-1 elementos d i s t i n t o s  entonces eóho

Llamaremos d . . =  d ( P . . P . ) ;  y vamos a íq i  ] d e f i n i r  la
operac ión  max (máximo) entre l o s  elementos de la  imagen de d como 
s i g u e :

d . ,  max d , . = max d . , , d . ,  í l  1} L * 1 ’ jlJ
s iendo  ev id ente  que es ta  operac ión  es a s o c i a t i v a  y conmutativa.

LEMA. Si d. . A  D y d. . c. (D) entonces -------- 1 0 3 0  t  J í o j o 1“
e x i s t e  una cadena de élementos de D, d. , d d .  .* í o ^ l  * i i x 2 ’ ’ im]o
t a l  que:

d. . = d. . .  max d . „ . 0 max.. ,.d- „ . max d. .i o ] o í o i l  i l i 2  im-lim im]o

Demostración Por inducc ión .
ko

Como ¿D(D) = D U (U S^) y kQ i 1 por  h i p ó t e s i s ,  vamos a s.uponei
que d. . £  S„ :  y en e s t e  caso e x i s t e n  d.xoq o 1 J ien primer lugar k= 1

o l

d. . £ D con d. . = d. , max d. . : por d e f i n i c i ó n  de S„l j o  iojo  í o l  l j o ’ K 1

Suponemos por in ducc ión  que e l  lema es c i e r t o  
para l o s  elementos de j*j , y le  probamos para l o s  elementos de

k = 1

°1 + 1 ‘

Sea d. . e S , , „  : por  d e f i n i c i ó n  e x is t e n  x o j o  1+1 ’ c

di o i *  di j 0 t a l e s  ^ae di o i  °  d i j 0 E s i»  y e l  o t r o  a Di* Sin 
perdida de genera l idad  podemos suponer que di 0q e y dq j 0 e

por l a  h i p ó t e s i s  de inducc ión  e x i s t e n  dos cadenas d. . .  d . „ . 0 d.  , * í'Oi 1 i  l i  2 . . . íml

y dl j l  dj 3 j o  taleS  clue:

d- , = d. . .  max d . . max . . .  d. . .  max d. í o l  í o i l  xlx2 im-l im i¿mi

d, . = d , . . max d . . . 0 max . . . .  max d. .J-PDO lDl  D1] 2 j s j  o

y s i  unimos las  dos cadenas obtenemos:
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»rm inan do  a q u í  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e l  Lema.
TEOREMA. Sea  d ^  \ D i 0;  d ^  e e n t o n c e s  e x i s t e  un

l em en to  d l s  e D de t a l  forma que:

¿ ) ( D U  ( d ^ )  - í d l s ) ) = 2 > ( D)

DEMOSTRACION. De l a s  p r o p i e d a d e s  1* y 2R ten em os :

(DU {di .} -  {dl s  } ) c 9 ) ( D U  { d ^  }) = 3 ( D )

a r a  d e m o s t r a r  l a  o t r a  i n c l u s i ó n  s e a  *** ^ imj una cac*e ~
a t a l  que:

d - . = d . . .  max d . . . „  max . . .  d. . .  d . . . n • • • d. . — d i e i ] -  n i  i l i 2  í m - l i m  i l i 2  un]  — ^ I S
s e a  d, = d. . t ; e n t o n c e s  d. . qu ed a  d e f i n i d o  p o r  l a  s i g u i e n -  l s  i p i p + 1  ip. tp+1

e f o r m u l a :
di p i p + l  d.  . .„ = d.  . „ . .„max . . .  d. .max d . . m a x  d.  . . . . . .  maxd.1 1 i p i p + 1  i p + l i p + 2  im^ ] i  n i  i p - i ú

■ t a n t o  d l s =<¡i p i p t i e £ ) ( m j  { d ^ t  -  < d .p i p t l ) ) y  de a q u í  

S b ( t » C $ (  DU {  ̂ } ) = ¿ ) ( D U  { d ^ }  -  í di p i p + 1 '>
c.a. d.

E s t e  t e o r e m a  nos j u s t i f i c a  que s i  a l  e l e g i r  e l  e l e -  
len to  mínimo en e l  s i g u i e n t e  a l g o r i t m o ;  e s t e  no e s  ú n i c o ,  podemos 
n c o r p o r a r  a l  c o n j u n t o  d^ t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  que s e a n  i g u a l e s  a l  
á n i m o .

j l p o r i t r o  p a r a  c o n s t r u i r  l a  máxima u l t r a m e t r i c a  d  ̂ dominada  p o r  un 
¡ o e f i c i e n t e  de d e s e m e j a n z a  di c u a l q u i e r a .

Es e v i d e n t e  que e l  c o n j u n t o  ( P) de u l t r a m e t r i c a s
is c e r r a d o ;  y p o r  l o  t a n t o  dado un d , e x i s t e  dQ t a l  que 

d Q=sup Y = s u p { d , / d '  dominado p o r  d y d '  e ^ ) ( P ) }  
e l  a l g o r i t m o  s i g u i e n t e  c o n s t r u y e  d^ a p a r t i r  de d k s i e n d o  D=ima-

L (d).
LGORITMO.

P a s o  1 Se e l i g e n  l o s  dos menores  e l e m e n t o s  d e l  c o n j u n t o  D;
s i  e s t o s s o n d . . .. y d . „ . „  co lo cam os  í l j l  J i 2  j  2

¿ ( Pj l > Pi l > = do CPi l - Pj 1 ) = < W  do <PÍ 2 - Pj 2 ) = d l ( P j 2 >Pi 2 )= di 2 j 2



24 D=D" ]di l j l , d i 2 j 2 ]

Dl ={di l j l , d i 2 j 2  } = {d l (Pi l , P j l ) , d l (Pi 2  , P j 2 ) }

Pas<o 2 S i  e x i s t e  un ^ » deduc i b l e  a p a r t i r  de s e

va a l  pa so  3 ; en o t r o  c a s o  s e  va a l  paso  4 ,

1 . 1 1Pas o  3 S i  d . . s e  deduce a p a r t i r  de d . , ,  d , .  tenemos:  ----------  13 v i l *  I3

d  ̂ .=max <T d f ,  , d K ^
1 1  i i l *  lDJ

V  Di u t d i j '

D= D- {diJj }

S i  D=0 e l  a l g o r i t m o  p a r a ;  s i  no se  va a l  p a s o  2

Pas o  4 . Se  e l i g e n  l o s  ^ i j G P» t a l e s  que

d . . = m i n  { d , . /  d , , e  D) y co lo ca m os  13 l k  l k  J
1 1  1d . .  = d . .  = d . . ;  D„ = D„ U { d . . }  y D=D-{ d . .  } p a r a  cada  e l e m e n t o
31 13 13 1 1 13 13

que cumpla l a  a n t e r i o r  i g u a l d a d .

S i  D=0 e l  a l g o r i t m o  p a ra  en o t r o  c a s o  s e  va  a l  p a s o  2 .

P r o p o s i c i ó n . d  ̂ es  l a  máxima u l t r a m e t r i c a  dominada por  d.

D e m o s t r a c ió n  Se a  d '  u l t r a m e t r i c a  dominada po r  d; y  s u p o n e ­

mos que e x i s t e n  un v a l o r .

d ' ( P . , P . ) < d 1 ( P . , P . )
1 3  i  !
. y 1 1de l a  c o n s t r u c c i ó n  de d , e s  c l a r o  que d ( P ^ , P j )  no es  i g u a l  a

d . •;  pues s i  f u e r a  e s t o  c i e r t o  d '  no e s t a r í a  dominada po r  d; p o r  
1 J 1

t a n t o  d ( ? ¿ > P j )  e s  un v a l o r  d e d u c i d o  y como c o n s e c u e n c i a  c d ' C P ^ v P O  

-d  ( P ^ , P j ) ;  l u e g o  d domina a t o d a  u l t r a m e t r i c a  dominada p o r  d.  

d  ̂ es  una u l t r a m e t r i c a .

p r o b a r  que
Sea  P^,P^eP y P^e P ; P^ i P^; P^^Pj  ̂ debemos

^ ( P i . P ^ é m a x  f d ^ P i . P j ) ,  d 1 t P 1 , P j )j-

La i g u a l d a d  a n t e r i o r  es  e v i d e n t e  en e l  c a s o  de

que o bien d (P. ,Po) ó d ( P , , P . )  fuese añadido a D. con po st eri  
•1 1 y  1 3 1

ridad a d1 (P^,P^).

Suponemos que d ( P . , P . )  f u e s e  a ñ a d i d o  a D1 , d e s -  

pues de que l o  f u e r a n  d (P^,P^)  y d ^ ( p ^ , P . ) ;  en e s t e  c a s o  de l a
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const rucc ión  de l  a lgo r i tm o  es c l a r o  que e l  máximo v a l o r  de l  conjunto 

a l  añadir  a e l  d1( P ^ , P j )  c o in c id e  con e l

máximo j^d^CP^ ,P^) ,d^(P^ ,P j ) J  

y por tan to

d1 (p i , pj ) =  max |d1(P i ,P1 ) , d 1( P 1 , P . r j

- 1y as i  d es una u l t r a m e t n c a .

U. METODOS SUBDOMINANTES K-ULTRAMETRICOS FUERTES.

De f . Una k -u l t ra m e t r i c a  fu e r t e  6 k -u l t ra m e t r i ca  es un c o e f i c i e n t e

de desemejanza que cumple l a  s i g u i e n t e  propiedad:

Para todo conjunto Sq P de k elementos y todo  

a ,b ep ; con a,b£S se t i en e

d (a ,b )  $ m a x { d ( a , s ) , d ( b , s )  / s e  S}

El método subdominante k -u l t ra m e t r i c o  c o n s i s t e  

por t an to ,  en c o n s t ru i r  a p a r t i r  de un c o e f i c i e n t e  de desemejanza 

d ; la  máxima k -u l t ra m e t r i c a  fu e r t e  d  ̂ dominada por d; y t i e n e  

como o b j e t i v o  e v i t a r  que dos e lementos formen conglomerados con 

k elementos separadamente; s in  e s t a r  lo s  dos elementos en un mis­

mos conglomerado.

Si def inimos ^)^.(P) como e l  conjunto de todas 

la s  k -u l t ram e t r i ca s  f u e r t e s ,  es ev iden te  que e s to s  conjuntos son 

ce r rados ,  de ahí  que tenga sen t ido  e s te  método subdominante.

Def!  Diremos que e l  v a l o r  ¿ L ( P . , P . )  de l a  k -u l t ra m e t r i ca  fu e r t e
-*■ i -  1

d^; construida  con e l  método subdominante a p a r t i r  de un c o e f i c i e n t e  

de desemejanza d, es deducib le  a p a r t i r  de lo s  va lo res

dl (F i ,Pi l )> dl ( P i ,Pi2 

cuando

d(Pi,P;5)imax{d1(Pi,Pil) , 
y en es te  caso se de f ine

,d1( P i ) P . k ) ; d 1( p . , P i l >

• • dl (P i > Pi k W IV Pi l ) ’ -

dl ( P i ’ Pj )=V

•>dl ( P i ' Pi k )

dl ( P j - Pi k , ,=V

ALGORITMO.

Sean P= { P j  ,P2 , . .  , P n ) ¡ d ^  = .P^ ) ;  D=  ̂/ , . .  , n - l ; j  = i + 1

Paso 1 Se e l i g e n  2k e lementos;  d ^ ^  ,di2 j2 ’ * * ,d i2k j2k  de

. . ,n)

D

cnrrml i p.ndn l a  s i  o in 'p n tp  r n n d i  n ’ nn ;
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Para todo j eD” i j i»• • * » 2kj 2k ̂ ‘tener:

dij 5 max {diljl»di2j2’* * *,di2kj2k} 
y colocamos:

di(p5i-pii)sdi(pii*pji)a dinjl
•D=D-{dilj1,di2j2,. . . ,di2kj2k)

Dl={dliljl,dli2j2* *’‘,dl Í2kj2k}

Paso 2. Si,existe un d^^ e D, de tal forma que

d..=max{d, } il ls

dls E D1

Colocamos D=D-{d^j) ; D^UÍd^^ } ; d^CP^ >Pj ̂ = <d±j

y se vuelve al paso 2- si D?^, en otro caso se para. Si no exis­
te ningún d^^ cumpliendo la condición anterior se va al paso 3.

Paso 3. Si existe un elemento d.. ̂ e D, de tal forma que existan 
k elementos psl>ps2>•••>Psk con

d^P-.P^) e D1; d ^ . F s i )  e D1 para 1= 1,2,.. }k se va al paso 4

si no existe ningún d^^ cumpliendo la propiedad anterior se va al 
paso 5.

Paso 4. Sea d- . el elemento encontrado en el paso 3, colocamos -------------  1 0 3 0
entonces:

dl<Pio>P5o)=dl(Pjo>Pio)::dliojo="'axtdl<Pi•PSl>■dl(Pj•Psl);1=1••••>k, 

Br Diu'diiojo’

Si D i 0 se vuelve al paso 2; si D=0 el algoritmo termina.

Paso 5. Se elige d. . =min{d..} y se coloca: -------------  1 0 3 0  13

dijED
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rD" {dioio} ; dl(Pio’Pjo) dl(Pjo’Pio) dliojo diojo

Di= Di u{diiojo>

i D i  0 se va al paso 2; si D=0 el algoritmo termina.
Probaremos a continuación que es la maxima

i-ultramétrica fuerte dominada por d.
De la construcción de d^ es evidente, que to­

lo valor construido en los pasos 2 y 4; es igual al máximo valor 
le en ese instante; y este conocimiento nos servirá para pro-
>ar que d^ es una k-ultrametrica fuerte.

!ean Pi ,P-£Py ípii>pi2> • • • {Pi ,Pj} cualquierai pudiendo su­
ceder los dos casos siguientes

O # ^Ln Cuando cc añadió d^(P^,Pj) al conjunto D^; este aun no corae-
ua todos los elementos {d^(P^ ,P^).,d^(P j ,P^ ) ; 1=1,2 ,. . ,k} siendo cía- 
a en este caso la siguiente desigualdad.

di (?i *Pj)  ̂ max{d1(Pi,Pil),d1(P^,Pj1);1=1,2,...,k}

Cuando se añadió di(Pi>Pj) al conjunto Djj este ya contenia 
a los elementos (d^(P^ ,P^);d^(Pj,P^);1=1,2,... ,k)
en.este caso es evidente que se definió d^(P^,Pj) como

fe1(Pi ,Pj)=max{d1(Pi ,Pilí , d^P. ,Pj]L); 1=1,2,. . »k^maxíd^ _ }
i]

di j C D

quedando asi probado que d^ es una k-ultrametrica fuerte.
Que es la máxima dominada por d; se deduce evi­

dentemente de la construcción de d^.

5.METODOS SUBDOMINANTES K-ULTRAHETRICOS FIMOS.

bef. Un coeficiente de desemejanza es una k-ultrametrica fina si 
jara todo P¿,Pj ep y todo S (2_ P-{P^,Pj} de k elementos se cumple
La siguiente desigualdad:

d(P.,P.) í max {d(P.,P ) / P £ S; P, e S U(P.,P.)} i’ j 1 s s ^  l i j

Llamaremos 2j^(P), al conjunto de las k-ultrame- 
tricas finas definidas sobre P; y nuestro problema consiste ahora 
en construir la máxima k-ultrametrica fina dominada por un coeficiente
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d i ? )
El objetivo de construir los conglomerados me­

diante d^, se debe a que la intersección entre dos de ellos tienen 
como máximo k-1 elementos; de ahí que se obtenga una reducción 
en su numero.

Algoritmo para construir d^ a partir de d.

Paso 1» Sea D=imagen{d} ; y se seleccionan 1 = ( 2 )  ( ) . ele­

mentos de d cumpliendo la propiedad’siguientes 

Si dijcD-{diij1>di2j2,‘* *,diljl} » donde

^di 1j 1,di 2 j 2 ’ * * * ,di l j 1  ̂ son ^os e i emen’t ° s seleccionados entonces* 

di j  * max t d ü j !  >di2j2 ’ * ”  ,di l j l } y colocamos

r'=D-{di1j1»di2j2,. .. ,dilj1)

dl(Pis»Pjs)=dl(Pjs,Pis) = dlisjs=disjs S-l,2f...#l 

Dl ={dliljl,dli2j2 »‘*’dliljl}

Paso 2. Se busca un elemento d. . £. D, de tal forma que------  io]o <- ’
d. . = max {a„..} 10]0 1 lij'

diijcDi

si no existe ningún elemento d¿ esta clase se va al paso 3; si por
el contrario existe un d. . se colocan:io j o

D=n-<diojc» i dl(Pi o > V  = dl(Pjo>Pio) = dliojo=diojo 

D1=D1 U(dlio3o’

y se vuelve al paso 2 si D ¿ 0 ;■ si por el contrario D = 0 
entonces el algoritmo termina.

Paso 3, Se busca un elemento d^^ e D, de forma tal que existan k 
elementos {Pgl,ps2,... , psk) con

ai(Psl,p,) C Dj ; d1(Psl,P.) c Dj 1=1,2,..., K y 

dl(Psl’Pst> e D1 ; 1=1,2,...,k-l ; t=l+l,..., k
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Si e x i s t e  es te  elemento se va al  paso 4; s i  nirv 
gún elemento cumple las  a n t e r i o r e s  c o n d ic io n e s  se  va al  paso 5.

Paso M. Sea ^ i 0j 0 e l  elemento h a l la d o  en e l  paso 3.

Colocamos <4 <Pi o : Pj o ’ = dl (Pjo>Pi o ) = dlio;jo

D=D- {di o j o 1 dl =Dl U! dl i o j o >

Si P = 0 se acaba e l  a lgo r i tm o ;  s i  D i 0 se va a l  paso 3.

Paso 5. Se e l i g e  un d. . ; de t a l  forma que
--------------------- 10]0

d. . = min { d . . }  y colocamos
■10]0 ID * 1

d. . eD i]

d , (P .  ,P. ) = d. . ; P=P-{d.  . } y D.UÍd. . }1 i o ’ j o  í o j o ’ í o j o  J 1 í o j o

Si  P i 0 se va al  paso 2; s i  por  e l  c o n t r a r i o  D = 0 e l  a l g o r i t ­
mo óe t ern ina .

d  ̂ es la  máxima k - u l t r a m e t r i c a  f in a  dominada por d.

Sean c u a lq u ie r  par de elementos P¿» ? j  e p » y

cu a lq u ie r  con junto  S C  P - { P ^ , P . }  de k elementos.  Si algún elemen­
t o  d^CP^,?,,) con P  ̂ e SU{P^,Pj}  , Pg £  S se añadió a P^, después

de d^(P^,P.-) entonces es c l a r o  que:

d . , ( P . , P . )  $ max{d. (P, ,P ) ;  P, e S U (P . ,P . )  ; P„ e SI1 'i * d l l ’ s ’ l í ’ j s
Si por e l  c o n t r a r i o  di^Pi > Pj^ se añadió a P̂  cuando

0  ̂ ^ { d ^ í P ^ j P g ) ;  P  ̂ c SU{P^,Pj}  , Ps e S ^ ;  entonces de la  construc ­
c ión  de d  ̂ es ev id en te  que:

dl (Pi ’ Pj )=max{dl (P l ’ Ps ) ; P l  e Su :pi » pj } 5 ps e s )

y a s í  queda probado que d  ̂ es una k -u l t r a m e t r i c a  f i n a  dominada 
por d.

Que d^ es l a  máxima k -u l t r a m e t r i c a  f i n a  domina­
da por d,  es una c l a r a  e v id e n c ia  de su c o n s t r u c c i ó n .

NOTA. La busca del  elemento d. . en e l  paso 3 del  algori tmo
---------- 1 0 ]  o 1
a n t e r i o r ;  se hace mediante la  s i g u ie n t e  r e l a c i ó n  b in ar ia  

P1 V PS ^ dl ( p l - ps> E D1
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y se debe encontrar un conjunto S de k elementos de tal forma que:

{Pi )xSUSxSUSx { P j l c  Y 

y si un tal conjunto existe se define:

dl(PiíPj)=maxídl(Pl’Ps) ' P1 e sU{Pi,Pj> ; ps e sj

6. METODOS SUBDOMINANTES U-DIAMETEICOS.

Def. Un coeficiente de desemejanza d es u-diametrico si para todo

pi,P-j’Ps ’Pl se curiPle Ia siguiente proposición:

d(Ps»Pl)> um * m
donde m=max{d(Pc,P,), d(P .P.), d(P .P.), d(P,,P.), d(P15P.)>

El problema que nos proponemos en este apartado 
consiste en construir a partir de un coeficiente de.desemejanza 
cualquier^ d; otro d̂  que sea u-diamétrico; el-objetivo que se con­
sigue con los coeficientes de desemejanza u-diamétricos es que la 
máxima desemejanza de la intersección de dos conglomerados a nivel 
h, es menor 6 igual que uh; y de aquí que debe ser 0 < u < 1.
Para la construcción de d^ necesitamos la siguiente;

Déf. Diremos que el valor d^(P^,P.), es deducido del conocimiento
de los valores ya construidos de d̂ ; si existen pp>ps tales que 
conocemos

di(pi-ps>. di(pi-pp. w y -  yyy. y y y
y que además si m es el máximo de los anterioras valores 

dl(pi,ps) > um y d(P^,P.) > m

entonces se define di^Pi»Pj^=m 

ALGORITMO::
Paso 1 Llamando D=imagen d , se eligen 5 elementos de D, 

fdiljl,di2j2’**’» di 5j 5 > » tal Para todo

dij E p~^diljl*di2j2.di3j3,di U ^ ,diSj5^ se tenSa 

dij 4 n’aíl(diljl’di232’di3j3’di^jl|»di5j5)
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y se hacen las siguientes transformaciones:

D= E>-Ídi1ji>di2j2 ,di3j3’di4ji+’di5j5 }

dl (Pil,P3l^ = dl(Pjl,Pil)= dliljl= diljl 1 = 1,2,...,5

Dl=ídiljl,di2j2’* * * *di5j5}

Paso 2. Si existe un elemento di0j0 e de ^orma <lue
d. . =max id..}* se coloca io]o 1 3

di j t D1

D=D-(diojo) i d1CPio,Pjo) = d1.ojo=dio.o; D1=I)lU(d1.ojo}

Si D t 0 se vuelv«3 al paso 2; si D = 0 el algoritmo .termina.
Si 3̂ dioj’o cumpliendo la anterior condición áe va al paso 3
Paso 3. Si no existe ningún elemento d^j e D, tal que d'̂ ĵ sea
deducido de se va al paso 5; si por el contrario existe d ^  e D
cuyo valor correspondiente dü j  sea deducido a partir de se
va al paso 4.

Paso 4. Sea d. . el elemento hallado en 3. -------------  1 030

Colocamos djíP^.P.^ = dUojo = d..63 O

D .= I M d iojo) Dl=DlU,dliojo>

Si P i 0 se vuelve al paso 3; si D = 0 el algoritmo termina. 

Paso 5. Se elige un di0*0 tal 3ue

d. . = min {d..} y colocamos1 0 3 0  13 y030 ' 13

dij E D
d.(P. ,P. )= d1• . ; D= D-{d• . } y D, = D.U{d. . } 1 1 0 *  30 l i o j o ’ 1 0 3 0  J 1 1 1 0 3 0

Si D i 0 se va al paso 2; si D = 0 se acaba el algoritmo, 
d^ es la máxima u-diametrica dominada por d.

Sean P.,P., P.,P„ arbitrarios y 1  * 3 ’ 1 * s J

»= max{d1(P1,Ps),d1(P1,Pi),d1(P1,Pp,d1(Ps,Pi),d1(P8,Pj>)
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pudiendo darse dos casos

lg d^íP^jP j)  fue añadido a antes de que l o  fueran

{ di ( Pi »Ps >’ d1 ( p i , pi ) , d i ( p i , P j ) , d 1 ( ps »pi ) »di (ps ,Pj **

en este  caso es ev idente que d^(P^ ,P j)  $ m

. Tue añadido después y pueden darse dos subcasos

a) d^CP-pP^) í  uin , y entonces es c i e r t a  l a  p r o p o s i c i ó n

dü ( Pl ,Ps > > um ^ di (pi  »pj > < 171
por s e r  fa l sh  la  h i p ó t e s i s

b) d ^ P i ^ )  > um en este  caso se d e f i n i ó

d ^ P - . P . )  = m; y en es te  caso también es c i e r t a  l a  p r e p o s i c i ó n  

a n t e r i o r .

NOTA, Para comprobar en e l  a lgor i tm o  a n t e r i o r  s i  es deduc ib le  e l  
v a lo r  > r>e observa  l o s  i n d i c e s  i^ t a l e s  que . d ^ ^  y d ^ ^ e

s i  e x is te n  dos in d i c e s  en e l  con junto  a n t e r i o r  s , t  t a l e s  que

d„ . e D„ y d. . > um dondel s t  1 l s t

m=max{d;]^s ,d 1;. s , d 1^t ,d^^ t , d l s t ) entonces se de f in e  d ^ ^  =m

7. OBTENCION DE CONGLOMERADOS.

Como hemos v i s t o  anter iormente ,  dado un c o e f i c i e n t e  
de desemejanza d y un numero r e a l  h* 0; se  c o n s t r u ía  la  r e l a c i ó n  
b i n a r ia ,  r e f l e x i v a  y s im é t r i c a

Yd(h)  = { ( a , b )  /  a ,b  e P y d ( a , b )  $ h} 
s iendo  l o s  conglomerados a n i v e l  h,  l os  conjuntos en lazados maximales 
de la  r e l a c i ó n  a n t e r i o r ;  y entre las  propiedades de e s t o s  conjuntos 
están las  s i g u ie n t e s :

Proniedad 1. Sea P. un conjunto  enlazado  maximal de la  r e l a ­
c i ó n  y P2  ̂ 0,  o t r o  con junto  enlazado maximal, (C .E .M .) de la

r e l a c i ó n  r e s t r i n g i d a  a P-P^; entonces e x i s t e  un subconjunto

p rop io  de P̂  que unido a P̂  forma un nuevo (C.E.M,)  de y¿ (h)
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Demostración Sea P*={a/a e P. y (a,b) e y^(h),para todo beP^}

Si P*={0}, es claro que P^ es un nuevo CEM de y^(h); si por el 

contrario P* i 0; tenemos que P* es un subccnjunto propio de 

y P;,:UP2 es un nuevo CEM; pues si a | P*UP2 *, pueden suceder dos cases

a) a f Pj a e P-P^ y por ser P2 un CEM en P-P^jJ b e ?2 tal que 
(a,b) | Yd(b).

b) a j; P^; por a { P*,3 b e P2 tal que (a,b) {: 

así queda probada la 2% propiedad de los CEM.

La primera es evidente por construcción.

La propiedad anterior nos induce a realizar la 
siguiente partición en P.

Elegimos P^ CL P como un CEM para y^Oi); P0
un CEM para Yd(h) restringuido a P-P.; y en general, P. un CE”

i — 1 ^
para Td(b) restringido a P-U P. ; siendo evidente que:

3 = 11

P = P1UP2U.... UPk con P.i

Propiedad 2 Para todo 
i-1

junto propio de U P.
3 = 1 3

Y > >

de tal

Demoscración Sea pHa/
y en general P“ = ̂ a/a (¿ Px y (a 

/i-l
entonces es claró que piu 3 = 1
ciones de la propiedad 

Def. Llamaremos

2.

^ P 0(P,) = ía/a E Po y 

Algoritmo

(a,b) e

>do b £ P • ‘

Se construiré en primer lugar una partición de 

P> »P 2 ’* * *’^ k  ̂ donde P^ es un CEM para la relación Yd ^h)
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i—1
restringida a P- U P. ; y como consecuencia P.. es un CEM. 

j=i 3
Para determinar los C.E.M. que solo contienen 

elementos de P1UP2 se procede de la forma siguiente:

Se elige un subconjunto P0 C  P 2 > óc porma Que no exista

x e P9 y { P con tp (P ) C b  (x) ; y entonces 6 bien
P U o %

Pi o
, . /  k „(P ) es un CEM; o bien existe y e U P- con

Pi ° es un CEM;

U í? (P ).C ‘O 0
3 = 3

que no exis
Para demostrar la anterior afirmación suponemos

te el y e U P. con U  ( y ) O P  U (p )» es claro de
. • _ 3  3 ^p  J o v pj o

la construcción que p U (P ) cumple la primera propiedad deo p^ o

C.E.M.
Para demostrar la segunda, sea x  ̂ PQU (Pq);

si xt P., ; por definición de Tp (P ) existe z |e P^ con 
1 p O o*1

(x,z) ( Y(1(h); si x e P?; x ( PQ por elección de PQ existe

z C- b (P ) de tal forma que (x,z) ( y,(h); finalmente si c a
k f
U Pj ; entonces al ser falso que (p^íx) PQU b p  (p0), existe 
3 = 3 1

2 e p^ u (p ) con (x,z) £ y ,(h) .o p„ o ’ d

Como consecuencia los CEM de P^ U P2 se forman

eligiendo todos los subconjuntos PQ de P2, tales que no exista
x e P, , x { PQ con <P0>C (x); y si

con P
O u £ Pi<ro>C V y)

no existe y e U P.
: = 3 3

entcnc.'s P U o %  (P ) es un C.E.M.

Procedemos por inducción. Suponemos que tenemos 
hallados todos los CEM que únicamente tienen elementos de 
i
U P. , y queramos hallar los contenidos en 1+& P. que tienen alguun
3 = 1 3 = 1

i + 1*elemento de P
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Elegimos los subconjuntos P0C  Pi + l tal que nc 

exista x £ P i + 1 , x $ P 0 con Cu p A?0) C 'C ¿> ?■ ̂  ¡ • Y\
fl 3 é: l 0

para cada 1 < i+1 se forman los conjuntos P^={z/z £ P-̂ y
i

(z,b) c y ■> (h) para todo b e  p0 }; y sea P'= U Pí ; hallándose 
° 1=1

todos los CEM de Y^(h) restringido a Pf ; y uniendo cada uno
de ellos a Pq puede darse dos casos:

Que hayamos obtenido un nuevo C.Ei;M.
k

2ft Que exista un x e U P, que este relacionado con todos los
l = i + 2 1

elementos del conjunto así obtenido.

En el caso 2fi el C.E.M. correspondiente se
hallaría en un paso posterior.

Demostración de auc el algoritmo obtiens todos
10$ C.E.M para Y^Ch).

Sea P un o C.E.M. para Yd<h); Pï = po0  Pi y 1 =max{i/ PV % J o 1 0 }

Sean pr 1'Pp1 (p,í o )iP2= 'é’p2 (pï o ) - - - - pi o - r
lo-l

claramente PJ C  Pj ; i : 1,2,...,10-1 y i 1 = P ’ = U PV 
i = 1 1

es

, 0-1 » V  ^un C.E.M. oara Y,(h) restringuido a A ’= U P! ; pues; asi no fue
G  ' i = l  1

ra existiria x e A' , x { P' , tal que (x,z) e Y^Ch) para todo

z e PV U P|c = PQ de donde se deducirla que Pq U(x ) es un conjunto

enlazado, que contrario a la hipótesis de que PQ es un conjunto
enlazado maximal; y es evidente que Pq es hallado por el algoritmo 
cuando une Pi0 con pl*

OBTENCION DE CONGLOMERADOS A DISTINTOS NIVELES.

Suponemos que tenemos construidos los conglomera­
dos para un coeficiente de desemejanza d a nivel h; y los queremos
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c o n s t r u i r  a o t r o  n i v e l  h* con h* > h; es c la ro  entonces que 

Y ^ ( h ' )  s iendo  e l  contenido e s t r i c t o ;  pues en o t r o  caso

tendríamos ya hal la dos l o s  conglomerados.

Podemos suponer s in  pérdida de genera l idad  que 

Ca,b) ij: y^Ch) y que y^Oi ) )  = Yd(h) U ( a , b ) ;  pues s i  a s í  no fu e ra ,

como P es f i n i t o ,  mediante un numero f i n i t o  de pasos como e l  ante ­
r i o r  obtendríamos Y^Ch') ;  quedando a s í  nuestro  problema reduc ido

a en con trar  l os  C.E.M. de Y ^ h ' ^  Y¿(h)  U ( a , b ) .

Para e l l o  sea P ’ = { z / z  e P y ( z , a )  e Y(j ( h ) , ( z , b )  é y C "h 5 > y h a l l a r e ­

mos l o s  C.E.M. de r e s t r i n g i d o s  a P* ; s i  alguno de e l l o s

conti en e  a algún C.E.M. de Y<j(h) este  u l t im o  se e l im in a ;  obteniendo 

l o s  C.E.M. de Y^í h' )  como unión de l o s  C.E.M. de Y^íh) no e l i ­

minados con l o s  hal la dos en con junto  P' U{a,b)  .

8. EJEMPLO PRACTICO.

Nos proponemos en e s te  e jemplo ,  c o n s t r u i r  una 
2 -u l t r a m é r r i c a  f in a  d  ̂ a p a r t i r  de un c o e f i c i e n t e  de desemejanza 
d; para después h a l la r  conglomerados a d i s t i n t o s  n iv e l e s  parti endo  
de d.

Suponemos que P t i en e  9 e l e m e n t o s { P ^ . . . . , ? g } 

y que d viene dado por l a  s ig u ie n t e  matriz  de desemejanzas

1 2 3 4 5 6 7 8 9

d viene dada por l a  s i g u ie n t e  matr iz :
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P2={6,7} que son los conglomerados a nivel 9.
Los conglomerados a nivel 12 se obtienen de la

matriz

Obteniéndose como nuevos conglomerados el Pgí{l,6} 
y P4={5,7} que añadidos a f°riTian los conglomerados a nivel

El único conglomerado a nivel 13 es el total.
12 .



que se construye como sigue:

Se eligen los 5 elementos mínimos que son el 
{3,4.4,6,6} ; y como no se deduce ninguno pues intervienen 5 indices 
se añade, el siguiente mínimo que es el 7» que se alcanza en dos luga­
res d(2,3) y d(3,9); deduciéndose d(3,8)=7, d(l,9)=7 y d(8,9)=7.

Como no se deduce ninguno mas se añade el mínimo 
que es el 8 que se alcanza en dos lugares d(2,5) y d(6,7); se si­
gue añadiendo el mínimo que es el 9, que esta en 3 lugares d(l,4),
d(3,5), y d(4,9); deduciéndose
d(2,4) = 9, d(3,4) = 9, d(4,8)=9, d(l,5)=9, d(4,5) = 9, d(5,8) = 9, y d(5,9) = 9

Como no se deducen mas se añade el mínimo que es
12, que se alcanza en d(l,6) y en d(5,7) y se sigue añadiendo el mí­
nimo que es el 13 que se alcanza en d(6,9); deduciéndose
d(2,6^ = 13, d(3,6) = 13, d(4,6)=13, d(5,6)=13, d(6,8) = 13, d(l,7) = 13
d( 2,7) = 13 , d(3,7) = 13, d(4,7) = 13, d(7,3) = 13,y d(7,9) = 13
construyendo así la 2-ultramétrica fina.

poniendo ,•
0

f(a,b)=
1 1

Hallamos los conglomerados para d^ a nivel 9;

S1 (a,b) e y, (9)
dlS1 (a,b)  ̂ Yd^(g)

Tenemos así la matriz;:
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¿Que sentido tienen los métodos subdominantes en 
conglomerados, cuando la máxima información se obtiene a. partir de 
los conglomerados de desemejanza inicial?

Creo que son varias las razones que ¡justifican 
estos métodos; algunas de las cuales expondremos brevemente a con= 
tinuación.
a) La dificultad de cálculo de todos los conglomerados para un coe­
ficiente de desemejanza cualquiera.
b) La dificil interpretación de conglomerados que no cumplen unas 
determinadas propiedades.

Estas objeciones quedan salvadas mediante cier­
tos métodos subdominantes.
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