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Por Miguel S&nchez Garcfa. Analista del Centro de Cdlculo de
la Universidad Complutense.

i.- Introduccidn, Desde que el hombre estd sobre la tierra; ha in-

tentado relacionar los multiples fendmenos que desde ella se observan

ara tratar; ya sea de predecir cuando determinados fendmenos iban a
ener lugar, ya de influir sobre otros con el objeto de lograr que

u evolucidn estuviera mids en consonancia con los deseos de la huma-
Pidad. Las relaciones 6 dependencias entre distintos fendmenos se
‘'han construido mediante funciones & reiaciones matemidticas; para lo
cual se han utilizado distintas técnicas. Una de estas, de gran de-
sarrollo actual, estd constituida por el andlisis de conglomerados

6 clustering; que trata de agrupar elem:ntos teniendo en cuenta cier=
‘tas medidas de semejanza entre ellos. En el presente articulo nos
ocuparemos de los conceptos fundamentales de estas técnicas; asi co-
‘mo de la construccién de diversos algoritmos de métodos de conglome-

rados subdominantes; tales como el ultramétrico y los k-ultramétricos
fuertes. u-diametricos y obtencidn de conglomerados.

2.- Definiciones Fundamentales.

En el articulc supondremos que vamos a construir
grupos 6 conglomerados sobre un conjunto P={P1,P2...,Pn} de n ele-
mentos; para ello disponemos del conocimiento de alguna medida de de-
semejanza 6 distincidén entre los elemantos de Pj; y esto nos lleva a
los siguientes conceptos:

Def il Un coeficiente de desemejanza sobre P

es una funcidn
d: PxP----- > R+
que cumple ‘las dos condiciones siguientes,
DC1 d(Pi,Pi)=0 para todo P.eP
DC2 d(Pi’pj)= d(Pj,Pi) para todo Pi,Pje P
Llamaremos (?(P}=( d/d es un coefieciente de dese-
mejanza sobre P3

Para todo he R' definimos el siguiente conjunto
rd(h)={ (Pi,Pj) / d(Pi,Pj)s h3 Pi,Pje P}

y es evidente que rd(h) es una relacién binaria, reflexiva, y simé-
trica sobre P, mediante la siguiente definicidn:

P: rih) Po £ (P P.0 ¢ p.Ch)
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Llamaremos £& (P)={ 'r/r es una relacidn binaria
reflexiva v simétrica sobre P }
El concepto definido. a continuacién nos sirve pa-

ra relacionar %?(P) con otro nuevo vonjunto; y poder obtener de esta
forma una visibén mis amplia del concepto de coeficiente de desemejanzal

Def. Un conglomerado estratificado numericamente; (CEN) es una

! i
aplicacion

cumpliendo las tres propiedades siguientes:
'
I Para todo h,h c{p,m) con hz h' se cumple que r(h)Dr(h')

II Existe un h de tal forma que si h 2 h_, entonces r(h)=PxP

—_ [o) 0’
TLT Para todo h>0, existe un &6(h)> 0 tal que r(h)=r(h+ &(h) )

Llamaremos CEN €¢P)={ r/r es un CEN sobre P};
y construiremos dos aplicaciones inyectivasentre los conjuntos zg(P)
y CEN (P) que probard que ambos son biyectivos, viniendo didas esta

por: !
T; (P) ---»CEN(P)

T: d —>»T(d)(h)= r(h)={(a,b)/d(a,b)s h)
y evidentemente T es inyectivaj y
U: CEN (P)—> E(P)
Uir «—>U(r)(a,b)=inf {h/(a,b)e r(h)}
siendo también evidente que U es inyectiiva.

A veces nog interesa reducir el conjunto t;(P)
de coeficientes de desemejanza a otros mds pequefios; lo cual lieva
consigo una reduccidén del conjunto CEN(P) mediante la biyeccién

existente entre ambos. Si llamamos
U(P)= {r/r es una relacidn de equivalencia sobre P}

podemos considerar unicamente los C.E.N. cuya imegen estd contenida

en U(P); recibiendo entonces cada elemento el nombre de dendograma,

Por tanto un dendograma es un C.E.N. cuya imagen
estd contenida en U(P); y si llamamos ﬂf&P)={r/ r es un dendogramal
el subconjunto de fg(P) biyectivo con ﬁf&p) que llamaremos D CE)s
es el de las ultramétricas sobre P; ya que para todo h30

r(h)={ (a,b) / a,be P y d(a,b)s h }

es una relacién de equivalencia sobre P; para lo cual se necesita que

d cumpla la siguiente propiedad:
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Para todo a,b,ce P d(a,b) ¢ max {d(a,c), d(cyb)}

Def. Un coeficiente de desemejanza es una ultramétrica si cumple

' la propiedad anterior,

Para la comprensién del método de conglomerados

subdominantes necesitamos los siguientes conceptos:

Def.l Diremos que un coeficiente de desemejanza d1 dominz a otro

2 » si para todo a,b¢&P se cumple:

dl(a,b) 2 dz(a,b)

También diremos que d, estd dominado por dy

Def.? Un subconjunto Y c:C;(P) se dice que estd acotado, si exis-
te un coeficiente de desemejanza dl, de tal forma que para todo
geEge, o domina a d.

1
Si Y estd acotado definiremos (sup Y)€tg(P)
como
(sup Y)(a,b)= sup{ d(a,b)}
deY

Def. Un subconjunto ZC‘@(P) se dice que es cerrado, si para todo .
YCZ acotado se tiecne:

sup Y €2
Def. Un método de conglomerados subdominante consiste en elegir un

subconjuntc 7 de fg(P) cerrado, y en construir partiendo de un
de @(P) un dye Z de tal forma que:

d1= sup(Y)= sup {d'/d' es dominado por 4, vy dle Z}

Hasta aqui hemos visto unicamente los conceptos y
propiedades relacionados con los coeficientes de desemejanzaj; vamos a
. . - . .’
ver a continuacidn dcs concéeptos relacionados con la construccidn
efectiva de conglomerados.

Def. Un conjunto de conglomerados sobre P, es una familia Jl de
subconjuntos de P de tal forma que P=U A; y que en d% no existan

Am&

dos elemefitos A1 v A2 con Al £ A2. y A1<: A2.
El conjunto de conglomeriados se llama jerarquico,
si la familia es una particidén de P; y no jerarquico en otro caso.

Sea reIi(P). Un subconjunto M de P, es enla-

zado maximal para r si cumple las dos condiciones siguientes:



I. rara todo a,b ¢ M, <(a,b) e r
1 Para todo a £ M, existe un b e M de tal forma que (a,b) £ r
Sea d un coeficiente de desemejanza para P.

Def. Un conjunto de conglomerados para el par (P,d) a nivel h,
donde h ¢ R+, es la familia de conjuntos enlazados maximales de la
relaci6bn r(h)= {(a,b) / a,b e P y d(a,b) g h}

Es evidente que el conjunto de conglomerados definido anteriormente
lo es para P; como también es evidente que si d es una ultramétri-
ca, entonces la familia anterior es una particién de Pj; formando en

este caso esta familia un conjunto de conglomerados jerarquicos.

En general los conglomerados obtenidos a partir
de un coeficiente de desemejanza cualquiera d, no tienen buenas pro-
piedades; de:ahi que se construyan los conglomerados en algunas oca-
siones a partir de algﬁn elemento de un cierto conjunto A, que dé
lugar a conglomerados con buenas propiedades; quedando asi justifica-
do el interés de los métodos subdominantes; que construyen un coefi-
ciente de desemejanza d1 perteneciente a un cierto conjunto 2, a

partir de un d cualquiera perteneciente a %g(P).

Aqui estudiaremos los métodos ultramétrico vy
K-ultrametrico fuerte, u-diamétricos y la obtencién de conglomerados.

3 Método subdominante Ultramétrico.

Estudiaremos en este apartado algunas propiedades
de la ultramétrica d; asi como un algoritmo que construye la mixi-

ma ultramétrica a partir de un coeficiente de desemejanza cualquiera.

PROPOSICLON. El ndmerc mdximo de valores diferentes que puede
tomar una ultramétrica definida sobre un conjunto P de n elementocs

es n-1.

DEMOSTRACION . por inducciédn.

*Suponemos que P=5P1,P2,P3 y puede darse dos ca-
sos a) d(Pl,P2)=d(P2,P3)=d(P1,P3) en cuyo caso es cierta la propo-
sicién; 6 por el contrario dos de las desemejanzas son distintas; que

por comodidad supondremos que son d(Pl,Pz)f d(PZ’PB); en este caso

d(P,,P,)=nax [?(Pl,Pz), d(Pl,P;ﬂ

y el nimero de valores diferentes de d son 2

Supongamos ahora cierta la proposicidn para n vy

la demostraremos para n+l. Sean Pl’p2’°"’ B los elementos de

n+l
P; y por induccidn el siguiente conjunto:

D:Id(P B0y ki Y e L P ne* s=1.2.....ﬁl
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[ne a lo mds n-1 valores diferentes.

D 4p={ a(pP PP/ 1=1,2,...,n} y~6 bien Dn+1(: D

ntlt

n lo cual Car(DUD
n+1

1 que d(Pn+1,£io) é&D; en este caso como

)=Car(D)s n-1< n; O bien existe P;, de forma

d(P plé) £ d(p Pl) 1€

n+1?® 162

| valor d(P Pl) queda definido por la férmula

n+1?

d(P,,1,P)= max [d(P_,,,P) ), d(Plo,plz‘

que coincide con la ima-

como consecuencia el conjunto D U D 41

n de d, tiene como médximo n elementos diferentes.
i . Diremos que un valor v1=d(Pi1,ij) de la ultramétrica d, es
ducible a partir del conocimiento de los valores V5=d(Pi2,Pj:) y

;d(p.3’p_3) si satisface las siguientes ccndiciones:
1 ]

En los indices 1i2,32,i3,33, , hay dos de ellos que son iguales:

ndo los otros dos iguales a iy y j1 respectivamente.

suponemos que i, = iq, j2 = j3 y j3 = 31 tenemos:
d(Pil’le) = max [d(PiZ’PjZ)’ d(Pi3’Pj3€]

o bien V1 = max [Vz,V%}
a ahora D C Imagen (d); sierdd> d wuna ultramétrica.

finimos a continuacidn los siguientes conjuntos:

§,={V/V es un valor de d, deducido a partir de D}
endo D1= Do v 81 con D, =D # B3 y por recurrencia en k obtene-
B

8y = {V/V ¢ Imagen (d); y V es deducido a partir de un elemen-
VyeD 4, vyunV, eS ,} yD=D ,U sgka

Es evidente que poniendo S D # @3 para tcdo

:
E# 0 existe un k_ tal que S, # By S ., =

Llamaremos al conjunto Dko conjunto deducido de
- L We LT RN WA= . = b« P o | W f&l'\\
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las siguientes:

18 Bj D, C D entonces DDNC @(D)
92 Si V-es deducido de D, entonces Douvy) = g)(D)
32 Si D contiene n-1 elementos distintos entonces jB(D) = P.

Llamaremos dij: d(Pi,Pj); y vamos a definir 1la

operacidn max (mdximo) entre los elementos de la imagen de d como

sigue:

dil max d1j = max [dil’dji}

siendo cvidente que esta operacidn es asociativa y commutativa.

LEMA, Si diojoé'- D y diojoé @ (D) entor.ces
existe una cadena de élementos de D, dioil ’ didi?""’ dimjo

tal que:

max d.

g im-1im imjo

diojo= 101 Max dili2 maX...d .

Demostracidén Por induccidn.

ko
Como QD(D)= DU (U Sk) ¥ ok 3 1 por hipdtesis, vamos a suponer

: k=1 2 = .
en primer lugar que diojC)e Sl’ y en este caso existen diol

dre (0D con d = d; q max dy por definicidén de S4

1ljo iojo io jo?

Suponemos por induccidén que el lema es cierto

para los elementos de B S » ¥ le probamos para los elementos de
k=1
S141°
Sea diojo € Sy4q 3 POT definicidn existen

d; o1 dljo tales que d; , o dle e 53 y el otroa D;. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que diol € S1 y dljo € Dl;
por la hipdétesis de induccidén existen dos cadenas dioil dili?...diml
y dljl djlj?"! djsjo tales que:

di01 = Y4oiq Max diggp maX wo. di gop MAX dy,y

dlpjo= d1j1 max dj1j2 MaX «¢0s Max djsjo

y si unimos las dos cadenas obtenemos:

Qs BAVS . OMER e e AN AL L TR AT S e AR o s DA e

- NN Ao
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srminando aqui la demostracidn del Lema.

TEOREMA. Sea dij ¢ DA ds e QB(D), entonces existe un

]
lemento dlS e D de tal forma que:

D ou tag) -1a 1) = D

DEMOSTRACION. De las propiedades 13 y 27 tenemos:

l - I
| v tag4 - tayg HeD o (dg5 b 9 >
tra demostrar la otra inclusidn sea diildili2 S dimj una cade-

tal que:

d..=d.:. MAX di1i2 MaR: ¢ov G

137%141 im-1imdi1i2 ***%mj = Qs

sea dls = dipip+1; entonces dipip+1 queda definido por la siguien-
e férmula:

dipip+1 Tk = e : max ... d._.max d..max d......maxd.

ipiptl ip+1lip+2 imj 32 331 ip- 1%

r tanto d,_=d 1p1p+1 3>(DU (d } - {d1p1p+1) ) y de aqui:

D (mchoou (4 »= D ou (d;53 - 14 10491

c.g.d.

Este teorema nos justifica que si al elegir el ele-
nto minimo en el siguiente algoritmo; este no es (nico, podemos
ncorporar al conjunto d todos los elementos que sean iguales al

1
fnimo.

poritro pera construir la maxima ultramétrica d dominada por un

1

oeficiente de desemejanza d! cualquiera.

Es evidente que el conjunto 9)(?) de ultramétricas

cerrado; y por lo tanto dado un d, existe dé tal que

é=sup Y=sup{d'/d' dominado por dy qd' cQ)(Pj}

el algoritmo siguiente construye 'd1 a partir de d, siendo D=ima-

(d).
GORITHO.

Paso 1 Se eligen los dos menores elementos del conjunto Dj

si esgossandllj1 Y di2j2 colocamos

g e s | .
F(Pji, Piq)= =gl ofPi1sP31)% diq5q do(Pi.z,sz)- d (pjz’Pi2)' 4942



2 D:D'idiljl’diZjZ}

Dy={d; 159595952 = {dg(P345P54),d (P;5,P55))

: ; 1 ! ; ;
Paso 2 Si existe un dtj¢rﬁ, deducible a partir de D1 se

va al paso 3; en otro caso se va al paso 4,

o g 1 1 :
Paso 3 Si dij se deduce a partir de dil’ dlj tenemos:

s AR 1 1
dij-max {dil ’dlj}

D,= D,U (dl]l

D=D- {dij }

Si D=@ ‘el algoritmo para; si no se va al paso 2

Paso . Se eligen los dijc D, tales que

dij=m1n {dlk/ d,,e D} y colocamos

1k

1 edr; = duss D

a 1 = =
51 “9i4 13 1 —D_1 U {dij} y D=D-{ d.. } para cada elemento

1]
que cumpla la anterior igualdad.

Si D=# el algoritmo para cn otro caso se va al paso @,

Proposicidn. d; es la mixima ultramétrica dominada por d.

Demostracidn Sea d' ultramétrica dominada por d; y usupone-
mos que existen un valor.
1
1
d (Pi’Pj) < d (Pi,Pj)
de la construccién de d1 , s claro que dl(Pi,Pj) no es igual a
g pues si fuera esto cierto d' no estaria dominada por d; por

1J
tanto d? (D j) es un valor deducido y como consecuencia Ld'(Pi;Pi)=

3d (Pi,Pj); luego a! domina a toda ultramétrica dominada por d,

d, es una ultramétrica.
+

Sea Pi,chP y Plc Py Py B P.3 Pl#Pj y debemos

probar que

1 1 1
al(py P )¢max {do(Pi,Pi), d (pl’Pj)}

La igualdad anterior es evidente en el caso de

-

que & blen al (Pl’Pf) o d1(Pl,Pj) fuese afiadido a D, con pos terio-
ridad a a> (P P ) I

Suponemos que at (P ,P.) fuese anadido a Dy, des-

pués de que lo fueran al (P P ) y dl (ﬁl,P )3 en este caso de la
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construccidn del algoritmo es claro que el mdximo valor del conjunto

D al afiadir a el dl(Pi,Pj) coincide con el

1
4ximo [di(P P Y gdo (B, i)
m 32599 1° j
y por tanto
| 1 1
d (Pi,Pj)=.max T? (Pi’Pl)’d (Pl,Pjil

y asi al es una ultramétrica.

4, METODOS SUBDOMINANTES K-ULTRAMETRICOS FUERTES.

Def. Una k-ultramétrica fuerte & k-ultramétrica es un coeficiente

de desemejanza gque cumple la siguiente propiedad:

Para todo conjunto SCP de k elementos y todo

a,beP ; con a,bdS se tiene

d(a,b) < max{d(a,s),d(b,s) / 8§e S}

El método subdominante k-ultramétrico ccnsziste
por tanto, en construir a partir de un coeficiente de desemejanza
d ; la mdxima k-ultramétrica fuerte d, dominada por d; y tiene
como objetivo evitar que dos elementos formen conglomerados con
k elementos separadamente; sin estar los dos elementos en un mis-
mos conglomerado,

Si definiinos 3) (P) como el conjunto de todas
las k-ultramétricas fuertes, es evidente que estos conjuntos son

cerrados, de ahi que tenga sentido este método subdominante.
Def! Diremos que el valor dl(Pi,Pj) de la k-ultramétrica fuerte

dys construida con el método subdominante a partir de un coeficiente
de desemeijanza d, es deducible a partir de los valores

Ay CPyi b Ay (P Pio)yueydy(PyyPry)3d i (PyyPyy) e, dy (PyyPyy)

il
cuando

d(Pi,Pj)amax{dl(Pi,Pil),...,dl(Pi,P ), 1(? Ay ),...,d (P sPay Y=V

i b ik

y en este caso se define dl(Pi’Pj)=V
ALGORITMO.

Sean P={Py,Py,..sP )3d; 4=d(P;,Po)3D={@; 5/ 11,2,.0,0-1557i41,..,n)

Paso 1 Se eligen 2k elementos; d de D

1151292527 * 293252k

onmBliends la e ansonts acondls ot ans
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Para todo d'JED-{dlljl""’d12k]2k} , se debe tener:

dro 2 }

i3 2 max {dyq599d555000 002959199k

y colocamos:

d,(P.

1¢P51:P47 3= d

)= d (P,
11’ Pk 1iljl

sPei (dnljl’d12]2""’d12k]2k)

Dy={dy545159452522 %291 i2x52k!

Paso 2. Si_existe un dij e D, de tal forma que

dij=max(dls}

d e D

1s 1

Colocamos D=D-{dij} 3 D1U{dij] 5 dl(Pi’pj):dij

y se vurlve al paso 2 si Dﬁﬂ, en otro caso se para. Si no exis-

te ningdn dij cumpliendo la condicidn anterior se va al paso 3.

Paso 3. Si existe un elemento dij e D, de tal forma que existan
P P con

k elementos P g2+ Py

s1?

dlkPi,Psl) e Dy dl(Pj’Psl) e D, para 1= 1,2,..,k se va al paso 4

si no existe ningfin dij cumpliendo la propiedad anterior se va al
paso 5.

Paso 4. Sea diojo el elemento encontrado en el paso 3, colocamos

entonces:

dy (P 4P5)=d, (P, )=d =max{d; (P; ,P_1),d(P5,P 103121, 0 k)

o’ io liojo

Dy=DyUldy; 050!

Si D# P se vuelve al paso 23 si D= el algoritmo termina.

Paso 5. Se elige diojo=m1n{d.j} y se coloca:
ich



S B R e i e e s el e

27
} s (B P Y= d (P )=d

=D-{d. 1P557P30 1( .

ioio 50°Pi0’"%io0jo" %iojo

e Dy U{dliojo)
H D# 0 se va al paso 2; si D=0 el algoritmo termina.

Probaremos a continuacién que d; esla maxima

—ultramétrica fuerte dominada por d.

De la construccidn de d1 es evidente, que to-
lo valor construido en los pasos 2 y H4; es igual al mdximo valor

k D, en ese instante; y este conocimiento nos servird para pro-
)ar que d,; es una k-ultramétrica fuerte.

ean Pi,PjeP y {Pil,Piz,...,Pik}:P—{Pi,Pj) cualquiera; pudiendo su-
eder los dos casos siguientes

Al

Cuando se afiadid dl(Pi,Pj) al conjunto Di; este alin no conte-
fa todos los elementos {dl(Pi,Pil),dl(Pj,Pil);l=1,2,..,k} siendo cla-
en este caso la siguiente desigualdad.
dl(Pi’Pj)s max{dl(Pi,Pil),di(Pj,le);1=1,2,...,k}
" Cuando se afiadid dl(Pi’Pj) al conjunto Di;.este ya contenia
i los elementos {dl(P.,Pil);dl(Pj,Pil);l=1,2,...,k}

en.este caso es evidente que se definid dl(pi’Pj) como

Il(Pi,Pj)=max{d1(Pi,Pil), dl(Pj,le);l=1,2,..,k)=max{dij}

dich
juedando asi probado que d1 es una k-ultramétrica fuertec.

Que es la méxima dominada por d; se deduce evi-

dentemente de la construccidn de dl'

5. METODOS SUBDOMINANTES K-ULTRAMETRICOS FINOS.

De f. Un coeficiente de desemejanza es una k-ultramétrica fina si
para todo Pi’Pj eP <y todo S P—{Pi,Pj} de k elementos se cumple

la siguiente desipualdad:

d(P;,P) € max {d(P1,P) / P € S35 Py ¢ 8 UCP;,Po)

Llamaremos ﬁgEP), al conjunto de las k-ultramé-
ricas finas definidas sobre Pj; y nuestro problema consiste ahora
n construir la mdxima K-ultramétrica fina dominada por un coeficiente

~ Aecemelanza 4 - aone ec esvidente aAlle evicte dehido 21 heeho de cer
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gb{(?) cerrado.

E1l objetivo de construir los conglomerados me-
diante dl’ se debe a que la interseccién entre dos de ellos tienen
como mdximo k-1 elementos; de ahi que se obtenga una reduccidn

en su numero.

Algoritmo para construir d, a partir de d.

1={k+t2) (k+1)
2

Paso 1. Sea D=imagen{d} ; y se seleccionan -1 ele-

mentos de p cumpliendo la propiedad siguientes:

Si d..eD-{d, d } 3 donde

ij 1151°% 252229152

{diljl’diZjZ""’diljl} son dos elementos seleccionados entonces:

dij 3 max (diljl’di2j2""’di1jl} y colocamos

P=D-1d;4512959422° -+ 195152}

dy(P; 4P )=dy(Py Py ) = U, (RN, |

1 js?® " is d1isjs:disjs

D,={d }

151915151°%352520+ %1315

Paso 2. Se busca un elemento diojoé D, de tal forma que
diojo: HEs S (alij}
43480,

si no exisile ningilin elemento d: esta clase se va al paso 3; si por

el contrario existe un d se colocan:

iojo

BED={C0g0t ¢ 91fP101P50)% 41 (PyqsPio) 911030 %050

D.=D, U{d }

1 liojo

y se vuelve al paso 2 si D # # ; si por el contrario D = 4§

entonces el algoritmo termina.

Paso 3. Se busca un elemento dij e D, de forma tal que existan k

elementos {Psl’Psz""’ Pskl con

al(Psl’Pi) e Dy 3 dl(Psl’pj) e Dy L5 e T

T SRS S T S T T T U A




Si existe este elemento se va al paso 43 si nin-

Lﬁn elemento cumple las anteriores condiciones se va al paso S

Paso 4. Sea diojo el elemento hallado en el paso 3.

(& TR A B |

Colocamos di(P- P. )= 4d 50°Fio

io? jo 1 liojo

D=D-{d. } d,=D,U{d }

iojo 17513 0j0

Si D=6 se acaba el algoritmo; si D # 8 se va al paso 3.

;Paso D% Se elige un diojo 3 de tal forma que
qiojo = min {dij} y colocamos
dijED
d ( io? ]O) 3 diojo; il (dIOJO) y 8 U{lejO}

Si D # @ se va al paso 2; si por el contrario D = # el algorit-
mo ge ternina.

d; es la méxima k-ultramétrica fina dominada por d.

Sean cualquier par de elementos Pi,Pj»e P3-y

cualquier conjunto S C P-{P,, Pj) de k elementos. Si alglin elemem-

to d,(P,,P_ ) con P, € SU(P;,P.} , P_E S se afiadiéd a Dy, después

1279 s

de dl(Pi’pi) entonces es claro que:

o
Si por el contraric dl(pi’Pj) se anadid a D, cuando

dl(Pi’Pj) < max(dl(Pl,PS); P "

€ SU{Pi,Pj] o2 el

cidén de d, es evidente que:

dl(Pi,Pj)=max{d1(Pl,Ps);Pl € SUfPi,Pj) 3 Ps e 5}

y asi queda probado que d1 es una k-ultramétrica fina dominada
por d.

da por d, es una clara evidencia de su construccidn.

NOTA. La busca del elemento dlojo en el paso 3 del algoritmo

anterior; se hace mediante la siguiente relacién binaria

Py Py é>d1<P1,Ps) e Dy

29

Dy :>{d1(p1’Ps)f P1 € SU{Pi,Pj} . Ps € S‘y; entonces de la censtruc-

Que d; es la mdxima k-ultramétrica fina domina-
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y se debe encontrar un conjunto S de k elementos de tal forma que:

(P }xSUSXSUSx (P5) C ¥

y si un tal conjunto existe se define:

dy(P; ,Ps)=max{d;(Py,P.) / Py e SU(P;,Ps} 5 Pooe ;}

6. METODOS SUBDOMINANTES U-DIAMETRI COS.

Def. Un coeficiente de desemejanza d es u-diametrico si para todo

B, ,P.,P_,P se cumple la siguiente proposicidn:

¥| 1

d(PS,P1)> um :g>d(Pi,Pj) £ m

donde m=max{d(PS,P1), d(PS,Pi), d(PS,Pj), d(Pl’Pi)’ d(Pl,Pj))

El problema que nos proponemos en este apartado
consiste en construir a partir de un coeficiente de.desemejanza
cualquiery, dj otro d, que cea u-diamétrico; €l-objetivo que se con-
sipue con los coeficientes de desemejanza u-diamétricos es que la
méxima desemejanza de la interseccidén de dos conglomerados a nivel
h, es menor & igual que uh; y de agui que debe ser 0 <u < 1,

Para la construccién de dy necesitamos la siguiente;

Def, Diremos que el valor dl(Pi’pi)‘ es deducido del ccnocimiento

de los valores ya construidos de dl; si existen Pl’ps tales que

conocemos

dy(Py,PL), dy(Py,By)y dy(Py,Ps), d (P ,P), dy(P ,Py)

y que ademds si m es el miaximo de los anteriores valores

dl(Pl;Ps) >um y d(Pi’Pj) > m
entonces se define dl(Pi’pj>:m

ALGORITMO4

Paso 1 Llamando D=imagen d , se eligen 5 elementos de D,
fdilji’diZjZ""’ diSjS) ,» tal qu= para todo

d.. e D-{d.

ij 11j15di2j2’d

i333°9iu5u2935551  se tenga

di5 > max{d;459+955599953532954542%555}
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y se hacen las siguientes transformaciones:

D=D-{d; 135149524229 3539% uju>%5555!

dy (Py1,Pyqd = dg(Pyy,Pyy)= dygysp= diygy 1 0 SRR

Dy=1d; 1515952522+ + 295555}

Paso 2. Si existe un elemento diojo e D, de forma que

di°j°=max {dij]* se coloca:
dich1

D=D- {leJO) 3 d (Plo’ jo )=d1iojo:diojo;

01=b1U{d }

liojo

Si D# B se vuelve al paso 2; si D = 8 el algoritmo termina.
Si :B diojo cumpliendo la anterior condicidn de va al paso 3

Paso 3. 1 no existe ninglyelemento dij e D, tal que d
deducido de D, se va al paso 5; si por el contrario existe dij e D

cuyo valor correspondiente d1ij sea deducido a partir de D, se

11] sea

va al paso W4,

Paso 4. Sea diojo el elemento hallado en 3.
poiodames d (Plo’ jO) - d1iojo K didjo
D =D- (le]O} D1:D1U{d1ioju,

Si D# @ se vuelve al paso 83 si D = f el algoritmo termina.

Paso 5. Se elige un diojo tal que
diojo = min {dij} y cclocamos
dij e D
dl(Pio,Pjo)= dliojq; D=D- (dlojo} y D,=D U{dlojo}

Si D# @ se va al paso 2; si D = @ se acaba el algoritmo.

d; es la mdxima u-diamétrica dominada por d.

Sean P, PJ,Pl,P arbitrarios y

m= max{d,(Py,P.),d(Py,P;),d(P),PsY,d; (P ,P;),dy (P ,P))
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pudiendo darse dos casos

1§ dl(Pi,Pj) fué afadido a D, antes de que lo fueran
{dl(Pl’ps)’dl(Pl’pi)’d1<P1’Pj)’d1(ps’Pi)’dl(Ps’pj)}

en este caso es evidente que dl(Pi’Pj) £ m

2§ . Tue afadidc después y pueden darse dos subcasos

a) dl(Pl’ps) < um , y entonces es cierta la proposicidn

dl(Pl’pS) > um :‘?di(l}i’pj) £m

por ser falsa la hipdtesis

b) d,(P;,P.) > um en este caso se definié

dl(Pi’Pj) = m; v en este caso también es cierta la preposicidn

anterior,
NOTA. Para comprobar en el algoritmo antevior si es deducible el

or SE€ s indi i c 5 e n
valor 9113 , Se observa los indices 14 tales que , dil;l y d1]11c 1

si existen dos indices en el conjunto anterior s,t tales que

d e D y d1St > um donde

1st 1

mzmaX{d]is’dljs’dlit’dijt’d } entonces se define d

ist 1ij

7. OBTENCION DE CONGLOMERADOS.

Como hemos visto arteriormente, dado un coeficiente
de desemejanza d y un nimero real h3z 0; se construia la relacién

binaria, reflexiva y simétrica

Yd(nh) ={(a,b) / a,b ¢ P y d(a,b) ¢ h}
siendo los conglomerados a nivel h, los cenjuntos enlazados maximales

de la relacidn anterior; y entre las propiedades de estos conjuntos

estan las siguientes:

Proniedad 1. Sea P1 un conjunto enlazado maximal de la rela-

cidn yd(h); y P, # B, otro conjunto enlazado maximal, (C.E.M.) de la
relacién ya(h) restringida a P—Pj; entonces existe un subconjunto

propio de P1 que unido a P2 forrma un nuevo (C.E.M,) de yd(h)
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Demostracidon Sea P*={a/a e Py (a,b) € yd(h),para todo beF. 3}

£

5i P#%*={f}, es claro que P2 es un nuevo CEM de Yd(h); si por el
Eontrario P* # @#; tenemos que P* es un subcenjunto propic de F1

y P*UP2 es un nuevo CEM; pues si a ¢ P*UPZ; pueden suceder dos cascs

) a §iP;, ac P-P, y por ser P, un CEM en P-P,,3} Db e P, tal que
Ka,b) ¢ Yd(h).
b) a ¢ P,; por a ¢ P2 . Jb ¢ P, tal que (a,b) ¢ Yq(h)
asf queds probada la 27 propiedad de los CEM.
i La primera es evidente por construccidn.

|

La propiedad anterior nos induce a realizar la

siguiente particién en P,

Elegimos P, P como un CEM para Yd(h); P,

<

un CEM para Yd(h) restringuido a P-Pl; y en general, Pi un | Qe

i-1
para Y;(h) restringido a P-U P:s siendo evidente que:
j=1
P=P1UP2U.....UPk con Pi(\ Pj =@ 8% 1 £

Propiedad 2 Para todo Pi con i # 1 existe un P* subcon-
i-1

junto propio de U Pj de tal forma que Pi U P* es un C.E.M. para
i=1

Yd(h)

Demostracidn Sea P§={a/a € Py ¥ (a,b) € \’d(h) para todo b € P.°

1-1
y en general P*=ﬂ§/a €P,y (a,) € Y. (h) para todo b¢P.U( U P \
| 1 d 17\y=1 1y
i-1
entonces es clard que PiU‘ U Pﬁ) ‘es un CEM que cumple las condi-
jed

ciones de la propiedad 2.

Def, Llamaremos

C? (P')={a/a ¢ P_ y (a,b) ¢ y.(h) para todo b ¢ P'}
Py o d

Algoritmo
Se construye en primer lugar una particidn de

B; {P1,P2,...,Pk} donde Pi es un CEM para la relacién yd(h)
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i-1
restrinigida a P- U P. ; y como consecuencia P1 es un CEM,
j=1 3
Para determinar los C.E.M. que solo contienen

elementos de P1UP2 se procede de la forma siguiente:
Se elige un subconjunto Po(: Py de tal forma que no exista

\é & _ b
xe Py, ¥y x ¢ P, con pl(Po)C: pl(x), y entonces & bien

P U C? (P.) es un CEM; 6 bien existe y ¢ b P. con
o Py © 240

fg pt¥) DB Y éfpl(Po).

Para demostrar la anterior afirmacién suponemos
K
que no existe el y ¢ U P. con (i (3=) 53R 1 f? (P.); es claro de
j=3 J P o Py ©
la construccién que P,U tzp (PO) cumple la primera propiecad de
1
C.E, M.

2
Para demostrar la segunda, sea Xx ¢ P,U L% (Po);
i ¢

si xe P,; por definicidén de (ZP {P) existe zfe P  con
1

(s z)nd 14(h); si x e Pyy  x 13 P, por eleccién de P, existe

z € Q’p (P)) de tal forma que (x,z) t vg(h); finalmente si
1
22

k
x¢& U P. ; entonces al ser falso que C: (x) DP U (; (P ), existe
e P o p, o

% Po U t?pl(Po) con (x,z) ¢ Yd(h).

Como consecuencia los CEM de P1 u P2 se forman

eligiendo todos los subconjuntos P _ de Py tales que no exista

o
s ? k
x € Py, x ¢ P, con pr1(Po)c:tfp1(x); y si no existe vy ij3 Pj

con P_U C;pj(Po)C: C;(y) entenc:s P U C?Pl(Po) es un C.E.M,

Procedemos por induccién. Suponemos que tenemos
hallados todos los CEM que unicamente tienen elementos de
i i+
U Pj s ¥ querzmos hallar los contenidos en & P. que tienen algin
j=1 j=1

io D o
elemento de F1+1.
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Elegimos los subconjuntos Po(: Pi+1 tal que nc

exista X & P;,q xé?o con tllj P-(Fo) ¢ COPLX) ,U
“':1 ] d:(o

para cada 1 < it+1 se forman los conjuntos Pé={z/z = Pl y

P

(z,b) e Yd(h) para todo b e Py, }; y sea P's
1

. i 3 hallandose

Tt

todos los CEM de ya(h) restringido a P' ; y uniendo cada uno

‘de ellos a P° puede darse dos casos:

!
f

ig Que hayamos obtenido un nuevo C,E¥M,

k
2% Que exista un x ¢ U P, que esté relacionado con todos los
1=i+2

elementos del conjunto asi obtenido.

En el caso 2§ el C.E.M. correspondiente se
hallaria en un paso posterior.

166 C.E.M para v4(h).

. "= = {3 noo
Sea P_ urn C.E.M. para yd(h), Py Po/\ Py vy 1 =max{i/ P} ¥ 0]

':‘é . = :é " .
sean Pz by (Py.)iP} £ T AR (B s

| Py Plo-1
) lo-1
claramente P} C Pi $ 4= Tg2yavedg=1y @z P':il.J1 PY es
. . 10-1 Si/ -
un G.E.M. ‘pDara Yd(h) restringuido a A'= U Pi 3 pues ‘asi no fue=
: i=1

ra existiria x e A' , x &£ P' , tal que (x,z) e Yd(h) para tcdce

z. e AR U Pio = P, de donde se deduciria que ke U{x} es un conjunto

enlazado, que contra~io a la hipdtesis de que Po es un conjunto

enlazado maximal; y es evidente que P, es hallado por el algoritmo
! e
cuando une Ploc: P10 con- RS

OBTENCION DE CONGLOMERADOS A DISTINTOS NIVELES.

Suponemos que tenemos construidos los conglomera-
dos para un coeficiente de desemejenza d a nivel h; y los queremos
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construir a otro nivel h' con h' > h; es claro entonces que
yd(h') :)Yd(h); siendo el contenido estricto; pues en otro caso
tendriamés ya hallados los conglomerados.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
ta,b) ¢ vq(h) 'y que y, (hY}) = y, (h) U (a,b); pues si asi no fuera,

como P es finito, mediante un nimero finito de pasos como el ante-

rior obtendriamos yd(h'); quedando asi nuestro problema reducido

a encontrar los C.E.M. de yd(h‘)= Yd(h) U (a,b).

Para ello sea P'={z/z ¢ Py (z,a) ¢ Yd(h),(z,b) é yd(hO} y hellare-

mos los C.E.M. de yd(h') restringidos a P'; si alguno de ellos
contiene a algin C.E.M. de yd(h) este (1ltimo se eliminaj; obteniendo
los C.E.M. de Yd(h') como unién de los C.E.M. de Yd(h) no eli-

minados con los hallados en conjunto P' U{a,b} .

8, CJEMPLO PRACTICO.

Nos proponemos en este ejemplo, construir una
2-ultraméirica fina d; a partir de un coeficiente de desemejanza
d; para después hallar conglomerados a distintos niveles partiendo
de d.

Suponemos que P tiene 3 elementos(Pi,P?,...,?gl

y que d viene dado por la siguiente matriz de desemejanzas

R T,
\\<X\7 \ \ 8 \18 | 40 4 3

32 |28 |10 7

0|
\\\\l;u \ 6 ‘32 16 | :9

\17 12 1

) |12
j\\\\Ls 14 l13
18 \15

14

‘La 2-ultramatrica fina construida a partir de

d viene dada por la siguiente matriz:
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|
lLa particién de P={1,2,3,4,5,6,7,8,9} es P,={1,2,3,4,5,8,9} y

P2={6,7} que son los conglomerados a nivel 9.

Los conglomerados a nivel 12 se obtienen de la

matriz
£ et S R e T it e
\\\\\i SEERE 0 l e ‘ o |4
Lo b 1o %n } 0 % 1 % 1
e T S
] O PP
\0 lo | \ 1
~ \0 1 \1
o O
0
e

Obteniendose como nuevos conglomerados el PA1,6}

y Pu={5,7) que afiadidos a Pl'P2 forman los conglomerados a nivel
12.

El unico conglomerado a nivel 13 es el total.
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que se construye como sigue:

1 2 3 I 5 6 7 8 9

W<§\lu \ s lo lo lio{as te |51t
\\\4\7 g tg lig dag e} 5 f°
‘\\\L944J & dsabas b gl 3

9 13 13 9 9

13 \12 g taq |9
8 ha |13 |°®
13 13 |7

Se eligen los 5 elementos minimos que scon el
{3,4,4,6,6) 3 y como no se deduce ninguno pues intervienen § indices
se afade. el siguiente minimo que es el ¥, que se alcanza en dos luga-
res d(2,3) y d(3,9); deduciendose d(3,8)=7, d(1,9)=7 y d(8,9)=7,

como no se deduce ninguno més se afiade el minimo
que es el 8 que se alcanza en dos lugares d(2,5) y d(6,7); se si-
gue afnadiendo el minimo que es el 9, que estd en 3 lugares d(1,4),
d(3,5), y d(4,9); deduciendose
a(2,4)=9, d(3,4)=9, d(4,8)=9, d(1,5)=9, d(4,5)=9, d(5,8)=9, y d(5,9)=

Como no se deducen mas se afiade el minime que es
12, que se alcanza en d(1,6) y en d(5,7) y se sigue afiadiendo el mi-

nimo que es el 13 que se alcanza en d(6,9); deduciendose
d(2,6%=13, d(3,6)=13, d(4,6)=13, d(5,6)=13, d(6,8)=13, d(1,7)=13
d(2,7)=13, d(3,7)=13, d(4,7)=13, d(7,3)=13,y a(7,9)=13
éonstruvendo asf la 2-ultramétrica fina.

Hallamos los conglomerados para d1 a nivel 93
poniendo
0 si
£(a,b)= : ta,b) e yd1(9)
1 si (a,b) ¢ Ydl(g)

Tenemos asi la matriz;:
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{Qué sentido tienen los métodos subdominantes en
" . .
conglomerados, cuando la midxima informacién se obtiene a partir de

los conglomerados de desemejanza inicial?

Creo que son varias las razones que gustifican
estos métodos; algunas de las cuales expondremos brevemente a con=
tinuaciédn.

a) La dificultad de cdlculo de todos los conglomerados para un cce-
lficiente de desemejanza cualquiera.
b) La dificil interpretacidn de conglomerados que no cumplen unas

determinadas propiedades.

Estas objecione:z quedan salvadas mediante cier-

tos métodos subdominantes.
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