APLICACIONES DE LA INTERPOLACION A LA REPRESENTACION DE
FUNCIONALES LINEALES SOBRE UN SUBESPACIO DE DIMENSION
FINITA DE C (Q).

Por P. Diaz Mufioz y M. Sdnchez Marcos.

0.- INTRODUCCION

Sea C(Q) el espacio de las funciones complejas continuas
en un subconjunto compacto Q de un espacio topoldgico y P un
subespacio vectorial n-dimensional de C(Q). Sea L una forma
lineal definida sobre P. La formula de interpolacidon (Sha-
piro (1971, p. 38)) demuestra que se pueden encontrar n pun-—

tos X;, ...,X_, (dependientes de L), y n constantes Apseens
cesd ée forma que
n
L = I a. plx.) peP (0.1)
P ] i 1
y ademis
n
jell = = |ai| (0.2)
i=1

En este trabajo demostraremos primeramente que si P es
un subespacio de Tchebicheff en Q 1la representacidon (0.1)
se cumple para cualquier n-upla XpjeeeeX de puntos de Q.
Posteriormente demostraremos que aun cuando P no sea de Tche-
bicheff se puede encontrar un conjunto X,..... X_indepen-
dientes de L tales que se verifique 1la representa%ién R
Tanto en un caso como en otro se tendra a cambio de esta me-
jora que

n
il < iil | 21 | (0.3)

en lugar de la igualdad que aparece si consideramos X,....X

7 1
dependientes de L.

Estas representaciones aparte de que permiten reducir
cualquier problema general la interpolacidn a uno de inter-
polacidn puntual con un sistema de nodos fijo, pueden ser
tambiZn dtiles en el estudio de la integracidn numérica.

1.- Definiciones y Resultados Previos

Omitiremos demostraciones de los resultados que apare-
cen en esta seccidn, estas se podran encontrar implicita o
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explicitamente en Daviso (1963, p. 2).

1.1.- Interpolacidn (enunciado general)

Definicidén 1.1

Sea P un subespacio n-dimensional de C(Q), g un ele-
mento de C(Q) y Ll’ RPN funcionales lineales definidas
sobre C(Q). Decimos que un elemento p de P interpola a g si
se tiene:

Li(g) = Li(p) g s T Cla 1)
Teorema l.l.- S§i las restricciones de L,, ... L a P

forman una familia independiente se tiene,(a) el problgma de

la interpolacidén admite solucidn {nica para cualquier:elemen-
to de G(Q).(b) Existe una base pj,... P° de P tal que el ele-
mento interpolador de g viene de%inido'gor la férmula:

n
- o
E= I Li(g) Pi (152)
i=1
1.2.- Interpolacidn puntual

Segiin X,,...,X_ puntos de Q si consideramos en parti-
cular los funcionales

Li(f) = f (xi) S B o S 1 feC(Q), (1553)

la condicidn de que p P sea elemento interpolador de un
elemento g de C(Q) se puede escribir en la forma

g(xi) = p(xi) G e iy, D (1.4)

El siguiente resultado es una consecuencia del teore-
ma. e b

Teorema 1.2.- Sea Py Pl una base de P,
el problema de interpolacidon puntual con respecto a los pun-
£OS Xy, ... X tiene solucidn i{inica para cualquier elemento
de G(é) si el determinante
ol 6 5= 1is
|p1( J)| GL<3)

es distinto de cero.

1.3.- Sistemas de Tchebicheff.

Es en general conveniente que P sea tal que el proble-
ma de interpolacidn puntual tenga-solucidn {nica cualesquiera
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que sean los puntos Xy ooy Xn' Esto nos lleva a la siguien-
te definicidn.

Definicidén 1.2 .- siviass P es un sistema de Tche-

bicheff en un subconjunto écQ si el"determinante (1.5) es dis-
tinto de cero para cualquier n-upla de puntos distintos de S.

E1l subespacio P generado por Pl""’ Pn se denomina subespa-
cio de Tchebicheff.

Obviamente se tiene:

Teorema 1.3.- Para un subespacio de Tchebicheff el pro-
blema de interpolacidn puntual admite solucidn y finica cuales-
quiera que sean los puntos X,, ..., X de S. El siguiénte re-
sultado da una caracterizacion til de los sitemas de Tchebi-
cheff.

Teorema 1.4.- &pl,..., pn} es un sistema de Tchebicheff
en S siino existe ningiun elemento no nulo en P con n o mas
ceros en S.
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Ejemplos (a) fe ;x’...’eknx } (2§ # Aj)

es un sistema de Tchebicheff en cualquier intérvalo de la rec-

ta real.

(b) I'Al,x,xz, oienely %L es un sistema de Tchebicheff en
1 1

cualquier intervalo de la recta real.

(c) 41, cos X, sen’ X5 5.5 COS nX, Sen nx} es sistema de
Tchebicheff en el intervalo [0,21]

2.- El1 Operador Interpolacidn

A lo largo de esta seccidon supondremos que el problema
de interpolacién tiene solucidn y {inica para cualquier ele-
mento de C(Q).

Definimos el operador:

IOt iC) == P
que a cada elemento de C(Q) asocia su elemento interpolador.
Es facil ver que P es una aplicacidén lineal suprayectiva.

Ademds se tiene:

Teorema 2.1.- Si L
rador I también lo es.

10 o L2 son continuos, el ope-

Demostracidon: Sea geC(Q), en virtud del teorema 1.1 tenemos

n n n
Bz = Wz L.cg) el v ()] ge2 )l = Ty IIL I
i=]1 " = i=1 S 1 =1

He: 1 Nell




lo tanto t:nemos que P es continua y ademis:

n
Ij ): ¥ ‘ tpo . ;
I i i= “ I l il &0 =0

3.- Rrepresentacion de Funcionales sobre un Subespacio de

Dimensidon Finita de C(Q).
3.1.- Caso en que P es de Tchebicheff

Teorema 3.1. Sea P de Tchebicheff sobre Q y sea

Xo ylandte x ~un subconJunto cualquiera de puntos de Q. Dado

un func10nal L definido sobre P, existen n constantes
OO IR tales que

n
L= oy a. P(Xi) Y peP (3519

Demostracion: En virtud de la definicidén de sistemas de Tche-
bicheff se tiene que los funcionales definidos sobre P

Li(l’) = P(xi) e g T peP 3.-2)

forman una base de P* (dual de P). Por tanto L es combina-
cidn lineal de los Li’ es decir, existen constantes
Apseney an tales que:

n
L = I a.L (3°:3)
y por tanto se tiene (3.1).

En el caso en que el subespacio P no es de Tchebicheff
no se puede obtener la representacion (3.1) para puntos cuales-
quiera. El siguiente teorema demuestra sin embargo que para
cualquier subespacio de dimensidon finita existe un conjunto
de n puntos para los cuales tal representacidn es posible.

Teorema 3,2~  Sea P s soes P una base de P. Se tiene:
(a) Existen n puntos S sl en Q tales que ningin
elemento de P distinto de cero se anula en todos esos puntos
a la vez.
(b) Existen n puntos Xpseens X en Q vy n constantes
Ay eee, @ tales que para cualquier funcional L definido
sobre se Piene (3.1) y ademis:

\ n
e i '21 la, | LeP* (3.4)
1:




xl, ‘o oy

Demostracidn:

ta) Supongamos que Xyos eeey X cQ
)L v S ) wis svel BGEID)

é (xl"°"xn2f= 1 1 1" = 0
Pn(xl) S e sm R e 1ae Pn(xn)

Tendremos en particular que las funciones:
Pi(x;) covnnnnns Po(x 1) Py(x)
(x) = =
Pn(xl) wreiaal 5o b s Pn(xn_l) Pn(x)

« o X

& £ n-1

= Ml 1(x) + ... + MnPn(x)

seran identicamente nulas cualesquiera que sean

Xypeeny X =1, AT se los Pilinealmente independientes esto
implica que:

Pn_l(xl) AT e (x

n-1"n-1)

repitiendo el mismo procedimiento n-1 veces llegamos a:
Pl(x) =0 7 xeQ

lo que contradice el hecho de que los P sean linealmente
independientes.

Por tanto existen Xis «r0s X puntos de Q tales que:

Pl(x) Saletalelere i ensia 3 . Pl(xn)

Pn(xl) O A e Pn(xn)

Yy esto es equivalente a que no existe ninglin elemento en P

que se anule a la vez en todos los puntos x 5 siere X
1 % oy

(b) Se demuestra facilmente utilizando el conjunto de puntos
X obenidos en (a).
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