GENERALIZACION DEL TEOREMA DE LA FORMA NORMAL
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En el presente articulo se parte de la definicidn
de recursividad relativa introducida en Prida & Orejas
(1976) vy, modificando la prueba del teorema de la for-
ma normal de Kleene dada en Hermes (1965), se demuestra
una versidn generalizada del mismo para el caso de la
recursividad parcial relativa.

La referida generalizacidén del teorema de Kleene

n,A

¥ (fun-

permite dar una ventajosa redefinicién de ¢
cifn parcial con n argumentos, recursiva en A, de in-
dice x) a partir de una Gnica funcidn recursiva primiti-

va con un argumento y de los predicados T:, tambi&n

redefinidos.
Nomenclatura

S 2 5 P B
cn(xl,. ,xn) cfr. Hermes 1965, p

cnk(x) 2ds 5. P 78

exp(x,y) 3di 5 P e



MAQUINAS DE TURING GENERALIZADAS

Sea N el conjunto de los niimeros naturales. El conjunto

finito no vacio {xo, Xps coeo X} donde x0 < Xy Smae S X
sera denotado por Du, siendo
X X X
a =2 % ta Figs D,

El conjunto vacio se denotara por DO.

La nocidn de mdquina de Turing concebida como conjunto
de cuddruplas q i v q' (estado, simbolo del alfabeto, reac-
cién de la madquina, nuevo estado) serda modificada en la si-

guiente forma:

i) El alfabeto consta del {inico simbolo "1" . Un campo
vacio sera denotado indistintamente por "0" o por "*". Los

niimeros naturales serdn representados por "1", "11", ...

ii) Durante la computacidn, solo puede ser modificada la
parte de la cinta situada a la derecha de un determinado
campo, denotado por "O0". Cuando el campo de trabajo es el
0 y la reaccidn de la maquina es '"desplazar el campo de

trabajo un lugar hacia la izquierda'", la maquina se para.

iii) Al comienzo de la computacidn, en la parte de la cinta

situada a la izquierda del campo 0 aparecen escritos dos
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-
niimeros naturales u, v, separados por un campo vacio.

iv) La mdquina admite cuddruplas del tipo q i 9, 9,
que se interpretan como el siguiente conjunto de ins-
trucciones:

"Cuando el estado es q y el simbolo escrito sobre

el campo de trabajo es i, proceder de la siguiente forma:

1) Si i = 0 e inmediatamente a la izquierda del campo
de trabajo aparece escrito el niimero n y neDu, se pasa al

estado ql.

2) Si i = 0 e inmediatamente a la izquierda del campo
de trabajo aparece escrito el niimero n y ncE:-n Dv’ se pasa

al estado dy-

3) En los demds casos, se sigue en el estado q (ciclo).

TA—COMPUTABILIDAD

Una funcidn parcial con n argumentos Yy es TA—compu—
table (Turing-computable en A) si existe una maquina ge-
neralizada de Turing M tal que para toda n-pla de argu-

mentos X b'q wica ailgr XK se verifica:
: il L Hn

1) Si w(xl, Xps vees xn)+, entonces existen naturales
u, v tales que:

a) Du( A

b) D ¢ A

¢) La maquina M partiendo del estado cero, de la
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inscripcidn * u k v % X, * X, %) Sainan X * %

siendo el campo inicial el subrayado, se acaba parando
al cabo de un cierto niimero de pasos en la posicidn

* * * * * * o *
u v X, x, Heid X w(xl, Xys s xn) *

2) Si w(xl, Xps woes xn)¢, entonces para todo u, v tales
que Duc Ay Dvc;x, la maquina N nunca se para cuando

parte de la configuracidn descrita en 1) c)*l_

La funcidn cardcteristica de un conjunto cualquiera A

es TA—computable.

Dem.: Trivial.

RECURSIVIDAD RELATIVA

Una funcidn parcial es recursiva en el conjunto A
si es derivable a partir de la funcidn caracteristica de
A, de la funcidn constante nula de cero argumentos, de
la funcidn sucesor y de las funciones de proyeccidn, me-
diante las reglas de sustitucidn, induccidn y minimali-

zacidn (ver Hermes 1965, pp. 60 y siguientes).

(cfr.

+! Cuando AC Nn, n # 1, la anterior definicidn presupone la iden-

tificacidn del conjunto A con {cn(xl, sy xn)/ Xps o eees xn>sA}

Hermes 1965, p. 78).




A partir de TH 1, mediante métodos combinatorios bien

conocidos, puede demostrarse sin dificultad:

TH 22 Toda funcidn parcial recursiva en un conjunto A es

TA—computable.

RECURSIVIDAD EN A DE LAS FUNCIONES TA-COMPUTABLES

Para demostrar que toda funcidn parcial TA—computable
es recursiva en A, seguiremos un camino andlogo al reco-
rrido en Hermes 1965, modificando las funciones relaciona-
das con el proceso de computacidn de una madquina de Turing
alli definidas, para adaptarlas al caso de la mis amplia

nocidn de computabilidad introducida aqui.

4,1 Nimero de GSdel de una maquina

Sea M la mdquina con m estados

ql 1 1'2 52 riE{r’ 1l e 1, qu q29 sy qm}

{HCTRL Rt B0 SiE{qu qzt A qm}

Haciendo corresponder respectivamente a los simbolos

r (derecha), 1 (izquierda), s (stop), 0, 1, Ays Ay =ves q,

16s nimeros 1, 2, ..., m+5, la mdquina M puede ser identi-




5 Sahes
ficada con la matriz numeérica

donde a; (resp. bi) es el niimero asignado a ry (resp. s;).

Si p _, denota el n-simo niimero primo, haremos correspon-

der a M el nimero

b.
M ’ s
g (M) ; Uz(j,l) POZ(JrZ) ’

con lo que, si g(M) = x, entonces
exP(UZ(i,l)v x))

exp(oz(i,Z). x)

Sea T el predicado unitario tal que Tx se verifica
si y sdlo si existe una maquina M tal que x = g(M). Cla-

ramente se tiene:
% ozm(x,x,...,x) ozm(x,x,...,x)

Tx <=== ‘31 33 3b cx:
Oym(lslseess1) 0, (1ilyp00,1)

B o 2m
poz(j,Z) A Xf i(lg °2m,i(a)< m+5 A

i=1

\;: €0y, ()W),

lo que prueba la recursividad primitiva de T.
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Con el fin de establecer una correspondencia biunivoca
entre miaquinas de Turing y nimeros naturales, definiremos

la funcidn recursiva primitiva h mediante las igualdades:

h(0) = uxTx

n
h(n+l) = pux(Tx A Voy(x # h(y))).

La recursividad primitiva de h es consecuencia de que,
si M es una maquina cualquiera, entonces para todo n se

n+1

verifica que h(n) < g(M e

Se denotard por Mx la mdquina de niimero h(x).

Asi pues, por definicidn, se tiene: g(Mx) = h(x).

4,2 Nimero de Gddel de una inscripcidn
Prescindiendo de la parte de la inscripcidn situada
a la izquierda del campo cero, se hard corresponder a ésta
el niimero
b= 1 p°
i=o *

donde s es el simbolo (0 6 1) escrito sobre el campo i.

4,3 Nimero de Gddel de una configuracidn
El nimero k de una configuracién (a, b, c), donde
a es el campo de trabajo, b el niimero de la inscripcidn

y ¢ el niimero del estado, serd por definicidn 03(a,b,c).

4.4 Funciones relacionadas con el proceso de calculo de
de una maquina de Turing

En el presente apartado se definirdn en primer lugar



funciones andlogas a las A, B, C de Hermes 1965 (cEr.
p. 107), que respectivamente definen a partir de x, u, v,
a, b, ¢, el campo de trabajo, la inscripcidn y el estado

de la maquina Mx que siguen a la configuracién (a, b, c).
Para ello observemos que la fila rTelevante de M
x
(cuyo niimero de Gtdel es h(x)) sera

| e Bocitail Prapiany |

| T ¢ exp(02(2c+i411), 1) 5 hilx)) exp(02(2c+i411), 2), h(x)
donde i es el simbolo escrito en el campo de trabajo, con 1lo
que i = exp(a, b).

Asi pues, si definimos
hl(a,b,c,x) = exp(02(2c+exp(a,b)=ll, 1), h(x))

hz(a,b,c,x) = exp(02(2c+exp(a,b)=11, 2005 i)

la referida fila relevante sera
c exp(a, b) hl(x, a, b, ¢) hz(x, a, b, ¢) |,

Sea EO el predicado con cuatro argumentos tal que
EO abcx se verifica si y sdlo si la configuracidn (a,b,c)

es una configuracidén final para Mx. Puesto que

E. abcx <

0 =—> (h,(x,a,b,c) = 3 V (a =0 Ah;(x,a,b,c) = 2))

EO es recursiva primitiva. E igualmente lo serd el predi-

cado E definido por: Exk <= Eo 031(k) 032(k) 033(k) %




Con esto se tiene:

Si anbcx, entonces A(a,b,c,x) = a.
Si ‘1anbcx, entonces
a si hl(a,b’c:x) 213
A(a,b,c,x) = a+1 si hl(a,b,c,x) =1
a=1 si hl(a,b,c,x) = 2
Si anbcx, entonces B(a,b,c,x) = b. Si ﬂanbcx,
hl(a,b,c,x)-6
b. Pa si &4 hl(a,b,c,x) 5
exp(a,b)
B(a,b,c,x) = | Pa
ib en los demas casos

Para definir la funcidn c, que determina el nuevo
estado, introduciremos previamente un predicado M y una
funcidn Wo con las propiedades:

Si y es el niimero de una inscripcidn, entonces Myz

se verifica si y sdlo si sobre el campo z de la inscripcidn

y estid escrito un 1.

Si y es el nimero de una inscripcidn, sobre el campo
z estd escrito un cero e inmediatamente a la izquierda de
dicho campo aparece escrita una sucesidn de n+l unos segui-

da de un cero, entonces Wo(y,z) = n.

De lo anterior se sigue que M y WO pueden ser defi-

nidas de la siguiente forma:

Myz <=—> exp(z,y) =1

z=1 z21
WO(Y.Z) = z= ux (AMyx a \f tMty) = 2 .
0 x+1
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Con esto se tiene:

Si anbcx, entonces C(a,b,c,x,u,v) = c.

Si '1anbcx, entonces

hz(a,b,c,x) si hl(a,b,c,x) <5

hl(a,b,c,x) si (hl()> 5/.“0(1’»3)513“)
C(a,b,c,x,u,v) X =

h,(a,b,c,x) si (h; O>5AW,(b,a)eD D )

c si (hl()>5(\wo(b,a)cDuuDv)

Por sustitucidn en A, B, C de los argumentos a, b, ¢

por °3l(k)’ 032(k) y 033(k) obtenemos las funciones:
A'(x,k) = A(o3l(k), 04, (k), 044(k), x)
B'(X,k) = B(031(k)’ 032(k)’ 033(k)) x)

C'(X,k,uyv) C(°3l(k)s 032(k)1 033(k); X, U, V)

Igualmente, mediante sustitucidn en WO de los argu-
mentos a, b por sus valores expresados en funcidn de k,

definiremos:

Tras esto se definira una funcidén F tal que, si k
es una configuraciin de Mx’ F(x,k,u,v) sea la configura-
cidn siguiente, en el supuesto de que sobre la parte iz~
quierda de la cinta esten escritos los niimeros u, V.

Obviamente se tendra:
F(x,k,u,v) = o,(A"(x,k), B'(x,k), C'(x,k,u,v)),

con lo que Exk =—> F(x,k,u,v) = k.
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Definamos finalmente una funcidn con n+4 argumentos K,

tal que K(x,xl,x S xn,u,v,t) sea la configuracidn que

2’
alcanza Mx al cabo de t pasos cuando parte del estado ini-
cial, de la inscripcidn * u * v * X, * X, e X i ST
y del campo de trabajo subrayado (cfr. Hermes 1965, pp. 108

-110). Se tendra:
x(x’xl’ QIR a.xn’uavso) - 03(80:b09c0)

K(x,xl,...,xn,u,v,t+l) - F(x,K(x,xl,...,xn,u,v,t),u,v),

donde

- UEEL S S A R R X +: 21

X x +...+xn*zn

B o
i=0 &
bo =
Pa - P 5 2 o e D
0 x1+2 x1+x2+4 x1+x2+...+xn+2n
o = 6
4.5 Funcidn y predicados universales

Sea Y una funcidn parcial con n argumentos TA-compu-
table y sea Mx una maquina que computa Y. De acuerdo con
DF 2 se tiene para toda n-pla de argumentos.xl, Xgs seey X

(que abreviaremos por & ):

V(b +

> Ju v 3¢ 3k(DuC AADVCAAK(x,E ,u,v,t)=k po Ekx)



v(E)+ —> VquVth((DucA,\Dch,\K(x,E,u,v,t) = k) => -Ekx

Definiendo el predicado con n+2 argumentos TA, recursivo
n
en A, mediante la equivalencia

A
T x££z <—=> (D c AAD cA A
n 041(2) 0&2(2)

K(xie,041(2),042(2)1043(2)) - 044(2),\ 2044(2))‘ )’

se tiene:

(*) P(E)Y <

> az’l':xf z

Ademds, si P(E)+ y z es un niimero natural cualquiera

que satisface la relacidn T:xi‘z, se tiene que Y(€) = W(°44<2)

Denotando por U la funcidn producto w.uéa, claramente
recursiva primitiva, se tiene en particular:
A
(%%) V()¢ > $(E) = u(pzT x¥z) .
Con esto se tiene:
THE S Toda funcidn parcial TA—computable es recursiva parcial e

en A.

E igualmente queda probada la siguiente versidn generali-

zada del teorema de la forma normal de Kleene:




TH 4

DF 4

CRL 4
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Existe una funcidén recursiva primitiva con un argumento
U y para cada niimero natural n y cada conjunto (de niimeros
A ; A
naturales) A existe un predicado con n+2 argumentos Tn' re-
cursivo en A, tales que: Para toda funcidn parcial § con n
argumentos, recursiva en A, existen infinitos x tales que

para toda n-pla de argumentos'£ se verifican (*) y (*%).

Definiendo

$2 A @) = vuztixE o),
de TH 4 se sigue la posibilidad de asignar a cada funcidn
parcial y recursiva en A, con n argumentos, un conjunto in-
finito de indices, ya que

Y es recursiva parcial en A si y sdlo si existen infi-

n,A

nitos x tales que Yy = ¢x

Las ventajas de esta redefinicidn de ¢:’A (basada en
la redefinicidn de Tﬁ) pueden ponerse de manifiesto, por
ejemplo, mediante comparacidén con la cldsica definicidn de
Rogers (cfr. Rogers 1967, pp.130-132), que exige la intro-
duccidn de:

1) La nocidn de cuiddrupla consistente.
2) La nocidn de cuiddruplas compatibles.
3) La nocidn de conjunto regular

4) La introduccidn de una funcidn recursiva f tal que;



dom (¢ ) = rango wf(x))

dom (¢x) 0 = ¢f(x) es total.

5) La introduccidn de una funcid recursiva p, tal que

para todo z se verifica:

dom(¢p(z)) es regular

Si dom (¢z) es regular, entonces dom (¢z) = dom (¢p(z))'

También quedan de manifiesto las ventajas de las

redefiniciones de Tﬁ y ¢2’A

dadas aqui, al comprobarse

(lo que fiacilmente podrd hacer el lector) que a partir de

ellas se simplifican considerablemente las pruebas de
ciertos teoremas bAsicos de la teoria de la computabilidad,
tales como el s-m-n relativizado, los que hacen referencia
a las propiedades del "jump" de un conjunto, el teorema

de Post, etc.
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