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1. Introduccidn:

El presente trabajo tuvo su origen en el tratamiento de un
conjunto de datos, referentes a pesos de una muestra de ratas en
distintos tiempos, observados por la Dra. Grasal y el Dr. Palomi
no, ambos pertenecientes a la Facultad de Medicina de la Univer-

sidad Complutense de Madrid.

El objeto perseguido es la estimacidn de la evolucidn del

peso de las ratas a lo largo del tiempo.

Los datos se obtuvieron observando, en dias sucesivos, el
peso de cada rata de la muestra, sin haber proporcionado ningfln

alimento a dichas ratas desde el momento inicial.

En primer lugar se estudid la regresidén del peso sobre el
tiempo; haciendo para ello una particidén de la muestra en grupos,
de acuerdo con los pesos iniciales, y hallando curvas de regresidn
de distintos tipos, para cada uno de los grupos y para la muestra

total.

Los resultados obtenidos llevaron a hacer un nuevo estudio
de regresidn en que se logrd una disminucidn de los errores cua-
drdticos, considerando, en lugar de lo variable peso, una trans-

formacidn de ella denominada "peso relativo”.

Como consecuencia de los estudios anteriores, se eligid
una funcidén exponencial para estimar la evolucidn del peso rela-
tivo de las ratas a lo largo del tiempo. La variacidn de los pa-
ridmetros de dicha funcidén, respecto de los distintos grupos, lle
vd a considerarlos funciones del peso inicial y a la estimacidn

de dichas funciones.

Para comprobar las predicciones realizadas, se hallaron
los coeficientes de correlacidn entre los valores observados y
los estimados, para cada tiempo considerado; poniendose asi de
manifiesto la precisidén con que quedan determinadas las trayecto

rias del proceso, para la muestra considerada.
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2. Determinacidén del proceso de evolucidn.

Los datos que han servido de punto de partida de este traba
jo, como ya indicamos, resultaron de la observacidn del peso de
50 ratas durante 8 dias consecutivos que estuvieron privadas de

alimentacidn.

Se ha considerado que el peso de una rata en un dia deter-
minado depende @inicamente del peso inicial y del tiempo transcu-
rrido. Denotaremos por Xt(m) el peso de una rata, de peso ini

cial w, después de pasados t dias.

Para hacer un estudio de la regresidn del peso sobre el tiem
po, se clasificacidén las ratas de la muestra en 4 grupos segfin su

peso inicial:

ler. grupo. Formado por las ratas de pesos comprendidos en
tre 225'60 y 299'60.

2° grupo. Formado por las ratas de pesos comprendidos entre
301'00 y 349'00.

3° grupo. Formado por las ratas de pesos comprendidos entre
359'50 y 392'50.

4° grupo. Formado por las ratas de pesos comprendidos entre
398'80 y 513'00.

Para cada uno de los grupos y para la muestra total se han
realizado regresiones utilizando tres clases de funciones:

a) Polinomicas, estimando Xt mediante X:ln:

agta, t+..

n
o ootk a, t - ¢ Ll R

b) Exponencial, considerando estimaciones del tipo th=
o e aE

c) Hiperbolica, mediante funciones de la forma X:s = a-f%

Los coeficientes resultantes para cada polinomio de regre-
sién considerado, asi como la varianza total en cada caso, ponen
de manifiesto que el aumento del grado del polinomio no disminuye

de forma significativa el error; por ello nos hemos limitado a
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considerar polinomios de primer grado, es decir, rectas de regre

sidn.

Los valores tomados por los coeficientes de correlacidn

vienen dados en la siguiente tabla

ler. grupo |2° grupo 3% grupo 4° grupo 5° grupo
lineal -0'83545 -0'86460 -0'91973 -0'72328 -0'37481
hiperbolical] 0'7634 0'8118 0'8820 0'6679 0'3623
exponenciall 0'83u44 0'8723 0'9257 0'7259 0'3910

que muestra un ligero aumento de estos coeficientes para las cur

vas de regresidn exponenciales.

La variacidén de los coeficientes de regresidn respecto de
los distintos grupos mostraba claramente su dependencia de los
pesos iniciales; dependencia que se manifiesta también en los
coeficientes de correlacidén de la tabla anterior, al ser mayores
los correspondientes a los grupos de mayor variabilidad en el pe
Esto indujo a realizar un nuevo estudio de regresidn,

Rt(m),

so inicial.

andlogo al anterior, pero considerando una nueva variable,

para cada tiempo T, definida a partir de Xt(w) mediante la re
lacién
X, (w)
Ry(w) = —— x 100 [ 1]
Denominamos a Rt(w) peso relativo de la rata de peso ini

cial w®w en el dia T (contando a partir del dia inicial). Consi

peso relativo ini-

100

guiendo con la anterior transformacidn que el
R (w) =

%o

Los coeficientes de correlacidn obtenidos fueron los que

cial sea para toda rata 100, es decir, para todo w.

indica la siguiente tabla
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ler.grupo 2° grupo 3° grupo | 4° grupo | 5° grupo
grup p _grup grup!

lineal 0'9652 0'9592 0'9u54 0'9387 0'9437
hiperbolica 0'8720 0'8991 0'9126 0'9100 0'8905
exponencial 0'9662 0'9623 0'9476 0'9410 0'943y

Resultado que pone de manifiesto, como era de esperar, un
aumento de los coeficientes de correlacidén respecto de los ante
riores, siendo como antes los mejores los correspondientes a con
siderar curvas de regresidn exponenciales. Por ello estimamos
Rt(w) para cada w, mediante una funcidn exponencial del tiem

po; consideramos asi:

% —a(w)t
Rp(w) = u(w) o (@ 3]
Hay que sefialar la pequefia diferencia entre los coeficien
tes de correlacidn obtenidos en las regresiones lineal y exponen
cial, lo que puede ser debido a haber realizado las observaciones
en un nfimero de dias insuficiente para conocer con claridad 1la

forma de evolucidn.

Puesto que Ry(w) = 100 para todo w, tomamos como estima

cidén de u(w) el valor 100. Consideramos por ello

E3 &
R, (w) = 100 e alw)t
De las relaciones |[1| y |2| estimamos X, (w) mediante
w R¥(w)
B t el —alw)t
Xt(w) ~Too - We |3|
Los valores estimados de oa(w), para cada grupo, en el estudio

de la regresidn exponencial fueron

ler grupo — 0'04542
2° grupo —— 0'03886
3er grupo —_— 0'03728
4° grupo — 0'03252

De donde parece deducirse, a pesar de los pocos valores de la fun

Eisn a(w) estimados de esta forma, que dicha funcidn es decre-




ciente respecto del peso inicial W,

Con el fin de conseguir mayor informacidn sobre la funcidn
a(w) hallamos, para cada rata, la curva de regresidn exponencial
y con ello una estimacidn de valor de a(w) para el peso inicial

w correspondiente.

Ante el inconveniente de no haber sido observadas las 50 ra
tas en los 8 dias considerados, se restringe este estudio a aque-
llas ratas, concretamente 24, que fueron observadas todos los dias
seflalados; obteniendose las siguientes estimaciones de oa(w) para

cada una de ellas,

w a*(w) w a*(w)
255'60 -0'04798 349'00 -0'03883
266'10 -0'04679 364'20 -0'03451
279'20 -0'04886 365'80 -0'03432
291'00 -0'04320 872420 -0'03202
291'20 -0'03910 378'00 -0'03263
299'60 -0'04330 389'20 -0'03420
306'40 -0'03908 456'00 -0'02945
310'80 -0'02828 449'80 -0'02769
318'70 -0'04035 453'80 -0'03804
325110 -0'03910 468'20 -0'03146
340'50 -0'03743 493'00 -0'02751
344'90 -0'03823 513'00 -0'02805

Valores que parecen confirman nuestra hipdétesis de ser alw)

una funcidén decreciente de w.

NOTA: Hallando los coeficientes de correlacidn, entre las obser
vaciones correspondientes a dos tiempos distintos, se obtuvieron
valores superiores a 0'985, siendo, ademds, mayores los referen
tes a muestras mds prdximas en el tiempo; resultado conforme

con |3| debido a la poca variacién de los valores de a(w).

A partir de los 24 valores anteriores, ensayamos ajustes de
la funcidn a(w) mediante funciones lineales y exponenciales;

obteniendo asi las funciones
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%
@, (w) = 0'10687 - 0'00032 W [u]
21 LT W
a;(w) L= 2'66056 & 0'00181 |5|
con coeficientes de correlacidén -0'80098 y 0'8018 respectiva

mente. Estos coeficientes muestran la pequefia diferencia que exis
te entre aproximar o(w) mediante una recta o una funcidn expo-

nencial.

Como consecuencia de estos resultados juntamente con los

anteriores, consideramos dos posibles estimaciones de Xt(m)

% o ' i '
Xi(w) = Eew (0'10687 0'00032w)t
- ' & 1
0% - s 2'66056 8 0 00181(»)t
Xt(w) = we

Para probar la bondad de estas estimaciones, calculamos los
coeficientes de correlacidn entre los valores observados de la va
riable Xt(w) ¥y, por una parte, los valores predecidos mediante
Xl*(w), y, por otra, los estimados mediante Xi*(m), para cada

& Sl R SRR S 1

El siguiente cuadro permite comparar ambos coeficientes en
tre si y con el coeficiente de correlacidn entre los valores ob-

ervados de Xo(w) y Xt(m)

Xg x xi* x: X xi* Xo X X3

$=1 0'99615 0'99611 0'99608
£22 0'99385 0'99376 0'99361
t=d 0'99246 0'99234 0'99217
t= 0'99304 0'99310 0'99317
t=5 0'98527 0'98518 0'98502
t=6 0'99221 0'99254 0'99292

=7 0199048 0'99018 0'98960

denotamos por X° 1los valores observados de la variable X.

L Se observa en el cuadro anterior que, para la mayoria de
os tiempos tenidos en cuenta, el coeficiente de correlacién co-

. . 1% >
rrespondiente a considerar X es levemente superior al obte

J t




%
nido al considerar Xz y este mayor que el coeficiente de corre

lacidén lineal; no siendo posible descartar ninguna de las estima

& *
ciones Xi 5 Xz debido a la pequefia diferencia de sus coefi

cientes.

Por otra parte, la proximidad a 1 de estos coeficientes
de correlacidn, para todos los tiempos, nos hace considerar que
el proceso estimado se ajusta con bastante precisidn a los datos

observados.

3. Algunas consideraciones sobre el proceso de evolucidn.

~

Sea el proceso estocastico Xt(m) donde para cada t fijo,
tenemos la variable aleatoria X%(w). Supongamos que, para cada
w y cada t fijos, el valor Xt(w) verifica la relacidn

X, (w) = w e o(w)t |6]

Sea ® wuna variable aleatoria de distribucidn normal. Nos
preguntamos sobre la distribucidn para t fijo de Xt(w) defini

da por la relacidn anterior. En otras palabras, dado el espacio

de probabilidad (R,R,F), siendo F 1la funcidén de distribucidn

correspondiente a la normal (p,0), y la variable aleatoria
X, : (R,B,F) » (IR,B,F;).
definida por |6|, deseamos conocer la funcidén de distribucidn
F: inducida por dicha variable.

Deberiamos por tanto hallar para cada x€R el valor de

F¥(x) = P, {w/e o (W . 4

t E -

con las hipdtesis que tenemos, para t fijo la funcidn de w,

Xt(m), es derivable siendo su derivada

o-a(w)t b 0wt e

'

X1 (w)
puesto que suponemos que alw) es estrictamente decreciente,
a'(w) es negativo y por tanto X%(m) S0 para todo w, es
decir, la funcidn Xt(w) para t fijo es estrictamente cre-

ciente y continua. Luego para cada X existe un finico w que




llamaremos mt(x) tal que Xt(wt(x)) = X3 por tanto de
con |6| tenemos

f‘:(x) = Pp {o/x () < x} = Pp {w/w < w (%)} =

wt(x) L (lLL
Flw,(x)) = 3 & 0

v2m o

)2
dy

-0

con lo que el problema de hallar F®* se reduce al de determinar

wt(x) para cada ¥ ix  £ijos,

Derivando en la expresidn anterior tenemos
£1(x) = £/w (x)) w!(x) =
$i5) 0 we (x wi(x) =

-5 (———)
1 w{(x) e - 2

21 O

que es la funcidn de densidad correspondiente a una variable

wt-normal.

BIBLIOGRAFIA.

(1) BMD. "Biomedical Computer Programs", (1973). University of

California Press.

(2) DOOB, J.L. (1953), "Stochastic Processes", New York, John
Wiley.

(3) DRAPER, N.R., and SMITH, H. (1966), "Applied Regression Ana
lysis", John Wiley.

o,

FACULTAD pE ) T
a:auorg'.“““



