UNA NUEVA PRUEBA DEL TEOREMA DE INCOMPLETITUD DE LA ARITMETICA

por José F. Prida

Sea A el conjunto de férmulas aritméticas formalmente deriva-
bles a partir de los axiomas de Peano, mediante las reglas de de-

duccidn del cadlculo de predicados de primer orden.
El siguiente teorema de representacidn es bien conocido:

. s k 3 -
TR 1 Para todo conjunto recursivo B ¢ w , existe una fdrmula
aritmética con k variables libres B, tal que para todo a1y 855 one
++3, € w, cuyos representantes formales en el lenguaje de la

aritmética serdn denotados por 819 850 cees 3., SE verifica:
(*) (al, ays ...,ak) € B m— 8(21, Bor eey gk) € A

(*%) (a;y 855000y @) €B => 28(a;, 8,y 11, a,) €4 .
CRL 1 Si la aritmética es consistente, entonces para todo a,
a2, Vel 07k ak € w se verifica:

(*%%) (a;, 855000y 8,) €B <= B(a;» 3,5 400y ) €4 .,

Si una fdrmula B verifica (*) y (**), se dird que representa

al conjunto B en 4.

Sean respectivamente T1 y U el predicado y la funcidn univer-
sales, ambos recursivos primitivos, definidos de la forma habitual;

y sea
U(ulexyz) si existe un tal z

$(Y) =
% si tal z no existe,

Puesto que ¢m(n)+ si y s86lo si existe un p tal que T, mnp,

1

si t(x,y,z) es una férmula que representa a Tl' trivialmente se



verifica:
TH 2 Para todo m, n € w

i)  ¢p(m)¢ = Jzt(m, n, z) €4

ii) Si A es w-consistente, entonces

¢m(n)+ <mmn. Fzvim: By 2) €4 .

Sea r ¢ w tal que para todo n € w verifica:

[1 si 4 3zt(n, n, z) €4
$ (n) = ]
L

+ en caso contrario

TH 3 Si A es w-consistente, entonces es incompleto, siendo
dzt(r, r, z) un ejemplo de fdrmula indecidible,

Demostracidn:

G AWTCEaE2) ¢ d <= g (r)t <™. Rsrlr,r.2) ¢4

TH 4 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
i) No existe una demostracidn de 3zr(£.£,z) A'13z1(£,£,z) s

ii) A es consistente;

iii) 4 3zt(r,r,z) ¢ 4 ;
iv) ¢r(r)+ .
Demostracidn:
Obviamente i) equivale a ii) y iii) equivale a iv). Ademis:
¢r(r)+ =—> [32zt(t,x,2) €A ¥y adzr(r;xr,z) € 4] =>4 les
inconsistente = 1 J2zi(r;r,2) €4 =—> ¢r(r)+,

con lo que ii) equivale a iv).

Sea D el predicado recursivo unitario tal que para para todo

m e w Dm se verifica si y s6lo si m es el niimero de una demostra-




cidén de la sentencia .321(5,5.2) A1 3zt(r,r,z) y sea CONS la
sentencia 13 x8(x), donde 8(x) es una fdrmula que representa el
predicado D. Obviamente CONS expresa en el lenguaje formal de la
aritmética la consistencia de A, Puesto que ademds -y 3zt(r,r,z)
expresa que ¢r(r)+, si se formaliza dentro de A la prueba de la
equivalencia de i) y iv) en TH 4, se obtiene el teorema aritmé-

tico:
(CONS R d 1321'(1'.:'2)) € A ’

¥y, por tanto,

CRL 4.1 CONB. ¢ & x=== Y gt (r,r,2) c 4 ,
De TH 4 y CRL 4.1 se sigue inmediatamente:

CRL 4.2 A es consistente si y sd6lo si CONS ¢ 4 .,
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