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Sobre el teorema de M y h i l l - N e r o d e  

Por E.G a r c í a  Camarero.

Dado el aut ó m a t a  finito , Q = ( Q ,E ,5 , q , F) , definimos el 

conjunto n, de la forma siguiente:

n =  {iT=[qi , q ± , ... q ¿ ] | 3  xG E tt=  [ ó ( q Q , x ) , ó ( q x , x ) , . . . ¿(q^x),]} 
o 1 n

donde n = card (Q). Es decir, los elementos de ir, son vectores 

de estados acc e s i b l e s  de Q.

1. D e f inimos la función \p

<F : Ü xE* -*■ n

de la s i g uiente forma:

1) v  e n i p ( 7T ,a ) =  TT

2 ) ^ ( i T , o )  = [<S ( q ¿ , o )  , 6 ( q
o Z1

3 ) S i  ip ( TT . , 1 , x )  = TTj , e n t o n c e s
<P ( v , x a  ) = ip ( TfT j  > cr)

6 ( q j_
n - 1

a>]

Por d e f i n i c i ó n  de II, tenemos que para todo tt^ e II, existe una 

p alabra z e E * tal que

\p ( tto , z ) = ttí

por tanto, podemos siempre escribir

ljj (ir ,x)= Ip ( n , Z X )1 O

2. A p o y á n d o n o s  en la función \p , podemos d efinir un producto 

entre los e l e m entos de JT, de la m a n e r a  siguiente:
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T £ * TT j (ttq ,x ) , y )
= ^ (n 0 >xy ) =7rk

donde tt̂  = ^(tt̂ jX), tt̂ .= ^(ir^.y).

Como \p ( tt >a ) = 1t » tenemos que ttq es elemento neutro del producto 
antes detinido, ya que ’V'tt̂ e II, se tiene

TT • I T .  =  TT .  * TT =  lp ( TT ,Ax) =  ll> (  TT , X A )  =  T T .O I  1 0  T o r o 1

donde xeE* cumple que ^(ttq ,x ) = tt̂

El producto es asociativo, ya que para todo tt . , tt . , tt e I I, se1 J k
tiene:

< v y

en efecto

TT .  ‘  (  TT . • TT,  )
i J k'

TT .  .  TT . =  4 / ( tT » X y )1 J r O
(TTi * Tlj )*TTk= ,M 7r0 *(Xy)Z) O )

y también

• lTk= ^(lT0 »yz )

TT . • (  TT TT ) = ip ( tt , x ( y z ) ) (2)i J k o
y como la concatenación en £* es asociativa se tiene que (1) 
y (2) coinciden.

Es fácil ver que si

X  =  0  . 0  . . . .  o  .
X 1 X 2  x p

y  s i TT .  = * ( n o » a i  )  p a r a  j  =  1 , 2 , .  .  .  p.
J j

y  tt =
* ( *  o

,x), e n t o n c e s  t t =  tt .  tt . .
1  1 1  O

. .  TT .  
1

2 P



3. A partir de Q, podemos definir un automatá inducido por 
la función \p , que denotaremos Q/\p de la siguiente forma:

Q/4>=

donde F . = { T T. I tt . c II a q . eF}ip i 1 i iY o
Es claro que la congruencia definida entre palabras de E* con 
respecto a Q, llamada de equi respuesta, es decir que rela­
ciona dos palabras y cuando para todo estado de Q se tran­
sita con x y con a l  mismo estado, se puede expresar en
función de la función  ̂ de la siguiente forma:

Xq y ip (ro,x) = ip ( TrQ,y)
Respecto de n se construye el siguiente autómata

Q/n = (C ,E, <5 ,C ( a ) , F ) n n n n

donde C es el conjunto cociente E*/n> <5 se define:P n

6 (C (x) , a) = C (xa) n n n
y el conjunto de estados finales es

F = { C (x) | <5 (q , x) eF} n n o
Se puede demostrar que L(Q) = L(Q/n).

4. Teniendo en cuenta estas consideraciones, vamos a probar 
que existe un isomorfismo entre Q/n y Q /  \p. En efecto, la fun­
ción

X: cn + n
def inida asi :

X (C (x)) =  ̂( tt ,x) n o
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es el isomorfismo buscado; para ver esto probemos:

1°) X es biyectiva
2-) X es un homomorfismo entre Q/n y Q/ip.

Para ver que es biyectiva, bastará con probar que si dos 
calses de C ̂  se proyectan en un mismo nel!, aquellas clases 
coinciden, y en efecto se tiene que si

X (C (*)) *■ tt n
X (C (y)) = tt n

esto quiere decir que
1¡> (  TTq  » X  )  =  ^  (  TTo  ,  y  )

y por tanto x ny > luego C (x)- = C (y).n n

Para ver que X es un homomorfismo en Q/r> y Q/q, tendremos 
que probar que:

a) X(C (a)) = tt
n °

b) x(6 (C (x),a)) = ^(X(C (x)),a)q n q
c) X(F ) cF.n \p

El punto â es inmediato, ya que por definición de X se tiene 
que :

X(C (a)) = ( 7T ,A)q o
lo que nos da evidentemente tt .o

El punto J), se cumple ya que
X (6 (C (x),o)) =X (C (xa)) =  \p (ir ,xa) q q q o
\p ( X (C (x)),o) =[p(ip(n ,x),a) ^^(tt ,xa) q o o

El punto c se satisface, ya que si C (x)eF, esto significa que 
— q n

6(qo ,X) eF
luego

X (C (x) = 4*( tt »x ) = tt 
n °
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:on q. e F, luego tteFiJ;. 
o

on esto queda probado que X es un isomorfismo entre Q/ yn
/^, por tanto L(Q/fJO = L(Q/n) = L (Q) .

5. Entre los elementos de ir, podemos definir una relación 
de equivalencia R de la siguiente forma:

IT . R ti . < § = >  q , =  q
i  J  1 1J o J o

donde ir . = I qi 1« i q ¿ ' qio ■̂í V i
q . q . , • • • q -i o V i

Si, por otra parte, definimos una relación entre las palabras 
de E * , asi:

xrioy <=>6(qo ,x) = 5(90 »y)

vemos que todas las palabras de la clase C (x), conducen a
fio

elementos n . equivalentes con el tt . = ip (ir ,x), ya que J l o
p(q ,x ) = q. , y si yn x se tiene que 6 (q »y) = 6 (q ,x)O 1 o o oo
luego q = q. y por tanto tt.Rtt.-.

Xn Jn J 1

Es inmediato ver que la unión de las clases de C cuyas imá­
genes mediante A se proyectan en vectores de una de las clases
de R, nos da una de las clases de C , es decir, que C esn n
un refinamiento de C . También es claro que C es de indice

’’U  n
finito. 0
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6. Podemos definir un autómata inducido a partir de Q mediante 
r|0 , de la siguiente forma:

Q/n0 = (c , s ,  V  c (a), F„ )
0 O 0 o

donde C es la partición de E* mediante la relación de equi- 
. o . „valencia q , o es la función de transición definida de la si- 

guíente forma:

VafeE 6 (C (x) ,o) = C (xa)
0 o n G o 0

y el conjunto de estados finales es:

F —  {C (x) | 6(q ,x) eF>n n 1 oo o
De forma analoga a como hicimos para los autómatas Q/ y 
Q/r|, se puede probar que existe un isomorfirmo entre Q y 
Q/n > Y Por tanto se cumple que L(Q) = L(Q/p )•

7. Se puede probar que el lenguaje reconocido por Q/q está 
formado por las palabras que pertenecen a la unión de los es­
tados de F n, en efecto

x eL (Q/n)<*=^> 6 (C (A),x)eFq n n
pero según la definición de 6̂ , se tiene que

x eL(Q/n) < = >  C (x) eF
n n

es decir si x pertenece a una de las el ases.. f inal es de Q/f) .

De igual forma se puede probar que el lenguaje reconocido por
Q/q » está formado por las palabras que pertenecen a la unióno
de F .

no
Como por otra parte se tiene que L(Q) = L(Q/q) = L (Q/ q̂ ) se 
obtiene como resultado el teorema de Myhill-Nerode.


