Sobre el teorema de Myhill-Nerode

Por E.Garcia Camarero.

Dado el autdémata finito , Q=(Q,Z,G,q°,F), definimos el

conjunto I, de la forma siguiente:

1= {"T:[qio’_qi p eee qi ] IBXGZ* "=[6(q°lx)s6(ql’x)r'--S(qn_l’x)J}

1 n

donde n=card (Q). Es decir, los elementos de m, son vectores

de estados accesibles de Q.

1, Definimos la funcidn

y: fixix~> 10

de la siguiente forma:

I)Vnsn v (moA)=1
2) wiryo) = [8 ta; s, 8Ca, so).. .80, o
o

3) Si ¢ (ﬂi,x) = 1., entonces

v (m;,%x0) =9 (nj,c)
Por definicidn de NI, tenemos que para todo nisn, existe una
palabra zel* tal que
v (ng,z)=r,

por tanto, podemos siempre escribir

] (ﬂi,x)= w(ﬂo,zx)

2. Apoyandonos en la funcidn ¢, podemos definir un producto

entre los elementos de I, de la manera siguiente:
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=
.
2
[l

w(w(no,x).y)
p(m_,xy) =m,

donde e w(ﬂoyx), "j= W(WO,Y)-

Como yY(m ,A)=ﬂo, tenemos que 5 es elemento neutro del producto

antes detinido, ya que wieﬂ, se tiene
MMy = moemo = plm o LAx) = ¥(m ,xA) = mg
donde xel* cumple que w(no,x) =my

El producto es asociativo, ya que para todo wi,nj,nken, se

tiene:

(ni.n.) s A n.‘(nj-n )
en efecto

ni.nj= w(no,xy)

(ni-nj)mk= w(no,(xy)z) (1)
y también

W R A

e 0w o ¥

i i K w("o,x(YZ)) (2)

y como la concatenacidn en I* es asociativa se tiene que (1)

y (2) coinciden.
Es facil ver que si
y si @, = w(no,oi') para. . = 152, s P

3 9

y 7@m= w(no,x), entonces M= M., M, ..,T




3. A partir de Q, podemos definir un autdmata inducido por
la funcidn ¢, que denotaremos Q/y de la siguiente forma:

Q/¥= (I,Z,9,7,F )

¥

= ; ; F
donde Fy {ni|nleﬂAqlo eF}

Es claro que la congruencia definida entre palabras de I* con

respecto a Q, llamada de equi respuesta, es decir que rela-

ciona dos palabras x, y cuando para todo estado de Q se tran-
sita con X y con y al mismo estado, se puede expresar en

funcidn de la funcidén ¢y de la siguiente forma:

Xny v (7 ,x) =y (ﬂo.y)

Respecto de n se construye el siguiente autdmata
= 220 56 (X)) F
Q/n (Cn| n’ n( ) s n)
donde Cn es el conjunto cociente IL*/n, Gn se define:

8§ (CL Ix)0) = Cuilxa)
R n

y el conjunto de estados finales es

r ={Cn(x) | & (q,s%)eF}

Se puede demostrar que L(Q) = L(Q/n).

4. Teniendo en cuenta estas consideraciones, vamos a probar
que existe un isomorfismo entre Q/n y Q/¢. En efecto, la fun-
cidn
A: C <+
n Il

definida asi:

A (€ (x)) = b(m ,x)
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es el isomorfismo buscado; para ver esto probemos:

12) X es biyectiva

22) A es un homomorfismo entre Q/n y Q/y.
Para ver que es biyectiva, bastara con probar que si dos
calses de Cn se proyectan en un mismo TEell, aquellas clases

coinciden, y en efecto se tiene que si
X (G (X)) =
n
A (C (y)) =n
n
esto quiere decir que
'JJ (ﬂoax) =\J) (no,)’)

y por tanto xnpy, luego C (x)y = C (y).
n n

Para ver que A es un homomorfismo en Q/n y Q/p, tendremos

que probar que:

a) a(C _(A)) =m
n

b) x(s (€ (x);0)) = plalC (x)),0)
non n

c) A(Fn) ch

El punto a es inmediato, ya que por definicidén de X se tiene

que:
ALC. Ca)) =9 (7 sa)
n o

lo que nos da evidentemente L8

El punto b, se cumple ya que
A (8 (C (x),0)) =2 (C (x0)) =y (7 _,x0)
n n n o
'l‘ (A(Cn(x))’c) =W(W(“°:x)10) "‘J)(WOSXC)
El punto ¢ se satisface, ya que si Cn(x)eﬁf esto significa que
G(QO.X) €F
luego

ALE (x) 'W(ﬂo»x) = q
n
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on .qi e F, luego TmweFy.
o

Jon esto queda probado que ) es un isomorfismo entre Q/ vy
n

Q/w, por tanto L(Q/Y¥) = L(Q/n) = L(Q).

5. Entre los elementos de 1w, podemos definir una relacidn

de equivalencia R de la siguiente forma:

m R, € . = q.
=i o ql 1

o] JO

i, por otra parte, definimos una relacidn entre las palabras

e I%, agi:
xf,y <>68(q %) = 8(q_,y)

emos que todas las palabras de la clase Cno(x)’ conducen a

lementos ﬂj equivalentes con el m= w(no,x), ya que
(qo,x) = qio, y si yn x se tiene que 8/(q s¥) = G(qo.x)
uego q. = q. y por tanto fw_,RT.-

10 Jo R . !

s inmediato ver que la unidén de las clases de Cn cuyas ima-
genes mediante A se proyectan en vectores de una de las clases
e R, nos da una de las clases de Cn , es decir, que Cn es

un refinamiento de Cn . También es claro que Cn ea de indice

A o o
finito.
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6. Podemos definir un autdmata inducido a partir de Q mediante

Ng s de la siguiente forma:

Q/n,=(C, 4%, 8., € (A), F )

) ) ) 0
donde Cn es la particidn de I* mediante la relacidén de equi-

05X - L STy 9
valencia n_, § es la funcidn de transicidn definida de la si-

n
guiente forma:

Voes 8 Lo, (x)vg) = ¢ (xo)

o o o

y el conjunto de estados finales es:

F = {C_(x)| 6(q_,x)eF}t
nO nO R

De forma analoga a como hicimos para los automatas Q/y ¥y
Q/n, se puede probar que existe un isomorfirmo entre Q 'y

Q/no, y por tanto se cumple que L(Q) = L(Q/no).

7. Se puede probar que el lenguaje reconocido por Q/n estad
formado por las palabras que pertenecen a la unién de los es-

tados de Fn, en efecto

x:L(Q/n)<?=>6n (Cn(A),X)an
pero segiin la definicidn de Gn, se tiene que
x el (Q/ n) =D Cn(x)eFn

es decir si x pertenece a una de las clases. . finales de QA -

De igual forma se puede probar que el lenguaje reconocido por
Q/n , estd formado por las palabras que pertenecen a la unidn
o

de F .

"o

Como por otra parte se tiene que L(Q) = L(Q/p) = L(Q/no) se

obtiene como resultado el teorema de Myhill-Nerode.




