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Una especificación formal de tipos estructurados de datos 
(Parte primera).
Por: F. Orejas. Facultad de Matemáticas.

Universidad Complutense.

0 . Int roduccion
La utilización del concepto de "Tipo abstracto de Datos", 

ha surgido desde hace unos años, como una de las herramientas 
más potentes para el desarrollo de programas fiables. Desde 
este punto de vista, la concepción de un programa para la re­
solución de un problema dado, sería la siguiente:

En una 1- fase se realiza la definición formal del pro­
blema.Esta definición tiene dos partes, la primera es la espe­
cificación de los tipos de datos del problema, junto con las 
operaciones definidas sobre ellos; estos tipos de datos tienen 
que ser, simplemente, una abstracción de lo que son raímente 
los datos del problema, en ningún caso una representación de 
los mismos. Por ejemplo, ante la construcción de un programa 
para jugar al ajedrez, uno de los tipos de datos a definir 
sería el tipo tablero, con las operaciones: Jaque?, Jaque mate?, 
mover peón, movercaballo, etc. Lo que no habría que hacer 
sería intentar representar el tablero, definiéndolo como una 
matriz, codificando las fichas, los movimientos, etc.

La 2- parte de la definición, consistiria en la espe­
cificación del problema desde un punto de vista formal (por 
ej. por medio de axiomas), en términos de los tipos definidos 
previamente.

En la 2- fase de la concepción del programa, se desarrolla 
un algoritmo para resolver el problema, que utilice exclusiva­
mente las operaciones asociadas a los tipos de datos.

En la 3- fase, se implementan los tipos de datos del pro­
blema en términos de los tipos disponibles en el lenguaje de 
programación que se utilice. Esta implementacion consiste en 
asociar a los tipos de datos del problema, tipos de datos del 
lenguaje, y en coníruir procedimientos asociados a la inicia- 
lizacion y a cada operación existente en los tipos de datos del 
problema, utilizando las operaciones existentes sobre los tipos 
de datos del lenguaje. Por ejemplo, si hay que implementar una 
pila de 100 elementos como máximo, de series de caracteres, en 
PL/1, se le puede asociar, para representarla, la estructura:
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1 PILA,
2 VECTOR (100) CHAR,
2 PTER DEC FIXED (3);

y, por ejemplo, a la operación PUSH (PILA, X) que mete en la 
pila, la serie de caracteres X, habría que asociarle el proce­
dimiento :

PROC PUSH (PILA, X)
DCL 1 PILA

2 VECTOR (100) CHAR,
2 PTER DEC FIXED (3);

X CHAR;
IF PTER<100 THEN PTER=PTER+1;

EL SE ERROR;
VECTOR (PTER)=X 

END
Igualmente, tendría que haber procedimientos asociados 

a la inicia1 izaci6n de la pila y al resto de las operaciones.
A continuación, se codifica el algoritmo en términos del 

lenguaje de programación utilizado, substituyendo las refe­
rencias a las operaciones de los tipos de datos del problema, 
por llamadas a sus procedimientos asociados, teniendo cuidado 
de efectuar al principio las llamadas a los procedimientos de 
inicialización.

En la ultima fase se verifica el programa, para ello, la 
concepción que se ha seguido, permite la verificación inde­
pendiente de la implementación del algoritmo y de los datos.

Como se ve, esta técnica de concepción de programas, per­
mite la obtención de programas muy modulares y fáciles de ve­
rificar, además, hasta llegar a la fase de implementación, 
existe una independencia total con respecto al lenguaje que se 
vaya a utilizar posteriormente. En este momento existen varios 
lenguajes de programación orientados especificamente hacia la 
programación con tipos de datos abstractos , como son el 
SIMULA 67, CLU, ALPHARD, EUCLID y otros. La técnica ha tenido 
también especial importancia en el diseño de sistemas operativos, 
un monitor básico en el sentido de Hoare y Brinch-Hansen, es 
en realidad un tipo abstracto de datos.

El problema fundamental aparece a la hora de establecer 
cómo deben ser las especificaciones formales de los tipos de 
datos. De acuerdo con Liskov (Liskov y Zilles 1975, Liskov y 
Berzins 1977) existen básicamente dos formas de especificación: 
las especificaciones axiomáticas y las que utilizan un modelo 
abstracto.
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Las especificaciones axiomáticas, definen un tipo de datos 
a partir de sus propiedades, que son modelizadas en términos de 
axiomas. Sus mayores ventajas son: facilitan la verificación de
las implementaciones, su grado de abstracción e independencia 
de representaciones, y su elegancia. Sus mayores inconvenientes: 
la dificultad de establecer los axiomas correctamente, sin que 
falten (problema de completitud) y sin que se contradigan (pro­
blema de consistencia); la dificultad de comprender el tipo de­
finido,esto es, los axiomas no dan idea de cómo "es" realmente 
el tipo, y por ultimo su poca cons t ruc t i vidad. En este tipo de 
especificaciones han adquirido especial importancia las llamadas 
especificaciones algebraicas (ADJ, GUTTAG, ZILLES, etc).

Las especificaciones que utilizan un modelo abstracto, con­
sisten en representar el tipo de datos a definir, en términos 
de otro tipo de datos bien conocido, por ejemplo grafos (Earley, 
Majster, etc.), conjuntos (Hoare), o árboles (Ollongren). La 
especificación es, entonces, una implementación. Las ventajas 
que presentan estas especificaciones son: la facilidad de ser
establecidas por cualquier programador adecuadamente entrenado, 
la facilidad para ser comprendidas (siempre que no sean muy com­
plicadas), y la constructividad. Sus inconvenientes: poca uti­
lidad en verificaciones; por otra parte la dependencia del mo­
delo implica, en algunos casos, tener que prestar atención a 
problemas que no están en el tipo de datos a definir, sino en 
el modelo utilizado, esto puede dificultar las especificaciones 
hasta el punto de quedar incomprensibles.

En este trabajo se presenta una nueva técnica de especi­
ficación de tipos de datos, tan constructiva como las especi­
ficaciones que utilizan algún modelo fijo, pero eliminando 
precisamente la sujeción a ninguno. En este sentido el nuevo 
método comparte todas las ventajas de dichas especificaciones 
pero sin algunos de sus inconvenientes, puede por tanto ser 
considerado superior.

Con respecto a la técnica axiomática, el nuevo método 
puede considerarse complementario con ella, es decir las ven­
tajas de uno son los inconvenientes de la otra y viceversa.

Todo el tratamiento que se hace en este trabajo es alge- 
bráico, de hecho, las estructuras de datos tal como están de­
finidas constituirían categorias de algebras heterogéneas (many- 
sorted), sin embargo la palabra algebra no aparece en el tra­
bajo, el motivo es doble: en 1—  lugar el tratamiento se com­
plica a partir de la definición de los tipos estructurados de 
datos, estos parecen, a primera vista, ser algebras de algebras^ 
pero al establecer la nueva relación de equivalencia (en la 2- 
parte del artículo a aparecer proximamente) , aparece un nuevo 
concepto de tipo de datos no claramente modelizable en términos 
algebraicos. Que es exactamente, forma parte de la investiga­
ción en curso. En 2- lugar, una a1gebraizacion conduciría pro­
bablemente a una perdida de comprensibilidad.
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El artículo esta dividido en dos partes, esta es la pri­
mera, en ella se definen los conceptos de estructura de datos, 
y de tipo estructurado de datos, y aplicando el método descri­
to se definen como ejemplo dos tipos de datos. En la 2- parte 
que aparecerá próximamente, se define un nuevo concepto de 
equivalencia entre tipos de datos, estab1eciendo también 
los conceptos de representación y de representación limitada.

1. Estructuras de datos
Un tipo estructurado de datos es, desde un punto de 

vista informal un conjunto de estructuras de datos, junto con 
unas operaciones (modificaciones) que nos permiten obtener 
unas estructuras a partir de otras. Por ejemplo, el tipo "lis­
ta de enteros", puede ser considerado como el conjunto de 
todas las listas de enteros sobre las que se pueden aplicar 
las operaciones "inserción", "supresión" y "modificación".
Será pues preciso comenzar a explicar que se entiende por 
"estructura de datos".

Una estructura de datos viene caracterizada, por la in­
formación que "almacena" y por la forma en que se puede acce­
der a dicha información, en este sentido, se considera defi­
nida una estructura de datos a partir de una familia de con­
juntos de objetos y de una familia de funciones de acceso 
sobre dichos conjuntos. Entre los conjuntos de objetos estarán 
los conjuntos de datos, pero a menudo existirán otros ob­
jetos, que sin ser datos, serán necesarios para definir las 
estructuras, serán conjuntos que aprecerán con bastante natu­
ralidad en las definiciones, y de los que se hará abstracción, 
en lo posible/ más adelante. Las funciones de acceso, serán 
funciones parciales 0-arias y 1-arias. Una función de 0 ar­
gumentos representa un acceso directo a un objeto, mientras 
que una función de 1 argumento representa los accesos entre 
distintos objetos.

Ejemplo 1: Sea la lista de enteros, representada grafi-
cament e por

Esta estructura puede ser definida como:
Objetos = {Nodos, Enteros}

Funciones de acceso = {cabeza, sucesor, valor}
Siendo Nodos = {ni, n2, n 3 , n 4 , n 5 , n6, n7} 

Enteros = Z
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y las funciones de acceso:
- cabeza; ----^  Nodos

cabeza = ni
(cabeza es una función de 0 argumentos que permite acceder al 
nodo ni, considerado cabeza de la lista)

- sucesor: Nodos > Nodos
sucesor (ni) 
sucesor (n2) 
sucesor (n3) 
sucesor (n4) 
sucesor (n5) 
sucesor (n6) 
sucesor (n7)

= n 2 
= n 3 
= n 4  
= n5 
= n6 
= n7
= indefinido

- valor: Nodos ------ > Enteros
valor (ni) = 3
valor (n2) = 5
valor (n3) = 7
valor ( n4 ) = 12
valor (n5 ) = 6
valor (n 6 ) = 4
valor (n7 ) = 5

En esta estructura, nodos sería un conjunto de objetos 
que no son datos.

En general el acceso a un dato se realizará: o bien me­
diante la aplicación sucesiva de funciones 1-arias sobre un 
objeto obtenido a partir de la utilización de un acceso 0-ario, 
por ejemplo en la lista definida anteriormente para acceder al 
4- valor habría que acceder al nodo que ocupa la cabeza (acceso 
0-ario) y a continuación aplicar tres veces la función sucesor 
y una la función valor, es decir, se accedería a través de valor 
(sucesor (sucesor (sucesor (cabeza)))). 0 bien mediante la apli­
cación sucesiva de funciones 1-arias sobre otro dato, tal sería 
el caso de una matriz. En este sentido, se considera que los 
datos son en cierta forma, directamente accesibles.

En algunas estructuras de datos, se puede considerar que 
hay almacenada información no accesible, por ejemplo, consi­
derar que en una pila sólo hay guardado el valor que ocupa la 
cumbre, porque es el único accesible, supondría renunciar a 
información que de alguna forma está en la pila. Por Otra parte, 
permitir el acceso, al resto de los valores almacenados en la 
pila, supondría definir una estructura que no sería una pila. 
Para resolver el problema se considera que en algunas estruc­
turas existen "funciones escondidas" funciones que representan 
accesos que de alguna forma están en la estructura, pero que 
esta 'prohibido' utilizarlos.
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Ejemplo 2: Sea la pila de enteros representada gráficamente por:

3
12
4
5 
7
5
6

Esta estructura puede ser definida como:

Objetos = {Nodos, Enteros)
funciones = {cumbre, antecesor, valor) 

antecesor es escondida.
Nodos = {ni, n2, n3, n4, n5, n6, n7)
Enteros -Z

Cumbre : _____.s Nodos
cumbre = n7

Antecesor; Nodos ______ y  Nodos
antecesor (n7) = n6
antecesor (n2) = ni 
antecesor (ni) = indef.

Valor: Nodos______ - y Enteros
valor (n7) = 3 
valor (n6) = 12
valor (ni) = 6

En esta estructura se considerará entonces que el único 
dato accesible es 3 (accesible por medio de valor (cumbre)), 
ya que es el único dato que se puede obtener por composición de 
funciones de acceso (no escondidas).

Definición

Una estructura de datos E es un par E = (0,F), donde 
0 es una familia de conjuntos {0^}^^. indexada por un conjunto
I, llamados conjuntos de objetos de la estructura.Y donde F
es una familia de funciones parciales, {f.} indexadas por
un conjunto J, y finitamente definidas . Jsobre los conjuntos de
Objetos. Una función n determinará para cada indice j la 
aridad de f̂  (0 6 1) mientras que una función a. determinará
para cada j el dominio y la imagen de la función f.. Es decir

n : J ----- > {0,1)
a : { 1 , 2 ) x J ----- -> I
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siendo fj ’ ^ °a (2 , j) si n(j)=0

fj ' °a(l.j) > °a(2 , j) si n (j)=1

Además en I y en J hay dos subconjuntos distinguidos 
DCI y AcJ. Siendo D el conjunto de los indices de los con­
juntos de datos y siendo A el conjunto de los indices de las 
funciones de Acceso (no escondidas).

Ejemplo 2^: De acuerdo con esta definición, la pila del ejem­
plo 2 vendría formalizada como un par (0,F) siendo

0 = { 0 , , 0 } es decir I={nodos, enteros}nodos enteros
F = { f • f f • , } es decir J={cumbrecumbre, antecesor, valor

antecesor, valor }

Además:

a(2, cumbre) = nodos 
a(l, valor) = nodos 
a(2 , valor) = enteros 
a(l, antecesor) = nodos 
a(2, antecesor) = nodos

Hasta aquí tendríamos lo que podría ser llamado la espe­
cificación sintáctica de la estructura, que sería, en cierta 
forma, común a la de todas las pilas, para acabar de definir 
la estructura habrá que definir exactamente cuales son los 
conjuntos de objetos y las funciones de la estructura, es decir

D = {ent ero s }
A = {cumbre, valor} 
n(cumbre) = 0 
n(valor) = 1
n(antecesor) = 1

“nodos ' ("‘.••••n?)
0enteros

^cumbre ---
t ambien

f
etc.

- Z

^^nodos

cumbre = n7

Definición

Dados dos conjuntos I y J, un subconjunto de I, Del 
y dos funciones n:J ----— -> {0,1}

y a : {1,2} x J _____> I

llamaremos (J) al lenguaje \ \ (J)cJ* definido como :
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1) VjeJ ¿ j e K ( J>
2) Vxetf(J)Vj eJ [x = j . . . j A n (j ) =1 A a ( 1 , j ) =a ( 2 , j ) 4jxe|f(jj]

3) Nada más pertenece a j)

llamaremos H (J)=( * eK( J) / x = j . . . j A a ( 2 , j 1) e D A ( n ( j ) = 0 l '  u i n i n
V ( n(jn )=l A  a(l,jn )eD))}

Proposición

K  (J) y (J ) son lenguajes regulares

Demostración

Trivial. Bastaría ver que <K(J) es reconocido por el 
automa tai

( í  í q Q . q j } » J , s :. q Q , i  ( q i ”
siendo \/j:V J <5 ( q Q , j ) =  i s i n (j ) =1 A a ( 1 , j ) =  i

6 C q n ,j )=q. s i n ( j ) = 0
Vi V j ¡ «(i.j) -i1 s i n ( j ) = 1 A a ( 1 ,j ) = i ' A  a ( 2,j )= i

<5 ( i , j ) =q. s i n(j)=0 A  a (2 , j ) = i

Y (J) es reconocido por el autómata
d  {qQ > q ̂ > d , 6 ,q0 .D <qj })

siendo Vi «<q0 j ) = i s i n ( j ) = 1 A a ( 2 j ) eD A  a( 1 3 ) =i

V  i Vj
s(qo J )=q. s i n (j ) = 0 A a (2 j ) eD
6 ( i j ) = i ' s i n ( j ) = 1 A a ( 2 j ) = i A  a ( 1 j ) = i
6 ( i ii ua s i ony—\ 

•r-¡C A a ( 2 j ) = i

A continuación se definirá lo que se entiende por objeto 
accesible y objeto alcanzable. Intuitivamente un objeto será 
accesible si se puede obtener por medio de la composición de 
funciones de acceso (no escondidas), mientras que será alcan­
zable cuando se pueda obtener por medio de la composición de 
funciones de la estructura (escondidas o no).

Definición

Dada una estructura Se £̂;’'ce que un objeto

06CK para algún i6I, es alcanzable(respectivamente accesible)
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en E, desde un objeto o/G0^, para algún i' 61, a través de un
camino X = i - ... i sii I n

1) xeH(J) (resp. xe K(A))
2) a(2,j1)-i /\ n ( j ) = 1 a ( i , j ̂ ) = i *
3) f. •• . . ?f . (o')=o

J 1 Jn

Se dice que un objeto oeCK, para algún iel, es al- 
canzable (respectivamente accesible), a través de un ca-
m i n o  x = j i ----- j n ’ s i i :

1) x e j ^ ( ( J )  ( r e s p e c t i v a m e n t e  x c | ^ ( A ) )

2) a ( 2 , j j ) = i  A  n ( j n ) = 0

3) f . 0 . . . .°f . = o
J 1 • J n

Ej emplo 3
En la pila de enteros de los ejemplos 2 y 2^: el nodo nj>

es alcanzable, pero no accesible, desde el nodo nT_ a través 
del camino antecesor antecesor.

El entero _5 es alcanzable, pero no accesible, a través 
de los caminos valor antecesor antecesor antecesor cumbre 
y valor antecesor antecesor antecesor antecesor antecesor cumbre.

El entero _3 es accesible y alcanzable desde el nodo n7_ 
a través del camino valor .

El entero _3 es accesible y alcanzable a través del camino 
valor cumbre.
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Notación: Cuando sea necesario distinguir entre los elementos 
(objetos, funciones, etc....) de dos estructuras distintas, se 
superindexaran con el nombre de las estructuras a las que perte­
nezcan. Por ejemplo f? denotara la función f. de la estructu­
ra E . J J

Cuando dos estructuras tengan los mismos conjuntos I,J de 
indices se entenderá también que tienen los mismos D, A, a, n.

Definición

Dos estructuras E {fj}jgj) y

E# = ({°'±) i G i ífjJjgj) con los mismos conjuntos de indices I 

se dice que son equivalentes E = E' sii.
y J »

1) Vid j <#> _____ > 0* biyectiva y tal que si ieD

entonces <f> ̂  es la identidad

2) VieD VoeCK Vxe H(J) , o es alcanzable en E a través del 
camino x sii o es alcanzable en E' a través del camino x.

Vi^ , Í 2 cl> V /o1e0i ^\/o2e0. \/xe]/((J), se verifica que

° 1  es alcanzable en E, desde o^ a través de x si y solo 
si ° j es alcanzable en E', desde o2 a través de x.

Proposición

= es una relación de equivalencia.
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Lo que intuitivamente se dice en la definición anterior 
es que dos estructuras son equivalentes, si y solo si, sus 
conjuntos de datos son los mismos, sus conjuntos de objetos, 
que no son datos tienen el mismo cardinal (esto lo exigirá 
la definición posterior de tipo de datos) y si en las dos es­
tructuras se pueden alcanzar los mismos valores utilizando 
los mismos caminos.
Ejemplo 4

Dada la pila:

y las definiciones:

4 
6
5

El = ( { 0  „e n t e r o s ’ ° n o d o s } ’ íf

0 . e n t  e r o  s z
^ n o d o s { n i , n 2 , n 3 ,

f •s. 0c u m b r e
^ c u m b r e  = ni

f a n t e e . = ^ n o d o s

. , f , f , })cumbre antecesor valor

nodos 

-> 0nodos (Escondida)
fantee.(nl) = n2> fantec.(n2) = n3’
f (n3) =. .. = f (n5) = indefinidaantee. antee.

valor = 9nodos -> oenteros
'valor'"1’ - 4 'valor'"2’ = 6
'valor'"3’ - 5 'valor'“4’ ' lndef•fvalor(n5)* 8

E2 = ^^enteros’ ^nodos^ ’ ^ c u m b r e ’ ^antec. ’ ^valor^

0
enteros 
nodos 
cumbre =

antee.

-Z
= ( n i , n 3 , n 5 , n 7 , n9 )  

______0
fcumbre

> "nodos 
= n 3

= 0 0nodos ^ nodos
í„n . (n3) = ni, f (ni) = n5, f (n5)=n7antee antee. antee.
f . (n 7) = n9, f (n9) = n7antee. antee.

valor = 0nodos -> 0enteros
valor (n3) > fvalor^n1  ̂ = 6, fvalor CAS) ,
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f - (n7) = f i (n9) = indefinido,valor valor
Se tiene que El = E2 ya que los únicos datos alcanzables 

en las dos estructuras son 4,6 y 5.
Si definiéramos una estructura E3 con solo 3 nodos, no 

se considerarla equivalente a El ni a E2 ya que, intuitivamente, 
en El y E2 podríamos "meter" 2 nuevos datos, mientras que E3 
estaria completa.
Def inicion

Una estructura E=({0.}. , {f.}.¿ ) esta en forma normall i b i  j J G J
sii \/\G>1 V^SO. si no existe xgH(J) tal que o es alcanzable 
a través del camino x, ó no existen xej^((J), i ' eD y o'eCK, tales
que o es alcanzable desde> o' , a través de x, 6 no existen xe|̂ {(J)
i'eD y o ' eO., , tales qqe o’ es alcanzable desde o,a través de x. i
Entonces se tiene que para todo j, que verifique que a(l,j)=i, 
fj(o) está indefinida.

En el ejemplo anterior ni El, ni E2 están en forma normal,
El estaría en forma normal si f - (n5) estuviera indefinido.valor
2. Tipos estructurados de datos

Con el formalismo visto en el párrafo anterior se pueden 
definir estructuras de datos como objetos estáticos, que no 
pueden ser modificados, sin embargo esto, por si solo, tendrá 
poco interes; cuando uno utiliza una pila no quiere, solo con­
sultar sus valores, sino que querrá meter nuevos valores, o 
sacar alguno. En este sentido se entenderá por un tipo es­
tructurado de datos a un conjunto de estructuras, junto con 
una serie de operaciones ̂ modificaciones) entre ellas.

Para poder ver entonces qué es un tipo estructurado, habrá 
primero que definir que es una modificación.

Def inicion
Dos estructuras E = ( {0 . } . „T, {f. }.„T)i íGI J JGJ y

E' = (fj)jgj), se dice que son similares
E qs E sii 1 ) V"iGD 0? = 0?i i

2) ViGI-D Card (0^) = Card (o!? )
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Proposición
Q: es una relación de equivalencia 

Def inicion
Sea (f- la clase de todas las estructuras de datos, y sea 

(f /£; el conjunto de las clases de equivalenc ia de . A las 
clases T6 <5 se les limará tipos generalizados de estructuras 
de datos. Dada una estructura E se denotará por|E| al tipo 
generalizado al que pertenece.

Un tipo generalizado vendrá caracterizado por el par
({0.}._T , J), donde {0.}.„T será la familia de objetos de i iGI i íGI
las estructuras del tipo (salvo biyeccion, para los conjuntos 
que no sean datos) y J es el conjunto de indices de las fun­
ciones de las estructuras, como de costumbre a I y J estarán 
asociados A, D, a y h.

Definición
Dado un tipo generalizado T = , J) y una función

parcial
M ; T x 0 . , x ... xO., -------> Tíl ík

i 1, .. . , ikGD
Se dice que M es una modificación sobre T sii

1) M es computable

2) VEl,E2eT(ElsE2 => Vo se verifica
M(El,o^,. . . »ô ) = M(E2,ô  ,.. . ,o ) 6 ambos están inde­
finidos) .

Def inicion
Dada una estructura de datos E = ({0.}. ,{f.}. )o ' i  i 6 I ’ j jGJ

y un conjunto indexado de modificaciones (M,},K Kb iC



25

M,k' 'Eó|x0l(k,l)X ^ ’ ‘ * A ul(k,m(k)) 
donde 1 es una aplicación parcial

x 0 >, E ->1 o

1 : K x fM ------ -> D

y m es una aplicación

m : K ----- > ÍKJ
Se denomina tipo estructurado de datos generado por Eq y

^Mk^kGK, ^ ( E o , {Mk )kGK ) al menor suboonjunto de |E^| 

cerrado bajo ^M k^kGK ^ ^Ue c o n t : *-e n e  a  • Eo sera llamada
estructura inicial del tipo.

Teorema

Sea ? 0 (Eo ’ ÍMk }kGK) = {Eq }, y sea para n?-o

S " n ( Eo ’ ' « k W  '  ( E / 3 E ' G ^ ' n - l <Eo ' {Mk ) k6K) k6K
^ ° l E 0 l ( k , l )  • • ' > n ( k ) 8 0 l ( k , n ( ) ! ) )

K ( E ' ’» ! ..........% ( » ) ) ] ’ •
Entonces V EG | Eq | (EG £-<?„ . fMk >ksK) »  3 n (E< ( E0 , t M ^ ^ )  ) ) . 

Es decir Eo ’ *M k 1 k6K^ " nsíj ^ ñ (Eo ’ ̂ k'kGK-1

Demo s t rae ion

Será necesario probar que r= LJ £ a .—  k- ,{M, olt) verifica: nGIN n o  k kGK

a)
b) 
c )

Es cerrado bajo las operaciones de modificación (trivial) 
Contiene a E (trivial)
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Vamos a demostrar c) Para ello se demostrara por inducción, 
que para todo n:

£ > o  {Mk!kSK> C

‘V k G K *  =r'pueS ?T- (Eo)
2) Supuesto que ̂  cavamos a ver que C  C  £

EG t n+1 -> J k eK3olE01(kjl)...3on
n+i

(k)e°l(k,n(k)) 3 E’ e¡T (E.^ r\

■Mk(E’’°l.... °n(l)» ->Ee '<■
por hipótesis de inducción y por ser t?7 cerrado bajo {M,

Es decir se ha definido un tipo estructurado de datos como 
el conjunto de estructuras de datos, que se pueden obtener por 
modificaciones sucesivas de una estructura inicial.

Intuitivamente esta estructura inicial, sería la que se 
obtendría al realizar la declaración del tipo, es decir, ante la 
declarac ion:

var v : z r se supondría que v tomaría como valor el de la 
estructura inicial de En general esta estructura, será una es­
tructura con casi todas sus funciones indefinidas.

Una especificación formal de un tipo estructurado de datos 
consistirá pues en 1) Definir la estructura inicial del tipo y 
2) Definir las modificaciones. En seguida se verán algunos ej em- 
ños de especificaciones formales, pero antes se va a definir la 
equivalencia de tipos estructurados.

Definición

Dado un tipo generalizado T = y dos modifica­
ciones sobre el tipo

M. : T x O . .  x ... xO. ---- > T1 1 1 ím
M „ : T x O . .  x ... x O .  ---- > T2 íl xm

son equivalentes M^ =M^ & V^E 6 T (M^(E) = M^ÍE))

Proposición
= es una relación de equivalencia.
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NOTA: Aunque usar el mismo símbolo E para la equivalencia de Es­
tructuras, modificaciones y, a continuación, de tipos estructurados, 
sea un abuso de notación, por el contexto en que aparezca el símbolo 
se deducirá de que equivalencia se trata.

Notación: Cuando sea necesario distinguir entre los elementos 
(estructuras, modificaciones, etc.) de varios tipos estructurados, 
se superindexaran con el nombre del tipo.

.

Definición

Dados dos tipos estructurados <T "(E ,{M }. ) y ^  =(E! , ÍM' } )0 k keK 0 k kcK
se dice que £  es un subtipo de 2 ”, <_ ' sii:

1) V  keK ( M = M )
K R.

2) VEe'E 3 e ' e ¿P(E = E ' )

y se dice que son equivalentes, {f̂ E £  sii 

Proposición

= es una relación de equivalencia.

T eo r ema

Sea -C (Eq , {Mk >k¡.K.

<4 1) VkeK(Mf E mT )k k
2) 3  E ' eü̂ ( EQ EE ' )

Demostración

= > ) T r i v i a l
<= ) Por una parte es evidente que

Vn.fN yEf e ? n(E0>{M^)keK) 3 e2 « r n(*M*í)krf)(ET^
Por otra parte es claro que

V n e N ( £ n(E',<M1f , k£K) ^  ?>

)

De ahí se deduciría facilmente que
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6 = ̂-J<T (E ,{M? } )<ne/xj n 0 k k e K —ne/^
Corolario

Sean ^  = ^Eq ’ ^Mk^keK^ y ^ ~  =  ( E¿ ’ *Mk*kelP ’ t a l e s  cl ue ^ k e K ,  se

verifica que: t" PT= M^« Entonces:
V  Eó = >

Ejemplo 5
Vamos a definir formalmente lo que es el tipo lista de 

enteros .
La estructura inicial del tipo L sera la lista vacia 

que se definirá como:
L = ({0 , , 0 » 0 n l } , { f L , f  , f , ,o nodos enteros Bool cabeza sucesor valor

f . , f. }vacia lugar 
D = {enteros, Bool}
A = {cabeza, sucesor, valor, vacia}

0 ={ n , n , . . . , n ...}nodos o 1 m
^enteros
0„ .. = {verdadero, falso}Bool
cabeza

sucesor

valor

-> 0

cabeza 
= 0nodos

0

nodos
= indef (en la lista vacia no hay cabeza) 
----- > 0

esor 
nodos

nodos 
= indef. VhG 0nodos

-> 0enteros
f .. (n) = indef. VnG 0valor nodos

_> °Boo 1 
= verdadero

lugar = 0enteros -> 0nodos
f. (a) = indef. VaGINlugar

Con esto estaría definida la lista inicial. Para acabar de
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definir el tipo lista de enteros, habrá que definir las modi- 
ficaciones permitidas sobre el tipo generalizado de la lista

I
 inicial.

Sean las siguientes modificaciones:
M |l „|x 0 . x 0 . |LJact 1 O 1 enteros enteros ----- >' 0'
M (L,a,b) será la lista obtenida a partir de la lista L, 
haciendo que el nodo que ocupa el lugar a pase a val(?r b, 
en vez de su antiguo valor. Es decir:

MactCL'a 'b) indef. si fLvalor (fLlugar (a)) indef.

Sino la nueva estructura obtenida L *=M (L,a,b), seráact
aquella en la que las funciones esten definidas como:

f

f

f

f

f

L'
cabeza ^cabeza

L ' (n) sucesor = e lsucesor (n) V n  e  0 'nodos

L ’
vacia = vacia

l ú g a r (c> ■ £Íu|S¿ V e  6 0 enteros

valor (n)
ftaf8¿ s i fLlu|i^ * n

b s i l \n íS l  - "

M : L'L x O x 0 ----- > I L I . Mmeter o 1 enteros enteros 1 o 1 meter
sera la lista resultante de insertar en la posición a
lista L el valor b.

(L, a, b) 
de la

Mmeter(L’ a ’ b) = indef- si a<0 ° (a>0 y f luC,a£a-l ) = indef )

en otro caso la lista resultante L ’ , será aquella cuyas funcio­
nes sean:
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Sea un nodo tal que ^valor = inc*ef> y ^lugaí3**^  ̂ nl

^cabeza ’ '
rn!
C a b e z a s i

a = o 

a>o

f L (n ) sucesor s i " « l u y

£ s u c e s o r Cn) = ' n l s i n= f £ lu íi;l)
.f Lsucesor flu,Ílí1» si n = n ̂

fL ’ . falso

**■' (olugar

fL \  (n) valor

cL (n) 
valor

s i c<a

111 s i c = a

f lugír4'1 * B i c>a

s i n?ín1

b s i n = n^

Analogamente se podría definir

M | L | x 7supr 1 o 1 - >  I L ,

siendo ^SUp r ^ » a'' ]a lista obteiida después de suprimir en la 

lista L el nodo de lugar a.

El tipo de lista de enteros sería entonces:

, {M , M „ , M })^  o act meter supr

Ejemplo 6

Vamos ahora a definir el tipo: array [l..n] d_e enteros
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La estructura inicial sería:

V < '“enteros1 |f»aIor> 1 20 , - Zenteros
f , = 0valor enteros ->  0 enteros

f , (a) = indef.valor VaG 0enteros
Se definirá una única modificación sobre A

A x 0 x 0o 1 enteros enteros - > | A j

La estructura M _ (A, a, b) sería la que intuitivamente, se
obtendría después de realizar a operación A[a]:=b, es decir:

M _ (A, a, b) = indef. si a>n
En otro 
como :

caso será la estructura cuya función de acceso esta definida
M,= (A,a,b) 
fvalofc) = i[ £vlí¿r si c  ̂ a

1L b si e r a

El tipo estructurado array [l..n] dj; enteros se definiria 
entonces como H7( A , {M })

O  * =

Resumiendo, para dar la especificación formal de un tipo estruc­
turado de datos, habrá que:

1. - Definir la estructura inicial.
2. - Definir cada una de las modificaciones, especificando;

a) Cuando están indefinidas.
b) En caso de no estar indefinidas, como son las fun­

ciones de la estructura modificada, a partir de las 
funciones de la estructura antes de modificar.


