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Una especificacidn formal de tipos estructurados de datos
(Parte primera).

Por: F. Orejas. Facultad de Matematicas.
Universidad Complutense.

0. Introduccidn

La utilizacidn del concepto de "Tipo abstracto de Datos",
ha surgido desde hace unos afios, como una de las herramientas
mas potentes para el desarrollo de programas fiables. Desde
este punto de vista, la concepcidn de un programa para la re-
solucidn de un problema dado, seria la siguiente:

En una 12 fase se realiza la definicidn formal del pro-
blema.Esta definicidn tiene dos partes, la primera es la espe-
cificacidn de los tipos de datos del problema, junto con las
operaciones definidas sobre ellos; estos tipos de datos tienen
que ser, simplemente, una abstraccidon de lo que son ralmente
los datos del problema, en ningiin caso una representacidn de
los mismos. Por ejemplo, ante la construccidn de un programa
para jugar al ajedrez, uno de los tipos de datos a definir
seria el tipo tablero, con las operaciones: Jaque?, Jaque mate?,
mover peon, movercaballo, etc. Lo que no habria que hacer
seria intentar representar el tablero, definiendolo como una
matriz, codificando las fichas, los movimientos, etc.

La 28 parte de la definicidén, consistiria en la espe-
cificacidn del problema desde un punto de vista formal (por
ej. por medio de axiomas), en terminos de los tipos definidos
previamente.

a %

En la 2- fase de la concepcidon del programa, se desarrolla
un algoritmo para resolver el problema, que utilice exclusiva-
mente las operaciones asociadas a los tipos de datos.

En la 32 fase, se implementan los tipos de datos del pro-
blema en terminos de los tipos disponibles en el lenguaje de
programacidn que se utilice. Esta implementacidn consiste en
asociar a los tipos de datos del problema, tipos de datos del
lenguaje, y en contruir procedimientos asociados a la inicia-
lizacidn y a cada operacidn existente en los tipos de datos del
problema, utilizando las operaciones existentes sobre los tipos
de datos del lenguaje. Por ejemplo, si hay que implementar una
pila de 100 elementos como maximo, de series de caracteres, en
PL/l1, se le puede asociar, para representarla, la estructura:
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1 PILA,
2 VECTOR (100) CHAR,
2 PTER DEC FIXED (3);

y, por ejemplo, a la operacidn PUSH (PILA, X) que mete en la
pila, la serie de caracteres X, habria que asociarle el proce-
dimiento:

PROC PUSH (PILA, X)

pcL 1 PILA
2 VECTOR (100) CHAR,
2 PTER DEC FIXED (3);

X  CHAR;
IF PTER<100 THEN PTER=PTER+1;
ELSE ERROR;
VECTOR (PTER)=X
END

Igualmente, tendria que haber procedimientos asociados
a la inicializacidén de la pila y al resto de las operaciones.

A continuacidn, se codifica el algoritmo en términos del
lenguaje de programacidn utilizado, substituyendo las refe-
rencias a las operaciones de los tipos de datos del problema,
por llamadas a sus procedimientos asociados, teniendo cuidado
de efectuar al principio las llamadas a los procedimientos de
inicializacidn.

En la iiltima fase se verifica el programa, para ello, la
concepcidn que se ha seguido, permite la verificacidén inde-
pendiente de la implementacidn del algeoritmo y de los datos.

Como se vé, esta técnica de concepcidén de programas, per-
mite la obtencidn de programas muy modulares y faciles de ve-
rificar, ademads, hasta llegar a la fase de implementacidn,
existe una independencia total con respecto al lenguaje que se
vaya a utilizar posteriormente. En este momento existen varios
lenguajes de programacidn orientados especificamente hacia la
programacidén con tipos de datos abstractos , como son el
SIMULA 67, CLU, ALPHARD, EUCLID y otros. La técnica ha tenido
también especial importancia en el disefio de sistemas operativos,
un monitor basico en el sentido de Hoare y Brinch-Hansen, es
en realidad un tipo abstracto de datos.

El problema fundamental aparece a la hora de establecer
cdmo deben ser las especificaciones formales de los tipos de
datos. De acuerdo con Liskov (Liskov y Zilles 1975, Liskov y
Berzins 1977) existen basicamente dos formas de especificacidn:
las especificaciones axiomdticas y las que utilizan un modelo
abstracto.




Las especificaciones axiomadticas, definen un tipo de datos
a partir de sus propiedades, que son modelizadas en terminos de
axiomas. Sus mayores ventajas son: facilitan la verificacidn de
las implementaciones, su grado de abstraccidén e independencia
de representaciones, y su elegancia. Sus mayores inconvenientes:
la dificultad de establecer los axiomas correctamente, sin que
falten (problema de completitud) y sin que se contradigan (pro-
blema de consistencia); la dificultad de comprender el tipo de-
finido,esto es, los axiomas no dan idea de cdémo "es" realmente
el tipo, y por {ltimo su poca constructividad. En este tipo de
especificaciones han adquirido especial importancia las llamadas
especificaciones algebraicas (ADJ, GUTTAG, ZILLES, etc).

Las especificaciones que utilizan un modelo abstracto, con-
sisten en representar el tipo de datos a definir, en terminos
de otro tipo de datos bien conocido, por ejemplo grafos (Earley,
Majster, etc.), conjuntos (Hoare), o arboles (Ollongren). La
especificacidén es, entonces, una implementacidén. Las ventajas
que presentan estas especificaciones son: la facilidad de ser
establecidas por cualquier programador adecuadamente entrenado,
la facilidad para ser comprendidas (siempre que no sean muy com-
plicadas), y la constructividad. Sus inconvenientes: poga uti-
lidad en verificaciones; por otra parte la dependencia del mo-
delo implica, en algunos casos, tener que prestar atencidn a
problemas que no estan en el tipo de datos a definir, sino en
el modelo utilizado, esto puede dificultar las especificaciones
hasta el punto de quedar incomprensibles.

En este trabajo se presenta una nueva técnica de especi-
ficacidn de tipos de datos, tan constructiva como las especi-
ficaciones que utilizan algin modelo fijo, pero eliminando
precisamente la sujecidn a ninguno. En este sentido el nuevo
método comparte todas las ventajas de dichas especificaciones
pero sin algunos de sus inconvenientes, puede por tanto ser
considerado superior.

Con respecto a la técnica axiomdtica, el nuevo método
puede considerarse complementario con ella, es decir las ven-
tajas de uno son los inconvenientes de la otra y viceversa.

Todo el tratamiento que se hace en este trabajo es alge-
braico, de hecho, las estructuras de datos tal como estan de-
finidas constituirian categorias de algebras heterogeneas (many-
sorted), sin embargo la palabra_algebra no aparece en el tra-
bajo, el motivo es doble: en l1— lugar el tratamiento se com-
plica a partir de la definicidn de los tipos estructurados de
datos, éstos parecen,a primera vista,ser algebras de algebras
pero al establecer la nueva relacidén de equivalencia (en la 2=
parte del articulo a aparecer proximamente), aparece un nuevo
concepto de tipo de datos no claramente modelizable en terminos
algebraicos. Qué es exactamente, forma parte de la investiga-
cidén en curso. En 22 lugar, una algebraizacidn conduciria pro-
bablemente a una perdida de comprensibilidad.
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El articulo estd dividido en dos partes, ésta es la pri-
mera, en ella se definen los conceptos de estructura de datos,
y de tipo estructurado de datos, y aplicando el método descri-

2 : . a
to se definen como ejemplo dos tipos de datos. En la 2= parte
que aparecera proximamente, se define un nuevo concepto de
equivalencia entre tipos de datos, estableciendo también
los conceptos de representacidn y de representacidén limitada.

1. Estructuras de datos

Un tipo estructurado de datos es, desde un punto de
vista informal un conjunto de estructuras de datos, junto con
unas operaciones (modificaciones) que nos permiten obtener
unas estructuras a partir de otras. Por ejemplo, el tipo "lis-
ta de enteros'", puede ser considerado como el conjunto de
todas las listas de enteros sobre las que se pueden aplicar
las operaciones "insercidn", "supresidn" y "modificacién".
Serd pues preciso comenzar a explicar que se entiende por
"estructura de datos".

Una estructura de datos viene caracterizada, por la in-
formacidn que "almacena'" y por la forma en que se puede acce-
der a dicha informacidn, en este sentido, se considera defi-
nida una estructura de datos a partir de una familia de con-
juntos de objetos y de una familia de funciones de acceso
sobre dichos conjuntos. Entre los conjuntos de objetos estaran
los conjuntos de datos, pero a menudo existirdn otros ob-
jetos, que sin ser datos, serdn necesarios para definir las
estructuras, seran conjuntos que apreceran con bastante natu-
ralidad en las definiciones, y de los que se hara abstraccidn,
en lo posible, mds adelante. Las funciones de acceso, seran
funciones parciales O-arias y l-arias. Una funcidn de 0 ar-
gumentos representa un acceso directo a un objeto, mientras
que una funcidn de 1 argumento representa los accesos entre
distintos objetos.

Ejemplo 1l: Sea la lista de enteros, representada grafi-
camente por

B NS TN TR R A TR s

Esta estructura puede ser definida como:

Objetos {Nodos, Enteros}
Funciones de acceso = {cabeza, sucesor, valor}

Siendo Nodos = {nl, n2, n3, n4, n5, n6, n7}

Enteros = Z




y las funciones de acceso:

- cabeza: > Nodos

cabeza = nl

(cabeza es una funcidn de 0 argumentos que permite acceder al
nodo nl, considerado cabeza de la lista)

-~ sucesor: Nodos —— > Nodos

sucesor (nl) = n2

sucesor (n2) = n3

sucesor (n3) = né&4

sucesor (n4) = n5

sucesor (n5) = né6

sucesor (n6) = n7

sucesor (n7) = indefinido
- valor: Nodos — > Enteros

valor (nl) =
valor (n2) =
valor (n3) =
valor (n4)
valor (n5)
valor (né6)
valor (n7) =

]
L S R RO, R V)
N

En esta estructura, nodos seria un conjunto de objetos
que no son datos.

En general el acceso a un dato se realizarda: o bien me-
diante la aplicacidn sucesiva de funciones l-arias sobre un
objeto obtenido a partir de la utilizacidén de un acceso O-ario,
por ejemplo en la lista definida anteriormente para acceder al
42 valor habria que acceder al nodo que ocupa la cabeza (acceso
O-ario) y a continuacidn aplicar tres veces la funcidn sucesor
y una la funcidn valor, es decir, se accederia a traves de valor
(sucesor (sucesor (sucesor (cabeza)))). O bien mediante la apli-
cacidn sucesiva de funciones l-arias sobre otro dato, tal seria
el caso de una matriz. En este sentido, se considera que los
datos son en cierta forma, directamente accesibles.

En algunas estructuras de datos, se puede considerar que
hay almacenada informacidn no accesible, por ejemplo, consi-
derar que en una pila sdlo hay guardado el valor que ocupa la
cumbre, porque es el Unico accesible, supondria renunciar a
informacidn que de alguna forma estd en la pila. Por otra parte,
permitir el acceso, al resto de los valores almacenados en la
pila, supondria definir una estructura que no seria una pila.
Para resolver el problema se considera que en algunas estruc-
turas existen "funciones escondidas" funciones que representan
accesos que de alguna forma estan en la estructura, pero que
esta 'prohibido' utilizarlos.




Ejemplo 2: Sea la pila de enteros representada graficamente por:

SN EN W

Esta estructura puede ser definida como:

Objetos = {Nodos, Enteros}

funciones = {cumbre, antecesor, valor}
antecesor es escondida.

' Nodos = {nl, n2, n3, n4, n5, n6, n7}

| Enteros =ZZ

Cumbre: ——— S aN0dD 8

cumbre = n7
Antecesor: Nodos BT S Nodos
antecesor (n7) = né6

antecesor (n2) = nl
antecesor (nl) = indef.

Valox: Nodos __ . . > Enteros

valor (n7) = 3
valor (n6) = 12

---------------

En esta estructura se considerara entonces que el {inico
dato accesible es 3 (accesible por medio de valor (cumbre)),
ya que es el {inico dato que se puede obtener por composicidn de
funciones de acceso (no escondidas).

Definicidn

Una estructura de datos E es un par E = (0,F), donde
0 es una familia de conjuntos {Oi}iGI indexada por un conjunto

I, llamados conjuntos de objetos de la estructura.Y donde F
es una familia de funciones parciales, {f.} indexadas por

< a2 e j jeJ
un conjunto J, y finitamente deflnldassobre los conjuntos de

Objetos. Una funcidn n determinard para cada indice j 1la
aridad de fj (0 6 1) mientras que una funcién a determinara

para cada j el dominio y la imagen de la funcidn fj. Es decir

Ul U S (0l B
PR AR T 2 R TN
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siendo Eote =y oa(z,j) a7 w5 y=0

%0, 2 %2, st ath)st

Ademds en I y en J hay dos subconjuntos distinguidos
DCI y AcJ. Siendo D el conjunto de los indices de los con-
juntos de datos y siendo A el conjunto de los indices de las
funciones de Acceso (no escondidas).

Ejemplo 21: De acuerdo con esta definicién, la pila del ejem-
plo 2 vendria formalizada como un par (0,F) siendo
} es decir I={nodos, enteros}

D | Onodos’ 0enteros

e fcumbre, fantecesor, f\ialot} es decir J={cumbre,

antecesor, valor }

Ademids:

D = {enteros} a(2, cumbre) = nodos

A = {cumbre, valor} a(l, valor) = nodos
n(cumbre) = 0 a(2, valor) = enteros
n(valor) = 1 a(l, antecesor) = nodos
n(antecesor) = 1 a(2, antecesor) = nodos

Hasta aqui tendriamos lo que podria ser llamado la espe-
¢ificacidn sintdctica de la estructura, que seria, en cierta
forma, comﬁn a la de todas las pilas, para acabar de definir
la estructura habrda que definir exactamente cuales son los
conjuntos de objetos y las funciones de la estructura, es decir:

0nodos T 5 ) CET
Oenteros = ZZ
fcumbre ————>0 0dos
también :
fcumbre " a7
etc.

Definicidn

Dados dos conjuntos I y J, un subconjunto de I, DcI
y dos funciones n:J — —> {0,1}

yrvias sty e xds Siaie sl

llamaremos }((J) al lenguaje )((J)cJ* definido como:

-
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1 Yies 3 jeln

2) VxeM()Viea[x=i, ...i_ A n(i)=1 A a(l,i)=a(2,j,) 3 jxef(3]]
3) Nada mads pertenece a ’4(J)

llamaremos Y (J)={ xeK(3) / x=jy.-d, A a(2,5,)eD A (n(j )=0 V

V(n(jn)=1 A a(l,jn)eD))}

‘Proposicidn
}f(J) y )4D(J) son lenguajes regulares

4
rDemostraci6n

| Trivial. Bastaria ver que ){(J) es reconocido por el
autdmatay

k. . (1 {qqul}.J.d,qo,I (ql})

Breate V3 6(9g-3)=1 si n(i)=1 A a(l,j)=i

 8(qg.id=q, si n(§)=0

Wi Vit 500,40 =" sl n(iel A il 3)=1' A ad. 191
56i,3) =q; si n(j)=0 A a(2,3)=i

Y }{D(J) es reconocido por el autdmata
(1 {qo’ql}sJ1 Gaqo:D {ql})

adcadh SR 1 R R SRS P
6(q0,j)=ql si n(j)=0n a(2,j)eD

Vi Wie 802 sii=i® o, BLI31A s, §0%l N slliires?
6(1 ’J)=q1 si n(j)=0/\ a(Z)J)=1

A continuacidn se definird lo que se entiende por objeto
accesible y objeto alcanzable. Intuitivamente un objeto serd
accesible si se puede obtener por medio de la composicidn de
funciones de acceso (no escondidas), mientras que serd alcan-
zable cuando se pueda obtener por medio de la composicidn de
funciones de la estructura (escondidas o no).

Definicidn

nga una estructura E=({Oi}iel’{fj}jnJ) se dice que un objeto

0

oGOi para algin i€I, es alcanzable(respectivamente accesible)
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en E, desde un objeto o’eoi, para algin i’ €I, a traves de un

camino X = jl"'jn sii

1)%xe H(J) (resp. xe L(A))
2) 8(2,j1)=i A n(jn)=l A a(i,j1)=i'

FYPCE 00 L o SFE (0 Y=o
I Jn

Se dice que un objeto oeoi, para algun iel, es al-
canzable (respectivamente accesible), a travées de un ca-

L e S b (PGS NN, 4 Bt
1 n

1) xeH{(J) (respectivamente xecl{ (a))
2) a(2,j)=i A n(j )=0

< 8 SR S A, e o
Jl’ J

Ejemplo 3

En la pila de enteros de los ejemplos 2 y 215 el nodo n5
es alcanzable, pero no accesible, desde el nodo n/ a traves
del camino antecesor antecesor.

El entero 5 es alcanzable, pero no accesible, a traves
de los caminos valor antecesor antecesor antecesor cumbre
y valor antecesor antecesor antecesor antecesor antecesor cumbre.

El entero 3 es accesible y alcanzable desde el nodo n7
a traves del camino valor.

El entero 3 es accesible y alcanzable a traves del camino
valor cumbre.
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Notacidn: Cuando sea necesario distinguir entre los elementos
(objetos, funciones, etc....) de dos estructuras distintas, se
superindexaran con el _nombre de las estructuras a las que perte-
nezcan. Por ejemplo fj denotara la funcidn fj de la estructu-
ra E.

Cuando dos estructuras tengan los mismos conjuntos I,J de
indices se entenderd también que tienen los mismos D, A, a, n.
| Definicidn

Dos estructuras E =({0i}iGI €.} )

j'jeJ
| £ =((0'i}ieI {f}}ng) con los mismos conjuntos de indices I y J,
se dice que son equivalentes E = E' sii.
3 . E E' ¥ 2
1) Vier 3¢i: 0 » 0; biyectiva y tal que si ieD

entonces ¢i es la identidad

2) VieD VocOi V&e H(J), o es alcanzable en E a traves del

camino x sii o es alcanzable en E' a traves del camino x.

3) Vil,ist v°1€°.i1v°2€012\/x£)’{“)’ se verifica que
0, es alcanzable en E, desde o, a través de x si y solo

si 0, es alcanzable en E', desde 0, a traves de x.

Proposicidn

= es una relacidon de equivalencia.
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Lo que intuitivamente se dice en la definicidén anterior
es que dos estructuras son equivalentes, si y sdlo si, sus
conjuntos de datos son los mismos, sus conjuntos de objetos,
que no son datos tienen el mismo cardinal (esto lo exigira
la definicidn posterior de tipo de datos) y si en las dos es-
tructuras se pueden alcanzar los mismos valores utilizando
los mismos caminos.

Ejemplo 4
Dada la pila: 4
6
3

y las definiciones:

El = ({Oenteros’ onodos}. {fcumbre. E e eiaast fvalor})
oenteros =5 ZZ
0nodos = {nl, n2, n3, n4, n5}
fcumbre ik e e ara Onodos
£
cumbre = nl
f -
antec. = 0nodos > 0nodos (Esasnatio)
fantec.(nl) = n2, fantec.(nz) = n3,
antec.(n3) ="'=fantec.(n5) = indefinida
£
¥as0x 5 gnodos > 0enteros
valor(nl) it fvalor(nz) = 6
fRlon i3] = 3 Lo, Knd) = indef.f . (n5=8
E2 = ({oenteros’ OHOdOS}’ {fcumbre’ fantec,’ fvalor})
0enteros i Z
0 0dos ~ (ml, n3, n5, n7, n9)
fcumbre = > Onodos
f = n3
cumbre
fantec. ™ OnodOS —_—D> Bnodos
f - y 3
antec(n3) nd fantec.(nl) n5, fantec.(ns) n7
fantec (n7) = n9, fantec.(ng) = n7
fvalor = 0 L L E
nodos enteros
f (n3) = 4, ¥ : ‘
valor ) ’ valor(nl) 6, fvalor(ﬂs):
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(n7) = £ (n9) = indefinido.

fvalot valor

Se tiene que El = E2 ya que los {inicos datos alcanzables
en las dos estructuras son 4,6 y 5.

Si definieramos una estructura E3 con sdlo 3 nodos, no
se consideraria equivalente a El ni a E2 ya que, intuitivamente,
en E1 y E2 podriamos "meter" 2 nuevos datos, mientras que E3
estaria completa.

Definicion
f e

sii 5/161 ¥/¢GO si no existe xGK(J) tal que o es alcanzable
a traves del camino x, & no existen xeL{(J), i'eD y o eO tales

Una estructura E=({Oi}

que o es alcanzable desdeio', a través de x, ©0 no ex1sten xs}{tJ)

Ji'eD y o'eO. , tales qﬁe o' es alcanzable desde o,a través de x.

Entonces se tiene que para todo j, que verifique que a(l,j)=i,
.fJ(o) esta indefinida. |

En el ejemplo anterior ni El, ni E2 estan en forma normal,

El estaria en forma normal si fValor(ns) estuviera indefinido.

2, Tipos estructurados de datos

Con el formalismo visto en el parrafo anterior se pueden
definir estructuras de datos como objetos estdticos, que no
pueden ser modificados, sin embargo ésto, por si sdélo, tendra
poco interes; cuando uno utiliza una pila no quiere, sélo con-
sultar sus valores, sino que querra meter nuevos valores, o
sacar alguno. En este sentido se entenderad por un tipo es-
tructurado de datos a un conjunto de estructuras, junto con
una serie de operaciones(quificaciones)entre ellas.

Para poder ver entonces qué es un tipo estructurado, habra
primero que definir qué es una modificacidn.

Definicidn

{£:3 220

Dos estructuras E = ({oi}ieI' J§°363° y

E' = ((OE}iGI, {fg)jGJ)’ se dice que son similares
ExE sii 1) Yiep 0 = of

2) Yie1i-o card (oli':) = Card (o‘i: )
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Proposicion

A es una relacidn de equivalencia
Definicidn

Sea é: la clase de todas las estructuras de datos, y sea
Elx el conjunto de las clases deequivalencia de Qv . A las
clases T6¢& /a se les llmard tipos generalizados de estructuras

de datos. Dada una estructura E se denotara porIE[ al tipo
generalizado al que pertenece.

Un tipo generalizado vendrad caracterizado por el par

({0.1}.

itier * J), donde {0.} seria la familia de objetos de

i“iel
las estructuras del tipo (salvo biyeccidn, para los conjuntos
que no sean datos) y J es el conjunto de indices de las fun-

ciones de las estructuras, como de costumbre a I y J estaran

asociados A, D, a y h.

Definicidn

Dado un tipo generalizado T = ({oi}iGI » J) y una funcién
parcial
MU P i Oilx sl ink —>. P

150 Gt 1 EED
Se dice que M es una modificacidén sobre T sii

1) M es computable

2) VE1,E2¢T(ElzE2 => V%foil""’ kaeoik, se verifica

M(El,ol,...,ok) = M(Ez,ol,...,ok) 0 ambos estan inde-
finides).
Definicidn
Dada una estructura de datos Eo = ({oi}iGI’{fj}jGJ)

y un conjunto indexado de modificaciones {Mk}kGk
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E, |
>
Bl X0 e, 3% 2+ * Bai aeny) .
donde 1 es una aplicacidn parcial

KxIN—>0»p

y m es una aplicacidn

> N

Se denomina tipo estructurado de datos generado por Eo ¢ 4

m

k k6K, Z;(E 5 {Mk}kGK ) al menor suboonjunto de lEdl
cerrado bajo {Mk}kGK Yy que contiene a EO . E; sera llamada

estructura inicial del tipo.

Teorema

Sea Z (B , {M } o) = {E )}, y sea para nyo
i N I {E/HE'Gz;_l(E M} o) k6K
J0159; 1,1y Fon (k)01 ke, n (k)
[E=Mk(E"°1""’dn(”)]}'

Entonces YE6 |E,| (E6 €(E ,{M 1}, o) <‘=>9n(£ef;(n M }ar))) e

()

Es decir E’(Eo,{Mk}ksK B Z_(E or My ek)

Demostracidn

Sera necesario probar quezr= - E:n(E ’{Mk}kGK) verifica:

a) Es cerrado bajo las operaciones de modificacidn (trivial)
b) Contiene a Eo (trivial)

'
c) B Zr es cerrado bajo las operaciones de nodificacidn

y EOG Z'entonces ZC Z'




Vamos a demostrar c¢) Para ello se demostrara por induccidn,

que para todo n:

R o e

n

I)E'O(EO, {Mk}kGK) e € 'pues Z;= {Eo}

' I
2) Supuesto que {ncgvamos a ver que {n" < Z

EE €n+1 => Jkek Boleol(k,l)"'Jon(k)eol(k,n(k)) HE'e-Zn(E'

|

=Mk(E',ol,...,on(k)) =>Ee €

!
por hipotesis de induccidn y por ser € cerrado bajo {Mk}kGK'

Es decir se ha definido un tipo estructurado de datos como
el conjunto de estructuras de datos, que se pueden obtener por
modificaciones sucesivas de una estructura inicial.

Intuifivamente esta estructura inicial, serfia la que se
obtendria al realizar la declaracidn del tipo, es decir, ante la
declaracidn:

var v: € se supondria que Vv tomaria como valor el de la
estructura inicial de €. En general esta estructura, serd una es-
tructura con casi todas sus funciones indefinidas.

Una especificacidn formal de un tipo estructurado de datos
consistird pues en 1) Definir la estructura inicial del tipo y
2) Definir las modificaciones. En seguida se verdn algunos ejem-
nos de especificaciones formales, pero antes se va a definir 1la
equivalencia de tipos estructurados.

Definicidn

Dado un tipo generalizado T = ({0.}._.., J) y dos modifica-
- g i‘ieJ
ciones sobre el tipo >

Ml g X 011 e e 0im > Ve
3 5 o s >
MZ T 011 X X 01m T
son equivalentes MlEMz & \/ﬁ 6 T (MI(E) = MZ(E))

Proposicidn

= es una relacidn de equivalencia.
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OTA: Aunque usar el mismo simbolo = para la equivalencia de Es-
ructuras, modificaciones y, a continuacidén, de tipos estructurados,
ea un abuso de notacidn, por el contexto en que aparezca el simbolo
e deducird de qué equivalencia se trata.

otacidn: Cuando sea necesario distinguir entre los elementos
(estructuras, modificaciones, etc.) de varios tipos estructurados,
se superindexaran con el nombre del tipo.

efinicidn

)
MY OY v B BB )

Dados dos tipos estructurados € =(E
k" keK

0
e dice que € es un subtipo de &, €< €' eiis

&

(ESE")

) Ykek( ME = ¥

2) VEszlij‘e

™

' P !
y se dice que son equivalentes, ZEZ sii Ci(‘/\?iz

Proposicidn

= es una relacidn de equivalencia.

Teorema
Bea € =(EO’ {Mk}keK) a ;Z.=(E”{Mé}keK)

el i W VkeK(Mi : ME‘)
2)3E'6Z('EOEE')

Demostracidn

= ) Trivial

= ) Por una parte es evidente que
z z IO T -
VnelN Vef e € ceotud, ) Je, e T (B, 0}, ) (E] = B )
Por otra parte es claro que

' :
VaeNC(E &', (051, 0 € )

De ahi se deduciria facilmente que
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k “keK

—_ !
£-\Jz o ¥, 0 T
Corolario

Z=(E',{M

e
Sean (E {Mk}k K k}k K) tales que VksK, se
verifica que: ME’E Mk. Entonces:

g = ' N

0

Ejemplo 5

Vamos a definir formalmente lo que es el tipo lista de
enteros .

La estructura inicial del tipo L, serda la lista wvacia
que se definird como:

L= ({0 £

0 f f
nodos’ enteros’ 0Bool cabeza’ “sucesor’ “valor’
f S - }
vacia lugar

= {enteros, Bool}

D
A = {cabeza, sucesor, valor, vacial

Onodos ={ n s nl, S nm et
Oenteros 2 ZZ
0Bool = {verdadero, falso}
-
fcabeza 0nodos
= indef (en la lista vacia no hay cabeza)
cabeza
fsucesor 2 Onodos 0nodos
féﬂzesor il 0nodos
fvalor B onodos Oenteros
fvalor(n) = indef. Vné6 Onodos
fvacia i > 0Bool
! . = verdadero
vacia
= _>
flugar Oenteros 0nodos

flugar(a) = indef. Va6IN

Con esto estaria definida la lista inicial. Para acabar de
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definir el tipo lista de enteros, habrda que definir las modi-
ficaciones permitidas sobre el ‘tipo generalizado de la lista
inicial.

Sean las siguientes modificaciones:

M L

act: 'Lolx Oenterosx oenteros ———-——>| 0|

Mact (L,a,b) serda la lista obtenida a partir de la lista L,

haciendo que el nodo que ocupa el lugar a pase a valer b,
en vez de su antiguo valor. Es decir:

3
valor

(e (a)) = dndef.

Mact(L’a’b) = indef. si lugar

Sino la nueva estructura obtenida L'=Mact(L,a,b), sera

aquella en la que las funciones esten definidas como:

Tk A L

cabeza cabeza

L L .

fsucesor (n) = fsucesor(n) Vn i Onodos

'

fL 2 = fL ;

vacia vacia

e L

f =

lugar(c) fluég% Vc g Oenteros
L 3 L

L' LoftvetBl B bRl oA

valor (n) =
b g1 fL a = n

luéa%
meter LLolx oenteros = oentetos >|Lol' Mmeter(L’ 850

serd la lista resultante de insertar en la posicién a de la
lista L el valor b.
M
meter

(L, a, b) = indef. s8i a<0 6 (a>0 y fluga$a_l)=indef)

en otro caso la lista resultante L', serd aquella cuyas funcio-
nes sean:
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L el L
Sea n, un nodo tal que valor(n ) = indef. y flugasa 1) # 0y
n si a=o
1ot :
cabeza L = =
cabeza
fL n) si n#fL a-}) y n#n
suceéoz l éar 2 §
; 3
L o = n1 si uSa 1)
sucesor
L a- si =
sucesor 1uéar o)
Il
3 g = falso
vacia
L (n) si c<a
; valor
L (c) = n si c=a
lugar % 1
.&
luggc 1) si c>a
L sal i} Bt nfm,
valor( ) r :
b si n—n1
Analoggmante se podria definir
—> |L
oo el L |
siendo Msupr(L’a: la lista obtenida después de suprimir en la

lista L el nodo de lugar a.

El tipo de lista de enteros seria entonces:

€, M .,

act

b

M s M
meter supr

Ejemplo 6

Vamos ahora a definir el tipo: array [l..n] de enteros
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La estructura inicial seria:

= f :
Ao ( {oenteros} { valor} )
oenteros ZZ
= _—> 0
fvalor oenteros enteros
fvalor(a) = indet. vas enteros
' Se definird una tnica modificacién sobre |Ao|
3 A 0 x 0 —> (A

M:= | 0| = enteros enteros I o|

La estructura M (A, a, b) seria la que intuitivamente, se

obtendria después de realizar a operacidn A[a]:=b, es decir:

M (A, a, b) = indef. si a>»n

En otro caso serd la estructura cuya funcidén de acceso estadefinida
como :
fMF(Aé?’b) = (50
valog

b g4 & B

g8i c # a

El tipo estructurado array [1..n] de enteros se definiria
entonces como Z(Ao, M _1}H

Resumiendo, para dar la especificacidn formal de un tipo estruc-

turado de datos, habrad que:

l.- Definir la estructura inicial.
2.- Definir cada una de las modificaciones, especificando;
a) Cuando estan indefinidas.
b) En caso de no estar indefinidas, como son las fun-
ciones de la estructura modificada, a partir de las

funciones de la estructura antes de modificar.




