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COMPLEJIDAD DE LOS ALGORITMOS
Pon Mantin Penttonen

1. Clasificacidn en tiempo 6(n log n)

Considerdremos el problema de la clasificacidn de objetos.
Para ello construiremos algunos algoritmos y mediremos su com-
plejidad mediante el niimero de comparaciones necesarias entre
dos objetos para ordenar la sucesidn.

Dada una sucesidn

a a (n21)

1’ &2, 33, v ey n

de objetos de un conjunto ordenado, digamos de los enteros.
iCon cudntas comparaciones o intercambios es posible clasi-
ficar la sucesidn en orden creciente?

Un algoritmo natural es buscar el objeto mds pequeiio,
después el mds pequefio de los restantes, etc:

for i:=1 to n do
begin min:-ai ;
for j:=i to n do
15 aj < a; then intercambiar (ai,aj)

end.

Independientemente del orden original, este algoritmo re-
quiere

(0=1) 4+ (a=2) #+ .o #2 %1 = (“—’;)ﬂ- 6(an?)

comparaciones. Este algoritmo es bastante eficaz, si n es pe-

quefio, pero si n crece, el tiempo de ejecucidn crece bastante
rapidamente.

L (Hay otros algoritmos? Si. En muchos casos el algoritmo
rdpido se basa en el principio "divide y venceras'". Dicho al-
goritmo es la clasificacidén por intercalaciones, "mergesort
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procedure intercala (i,j,k) ;
begin r:=i ; s:=j ;

for 1:=i to k-1 do

if a_<a and r<j
) T
then begin blz-ar; r:=r+l end
else begin b1:-as; s:=s+1 end ;
for 1:=1 to k-1 do alz-b1
end;
procedure clagifica (i,3)
begin
if <) then

begin m:= [(i+j)/2

clasifica (i,m-1) ;
clasifica (m,j) H
intercala (i,m,j)
end
end ;
begin
clasifica (l,n)

end.

Ejemplo:

OHMFWWWW
D 0 b b et e
NS S DS
uam«m::;Lnuv
S2ONWVWWOWOY
mh:o:::r¢~
(e - W= - -
vencoos

La complejidad de la clasificacidn por intercalaciones:
Supongamos que n es una potencia de 2. El problema de clasi-
ficar n objetos se divide en dos problemas de n/2 objetos, y




la intercalacidén de dos sucesiones con n/2 objetos. Asi
n
T(n) = 2 T(E) + n

El tiempo total de esta recursidn es

-]

T(n) = 2 T(%) ¥

4 T(%) + 2n

n
8 T(E) + 3n

=n T(l) + logn . n

6(n log n)

Queda demostrado.

Teorema 1.1. Con la clasificacidn por intercalciones se puede
clasificar n objetos en tiempo 6(n log n).
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De nuevo podemos preguntarnos. jExisten algoritmos mejores?.

No. Asintoticamente (aunque no en la préactica) la clasificacidn
por intercalaciones es el mejor algoritmo posible. Vamos a de-
mostrar que el tiempo 8(n log n) es optimal.

La ejecucidn de un algoritmo se puede considerar como una
sucesidn de decisiones. Nos limitamos al caso en que hay sdlo
dos alternativas de decisidn - si o no.

Es practico representar el orden de las decisiones en forma
de un arbol, llamado arbol de decisidn. Este es un grafo cuyos
vertices son las preguntas, y de cada vertice salen dos aristas
correspondiendo a las decisiones "si" o "no". Una computacidn es

un camino de la raiz a una hoja del arbol.

Ejemplo: La clasificacidn de tres objetos distintos a,b y c.

a<b
si/// \\\\\no
b<c c<b
s o si \Qf
[a<B<E] axc cisa
s o s?/ o

a<c<b| [c<a<b] [b<c<a| [b<c<a]

Como se ve, hay seis (=3!) posibles soluciones y seis posibles
computaciones.




La profundidad de un drbol es la longitud del camino méds
largo de la raiz a una hoja. La profundidad del arbol del ejem-
plo es 3.

Lema 1.1. Si un drbol tiene n hojas y de ningiin vértice del
adrbol salen mds de dos aristas, entonces la profundidad del ar-
bol es al menos logzn.

Demostracidn. Demostramos por induccidn que si la profundidad
de un adrbol es p, el arbol no tiene mas que 2P hojas.

p=1 No mds de dos hojas.

p>1 Borrando todas las hojas y sus aristas en un arbol T
obtenemos un arbol T, con la profundidad p-1. Por induccién T1
no tiene mads de 2P™' hojas. Recolocando las hojas borradas

vemos que T tiene como maximo 2.2p-l-2p hojas.

Teorema 1.2. Cada algoritmo para la clasificacidn de n objetos
requiere por lo menos 6(n log n) comparaciones.

Demostracidn. Se puede ordenar n objetos con n! maneras. Asi,

en el arbol de decisidn de la clasificacidén hay n! hojas. Segiin el
Lema 1.1. la profundidad del arbol de decisidén, i.e. el niimero
de las comparaciones necesarias, es al menos

n
log n! 2 log (n.(n-1) ... [21)2 log (rgﬂzl) = B(h 10§ B)
Una estimacidén mas exacta da
1
log n! > log,(/Zma' n" « 2% 17540, 6/n )

n lnn-n+

v

T AN T
logz( 2Tn e 12n+0.6/n ) [Formula de Stitﬁnﬂ

2 nlnnn-n

Nota.- Aunque segiin estos teoremas la clasificacidn por inter-
calaciones es optimal, esto no quiere decir que sea asi en la
practica. Si n es pequefio, el mejor programa es el programa mas
conciso. Si n crece hay que pensar. Es dificil escribir un pro-
grama iterativo para la clasificacidn por intercalaciones.
HEAPSORT es un buen algoritmo del tiempo 6(n log n).

En la practica, quizd mds importante que la complejidad del
peor caso, sea la complejidad del caso probable.
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2. Multiplicacidn de los enteros en tiempo (n )

Utilizando el algoritmo de la escuela, dos enteros se

pueden multiplicar de la manera siguiente:

3 4
2
L 8 1 29
Ao -9y &6
) B (o i Ul :
FACULTAD DE INFORMATIC
0 2 Easi 8 BIBLIOTECA

8. & 9.8 2.8:0

Cuando crecen los enteros, la multiplicacidn toma mis
tiempo. Evidentemente el tiempo de la ejecucidn depende del
niimero de digitos de los enteros. Considerdremos sdlo el caso
en que los niimeros de los digitos en los dos enteros son
iguales.

La complejidad del algoritmo de la escuela es:

n-*n multiplicaciones
n-°*n adiciones
2 2 4
n operaciones
Asi T(n)= 2n2 - G(nz)

(Hay mejores algoritmos? Vamos a ver_que,el principio
"divide y vencerds" da la complejidad 6(nl®82°) que es asin-
toticamente mejor (pero por el coeficiente grande peor en la
practica) [Karachuba & Ofman, Dokl.Ak.Nank SSSR, 1962,t.145
(en ruso)]

Nos limitamos al caso en que los dos enteros (de base k22)

: m 2 e : :
tienen n=2 digitos (m20), afiadiendo ceros si fuera necesario.

Tenemos que computar

> St 4

donde x e y tienen n=2" digitos. Dividimos cada uno de los en-
teros en dos bloques de n digitos:

N
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x e g B g
vy e Se
Luego
xr = Gors 320F 2ty (0o % 4 v
(1) “mgs O b gay 209y 2 by
(2) = au s £° + [(a*t)(uhv) - su - tr] K*72 & ev

En (1) el problema se reduce a cuatro multiplicaciones y
algunas adiciones. Se puede demostrar que esto da un algoritmo

de S(nz). En (2) se ve que tres multiplicaciones del tamaifio %
bastan. En este caso el niimero de adiciones y substracciones

crece, pero estas son operaciones "baratas".

Repitienddo el método aproximadamente log, n = m veces,
se reduce el problema a multiplicaciones, adiciones y subs-
tracciones de digitos.

Ejemplo: 3624 = 36100 + 24
2345 = 234100 + 45
3624+2345 = 36+23+10"+[(36+24) (23+45)-36+23-24+45] 107424+ 45
= 36+2310"+ [60+68-36+23-24+45] 102+ 24+45
Para continuar es necesario computar los tres productos que a-
parecen en la formula:
3623 = 3+2°10% + [(3+6)(2+3)—3°2—6'3]'10+6'3
= 6102+ [45-6-18]+10+18
= 828
60+68 = 6:6+102+ [(6+0)(6+8)-6-6—0-8]-10+0-8
= 36-10%+ [84-36-0]+10+0
= 4080
24 45 = 2+4+10% + [(2+4) (4+5)=2+4-4+5] + 4*5
= 8°10%2 + [54-8-20]+10+20
= 1080

Computados estos productos podemos acabar la primera multipli-
cacidn:
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36242345 = 828+10"+[4080-828-1080]-10%+1080
= 828:10"+ 217210241080
= 8498280

Puede ocurrir que el nimero en las sumas s+t y utv se
mayor que s,t,u y vVv. Por eso el tamafno del nuevo problema
es un poco mds grande que la mitad del original. Esta dificul-
tad se puede evitar facilmente separando el digito {ltimo de
estas sumas:

s+t-sl'kn/2+t1,

u+v-u1'kn/2+v,,

donde s; y u; tienen =n/2 digitos y t; y V) tienen un digito.

Con esta notacidn tenemos

n/2

(s+t) (utv)=s u; *k™ + (s1vi+ uity)k + otV

Aqui s,u; es un problema del tamafio n/2, mientras s,v, y

u;t;no requieren mads que n operaciones cada uno, y t;v,requiere
s6lo una operacidn.

En total
/2

Xy = su*k” +[(s+t)(u+v)-su-tv] k"
3n/2

T EY

+ (su+s,v;+u;ty) kn + (t,vy-su-tv) kn/Z +tv

= sju1k
requiere 3 multiplicaciones (su,s;v; y tv) de tamafio n/2, ¥y
ademd@s un niimero lineal, digamos cn, de operaciones elementales,
asi que tenemos

T(n) = 3T (12‘—) + en

= 9T (%) Hlen 3 cn

2
2
=27y (%) Foenier % cn o+ (%) cn

2)103—1

2 cn

- 31082u T(l) + cn + % (o5 YolG pF e 1 it

log n
” n1°823 T (3/2) -1
3/2 -1
10823

cn

= (2¢+1) n -2cn

- e(n10823) < e(nl'ﬁ)



Teorema 2.1. Se pueden multiplicar dos enteros de n digitos
e(n10823

usando como maximo ) operaciones de digitos.

log,3

Nota.- El1 coeficiente de n es tan grande que el algoritmo

no es datil.

3. Multiplicacidn de las matrices en tiempo 0(n1°827)

En 1.968 V.Strassen [ Numerische Mathematik 13, 354-356]
demostrd que hay algoritmos mids rapido para la multiplicacidn
e inversidn de las matrices que "los algoritmos de la escuela".

- Vamos a demostrar este resultado. Una vez mds el algoritmo
utiliza el principio "divide y venceras".

El producto de dos matrices nXn se define como

al1 e aln b11 e bln cll . cln
Wl e S bnl B Sal STSES
en donde
= " . - wie e L 2
cij a11le a12b2] # alnan

Aqui cada cij requiere n multiplica;iones y n-l adi-
ciones, y puesto que la matriz contiene n elementos, la com-
plejidad total de la multiplicacidn es 2n3—n2 operaciones
de los elementos. Asi la complejidad del algoritmo de la escuela
es 6(n3).

El algoritmo de Strassen se basa en el principio "divide

y vencerds" y en el lema siguiente segiin el cual, es posible
multiplicar matrices pequefias rapidamente.

Lema 3.1. Para multiplicar dos matrices 2x2 bastan 7 multi-
plicaciones, 7 substracciones y 11 adiciones de los elementos.
Demostracidn. [G.Yuvalz Inf. Proc. Lettus 7, 285-286 (l978ﬂ.

Dadas dos matrices a b y e f\
c d g h/




La multiplicacidn se puede escribir en forma

& ol e e q
v g = U f - r
c % d = g s
« ¢ « d h t

donde los punotos son ceros.

. Descomponemos esta matriz 4x4:

: g o B TEIEERE R S S
s a - b = . . . . . d . d i *« a-d . b-d
c d a . a B . . . . c-a * d-a .

L - 4 . - . e A o« « ¢c-d * .
a . a . . . . . . . . . b-a
Sf . . S A S a ez g « a-d a-d -° ol * ¢« d-a
a © @ e LU GRS ¢ d=a' d-a * e=~a ia~wd e
- - . d - d - - . . . c-d .

. * b-a .

)

Notese que cada una de estas operaciones requiere solamente una
multiplicacidn. Con esta descomposicidn podemos explicar el
producto de las dos matrices en forma siguiente:

23
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e
B ¥ o d
s g
t h
a(etg . . b-a)g
o . + d(f+h) % (a-d) (f+g) + (b-a)g i’
a(et+g) < (a-d) (f+g) z
& d(f+h . .
(d-b) (g-h)} , ¢ + .
. (c=-d)f (c-a) (e-£f)
. (c-d) o

En esta fdrmula se ve que la multiplicacién requiere

7 multiplicaciones elementales
7 substracciones
11 adiciones §

Ahora aplicamos el mismo m@todo al caso general. Vamos a
computar el producto de las matrices

all vee aln bll see bln
A= : . y B = . 2
a1 *°* %an bnl : bnn

Afiadiendo filas y columnas de ceros podemos suponer que n = 2™

para algiin m. Dividimos las dos matrices en bloques %x%:

Ly & B B
PIPRE S s u 11 12

Ayr A, Ba1 Ba




Entonces

O oS ST T (R €1 S13
A*B = =
Ar1 Ay, By Baa €1 C22
donde
Cij = Ail Blj C Aiz sz (1,] w129

Computamos el producto con el método delLema 3.1.

Teorema 3.1. La multiplicacidén de dos matrices nXn con el

n10g27

algoritmo de Strassen requiere 6 ( ) multiplicaciones de

niimeros.

Demostracion. Segiin Lema 3.1.

T(n)= 1 si n=1

7 T(%) 3 18(%)2 si n22

Demostramos por induccidn que

T(a)s § atBal ~ig of

25

En el caso n=1 la asercidn es evidente. Completamos la induccidn:

T(2n)= 7 T(n) + 18 n?
=7 (7 u'°82 - 6n?) + 1802
TegttieBy 7 o 94,8
(i R R
=7(2n)2°827 - 6(20)% g

Nota 1. El1 algoritmo con estos coeficientes es peor que "el al-
goritmo de la escuela" hasta n=700. Sin embargo, es bastante
facil modificar el algoritmo de tal manera que T(n)=3.9.nlog 7,
lo que da mejor resultado ya, desde n235.

2

log

Nota 2. El mismo método da el tiempo 6(n 27) para la inversidn

de las matrices.
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4. Transformacidén de Fourier rapida

En este parrafo representamos una técnica avanzada apli-
cable a la multiplicacidn de los polinomios y de los enteros
la transformada de Fourier.

En el analisis continuo la transformada de Fourier se
define:

o

f(x) i R f(t)e *tae (transformacidn)
2n
©o
1 -ixt el
g(x) —=— [ 8(t)e dt (transformacidn inversa)
vy am

En el caso de las funciones discretas la integral se reem-
plaza por la suma y el por una raiz avbitraria de la unidad.

Sea R un anillo conmutativo, en que cada entero #0 tiene
un elemento inverso, y que contiene una enésima raiz principal
de la unidad, i.e un w tal que

(i) G S 5

(v) o= 1,

(m) 1+oP+0?Pe ., 40 @"DIP

= 0 para todo pe{l,..., n-1}.

Evidentemente en el anillo de los nimeros complejos ezn1
es enésima raiz de la unidad. [También en el anillo zm, donde

m es un nimero de Fermat 22 +1, 2 es 2k+1eaima raiz de la unidad.]

La transformada de Fourier discreta es la funcidn

F: R"+R" (n21)
definida por
F(a) = Aa
ij

donde Aij = (0<i,j<n-1)

Lema 4.1. F es una biyeccidn cuya funcidn inversa viene definida

por la matriz B: B..= % w-ij (i,j=0,¢4.,n-1)

ij
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Demostracidn

n-1
BA)..= I
(3h)yg= B

=N L]
€
€
1
=]
o

o

Asi BA es la identidad y B es la inversa de A. N

La ventaja de la transformacidn de Fourier se ve en el
esquema siguiente:

lucidny . I
“ . " e adhA YIS SAA R D &
(30’ al’ B an—l) (bd’ br s bn-l) ( a.b )

*k=i+J 33

F\L Fl 1\}"1
d 4) punto a punto> g

(CO,CI,... ,Cn_l) (do’dl"" ] n

”ck.dk’

Tan pronto como tengamos un algoritmo rapido para computar
la transformada de Fourier, tendremos un algoritmo rapido para
computar la convolucidn. Vamos a dar un algoritmo rapido.

Si denotamos
a = (ao,al,...,an_l),

F(a)= (co,cl,...,cn_l),

n-1
= a +
fi(x) a alx+...+an_1 x 4

entonces

c;= f(wi) CL20) aree p T

La computacidn directa de c segiin esta formula toma
el tiempo 6(n), y la computacidn de todos los ¢ toma el
tiempo G(nz). Esto no ayudaria nada, porque la convolucidn
se la puede computar por su definicidn en tiempo 6(n2).

Pero hay algoritmos mejores.
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Teorema 4.1. La transformada de Fourier se puede computar en
6(n log n) operaciones aritméticas de R.

L m -
Demostracidon. Supongamos que n=2 para algin m

n-1
f(x) a°+a1x+...+an_1x
2 n-2 2 n-2
- ois® + T
(ao+a2x + +an_2x )+(a1 a3x + a 1% )x
2 2
= fp(x )+fi(x Yoxs
n

donde fp y fi son polinomios de grado 2 -1. Si w es la ené-

enésima raiz de

(ST ]

: A 5 2
sima raiz de la unidad, entonces w"  es la

la unidad, y el problema se divide en dos problemas del ta-
mafio %. Con los valores de fp y fi en % puntos 1,(:.)2,...,0011-2
se computan los valores de f en los puntos l,ou,mz,...,uun—1

de la manera siguiente:

£(w?) = £ (0%) + f,(0°) w® ‘ 1
1 Rigivy o e |
f(w") = fp(m ) + fi(m ) rw

o (R L)
: T (P
n

5 | 2 " L]
£ (w2 l)=fp(wn 2) + fi(wn 2)'w2

n - 5. .. 8 < | n multiplicaciones
E(u2) = £,€u%) + £;(0°) 2 ]

n n
241 2 T
£GT) = £t ¥ 2,00 T

n adiciones

Liguales

f(wn-l) 2 fp(wnfz) + fi(wn—Z).wniJ

El niimero total de las operaciones aritméticas es
T(a) = 2T(3) + 2n
- 4r(§) + 4n
= 8T(z) + 6n
= nT(l) + 2.logzn.n
= 6(n log n) N




Corolario. 4.1. La transformacidén inversa se puede computar

en tiempo 6(n log n) también.

1

Demostracidn. Basta reemplazar wt por % W |
Sean

= ( 0,0 0) r?™

a= (a_,a;5...5a _1,0,0,...,0)¢ s Y

2n

b= (b sByaes b 4030, 0005006k
La convolucidn de los vectores a y b es

akxp = (co,cl,...,cn_l,cn,cn+l,...,Czn_l),
donde

g, %o & ca b (RmO e nm0T: im0

kK k=i+j 2i°j i) 2 Sop-l

La computacidén de la convolucidn por su definicién re-
quiere tiempo 6(n2). El algoritmo rapido se basa en la pro-

piedad siguiente de la transformada de Fourier:

Lema 4.2. F(axb) = F(a) * F(b),
donde * marca la convolucidn y * marca el producto
punto a punto.

Demostracidn. Demostraremos que

F—I(F(a) « F(b) = a%*b

Denotemos

2n-1
F(a)=(go,gl,...,32n_l), donde g = ZjZO ajmlJ ’
F(b)=(hgshy,eeeshy 1), donde hy= IIZCH b 0

FrL(R(a) ¢ B(b) = (pspyseeespy o)

Con esta notacidn,

29
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1 2n-1 -ti
P 20 Zi=o (gi hi) m
SEiS Zgn—l 2n-1 2n-1 35 "% m(J+k—t)1
2n “i=o j=o k=0 j ik
2n-1 2n-1 o) S2m=1 (j+k-t)i
Bjeo ko °3 "e lFn Piea @ )
1 si j+k=t
o en otro caso
= I a.b
t-j+k K
=axb N

Teorema 4.2. Los coeficientes del producto de dos polinomios
del grado n-1 se pueden computar con 6(n log n) operaciones
aritméticas de R.

Demostracidn. Sean
n-1
p(x) = ao+alx+...+an_lx " a = (ao,al,...,an_l,0,0,...,O),
- n-1 s
q(x) = b +b x+...4b _ x , b (b_sby,enesb _1,0,0,...,0)

Dado que los coeficientes de p(x).q(x) son los compo-

nentes de la convolucidn a*b, se les puede computar de la si-
guiente manera:

.

a b axb
6(n log n) F F F_l 8(n log n)
F(b) F(b) + F(a) F(b)
6(n)

El tiempo total de la computacidén es 6(n log n) ope-
raciones aritméticas de R. I

La misma técnica es aplicable a la multiplicacidn de los

enteros, ya que la representaciodn dn_1 dn—2 coe do de un

niimero en base k se puede interpretar como el polinomio.

d R e s g
n-1 n=-2 o




En el método de Karatsuba los dos enteros fueron di-
vididos en dos bloques. Sin embargo, ni la divisidn en dos
bloques, ni la divisién en n bloques es optimal. Consi-
deraremos el caso general en el que los enteros de longi-
tud n son divididos en b bloques de longitud 1l,i.e. n=bl.
En este caso los enteros binarios son plinomios del grado

b-1 en 21.

Teorema 4.3. (Schonhage & Strassen 1971). Es posible mul-
tiplicar dos enteros de n digitos usando no mas de

6(n log n(log log n)z)

operaciones de digitos.

= k =
Demostracidn. Sea n=2 para algin k y sean las represen-
taciones de los enteros

n-1 i

&% 84-1 %n-2 o s bl %2 (ajefo,1}),
n-1 i

PR Basy Byeg blbo i=o P2 (bie{o,l}).

Sea 1 1la potencia de 2 que estd mads cerca de k=logzn,
y sea m=n/l. Representamos a y b como polinomios de los

bloques de longitud 1:

El algoritmo para computar a*b es lo siguiente:

(i) Computar las transformadas de Fourier de los vectores
(co,cl,...,cm_l,O,...,O) y (do,dl,...,dm_l,o,...,0).Se

necesitan 6(m log n) operaciones aritmeticas aplicadas a

3
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(iid)

(iv)

Nota.

enteros de longitud 1. En la computacidn de Teorema 4.1
hay log m ~ 1 niveles, y en cada nivel hay una multi-

plicacidn por wk (]w|=1) vy una adicidn. Por eso al fin
de la computacidn los niimeros no pueden tener mas que 2

digitos, (l+ log m = 21)

La multiplicacidén de los vectores transformados punto a
punto no requiere mads que m multiplicaciones de los ni-

meros con 2l digitos.

La transformacidn inversa toma 6(m log m) operaciones de

niimeros con no mds que 31 digitos.

De los componentes ho,h.,.. de la convolucidn

i
se calcula el producto ab=h2 _1 1(2m 1) ..+h121+h°

El tiempo total del algoritmo es:

T9N) = 6(m log m)*T(21)+2mT(21) + (m log m)T(31) + 2m=+31

= §(m log m) T(31)
n
e(logn o8 logn) R(3 log n)
= g(n T(3 log n))
= 6(n log n T(log log n))
= 0(n log n (log log n)z) [usando el algoritmo de la
escuela] N
Dividiendo los enteros en /;-bloques de longitud vn

y usando el anillo Zm en vez de € es posible alcanzar la com-

plejidad (n log n log log n). No se sabe si este resultado

es op

timal.
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5. Problemas NP-completos

Todos los problemas anteriores tenian un algoritmo con
complejidad polinomial. Estd motivado decir, que si un pro-
blema tiene complejidad mas grande que la polinomial, 1la
solucidn no es viable, si el tamafio del problema crece. Hay
problemas tales, como por ejemplo decidir si el lenguaje de
unaexpresidn regular con interseccidén y complementario es
vacio, que tienen complejidad que no estd limitada por nin-
guna funcidén elemental.

Hay una gran clase de problemas para los que no se han
podido descubrir soluciones polinomiales, pero tampoco se
han podido demostrar que tengan complejidad peor que polino-
mial. Aun mas curioso es, que si uno de estos problemas tiene
solucidén polinomial, la tienen los demds tambi&n. Y si uno
no tiene solucidn polinomial, los demds tampoco. Dichos pro-
blemas se llaman NP-completos.

Para precisar el concepto del algoritmo definimos la ma-
quina de Turing.

La maquina de Turing no determinista con k cintas

M = (Q,T,I,G,b,qo,qf) contiene los componentes siguientes:

(1) 1 es un conjunto finito de estados internos,
(2) T es un alfabeto finito de simbolos de cinta,
(3) I<T es el conjunto de simbolos de entrada,

(4) & es una relacidn Qka+Qx(Tx{-1,0,1})k, la relacidn de transicidn

(5) beT I es el simbolo del cuadro blanco,
P esta- k=3
(6) qer es el estado inicial, y dos 1r
(7) qfeQ es el estado final. ¢—_~/ \
b |a |c c|b
La situa¢idn en cualquier momento de 1la
computacidn viene expresada por la configuracidn ///
(quyl PR ’xquk) ’
que quiere decir que en este momento M estad en b {b bl blb
el estado qeQ, la cinta i contiene palabra Xi¥5
y la cabeza de leer/escribir estd en el primer
cuadro de Y-
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Una configuracidn c=(x1qyl;...,xquk) deriva a otra con-
figuracién c'= (xiq'yi,...,xéq'y;), y lo denotamos c c',
si hay (q',(bl,jl),..., (bk,jk)) ed(q,al,...,ak) tal que
xiyi es obtenido de LI reemplazando el primer simbol&)ai de
y; Por b, y moviendo la cabeza de tal manera que |x£|=|xi|+ji.
Denotamos c¢ ¢ ¢' si hay c s+++sc  tales que c=c ¢, .- cn=c',

y ¢ +ic¢' si hay un n tal que c et

El lenguaje aceptado por M es

*
L(M) = {weI*|(q w,q b,... »a D) (0w, 0 qw)}

Sea f una funcidn N-»N. El lenguaje L(M) es aceptado en
tiempo f, si

L(M) ol {w|qow.q0b,---,) '_lll (wquwl'()’ me(lwI)}
Ahora definimos dos clases de lenguajes importantes:

NP = {L]L es aceptado por una mdquina de Turing no deterministacon

k cintas (k21) en tiempo p, p polinomiol},

P = {L|L es aceptado por una maquina de Turing determinista con

k cintas (k2l) en tiempo p, p pélinomiol,

La mdaquina de Turing es determinista, por supuesto, si §
es funcidn en vez de relacidn. Por eso

P<NP
El gran problema de la complejidad es
{P=NP?

Un lenguaje L es reducible a otro lenguaje L' en
tiempo polinomial, ¥ lo denotamos L< L', si hay una maquina

de Turing determinista M y un polingmio p tales que




(1)
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L'={x|weLl, (q w,q bse23q D) r* (qpX, 0,005,000, q00)}

(ii) M funciona en tiempo p, i*e % puede reemplazarse pM“msf(|w|).

Un lenguaje L' es NP-duro, si para todo LeNP, L< L'.
P
Un lenguaje L' es NP-completo, si L' es NP-duro y L'eNP.

La importancia de la NP-completitud se manifiesta en

Teorema 5.1. Si L es NP-completo,

LeP si y solo si P=NP

Demostracidn. Supongamos que L es NP-completo.

(1)

Si P=NP, por la definicidén de NP-completitud LeNP=P

(ii) Supongamos que LeP, i*e que hay una maquina de Turing

determinista M que acepta L en tiempo polinomial p. Sea LleNP.

Por la NP-dureza de L, L,epL, i.e. hay una mdquina determi-

nista Ml que transforme Ll en L en tiempo polinomial Py

Uniendo el estado final de M, y el estado inicial de M ob-

1

tenemos una madquina determinista que acepta L1 en tiempo po-

linomial p(p,(n)). N

A continuacidn damos una lista de problemas, que inter-

pretados como lenguajes, son NP-completos:

(1) FNC-satisfacibilidad
Dada una formula w del cdlculo de proposiciones en forma normal
conjuntiva.]I.e. w es de forma w = (a,,V...Va )
11 lk]
S Vissate a id
A A (al Valk ), donde todo aij es o atomo o negacidn

= 3. SiLE ey s 3 g
de un atomo] Hay que dicidir si w es satisfacible o no.

(2)

Colorabilidad

Dados un entero k>o, los vertices VisVagseeosV ¥y las aristas
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(vi o Y gerezecy (vi ,V. ) de un. grafo G. Hay que dicidir si

G eé k—éolorable. m[CoToracic‘m: si (vi,vj) es una arista,

vi y vj tienen color distinto]

(3) Recubrimiento exacto
Dado una coleccidn Co,Cl,...,Cn de conjuntos. (Hay una so-

Sdubcoleccidn Cil,Ciz,...,cim de Cl,...,Cm tal que
= = 3 ?
C, C, uCi u...uCi s Cls nCi ¢ para todos j#k?.

*3 2 m 15 k

(4) Mochila
Dados los enteros k, il,iz,...,in. (Hay un subconjunto

{ijl,---,ijl} de {il.---,in} tal que k-ijl+...+ijl?.

[k es el volumen de la mochila. Hay que elegir los objetos

que llenen 1la mochila].

(5) Viajante de comercio dirigido

Dado un entero k>o, los vertices vl,... Nn y las aristas

Ce o Do wies 5 KWz 2 W ) de un. grafo dirdigido G, ¥ para tods
S el n Inm
arista (v. ,Vv. ) un entero d(v. ,v. )20 (la distancia).
| 0

(Hay una permutacidn 7 de los vertices tal que

m(v;)sm(vy)yeee,m(v ),m(v,) es un ciclo en G y

d(m(v,),m(v,))+d(m(v,),m(vy))+. .. Hd(m(v . yw(v Y)+d@w(v) ,m(v,))=k?

Los problemas se codifican en lenguajes reemplazando todos
los elementos por niimeros binarios distintos y separdndolos con

un simbolo especial.
De este modo, por ejemplo,

€O vl ¥y 1O) A Tl Yaerves 1) A (ol 31 v 10)

estd en el lenguaje de las formas normales conjuntivas satisfa-




F.

cibles, 0=F, 1=10=T satisface la formula.

Ahora vamos a demostrar que el lenguaje FNC-sat es
NP-duro. Lo haremos describiendo cdmo se construye para
cada palabra w en tiempo polinomial una formula F(w) tal
que f(w) es satisfacible si y solo si welL.

Para simplificar la demostracidén necesitamos el lema
siguiente:

Lema 5.1. Cada lenguaje de NP se puede aceptar con una maquina
de Turing no determinista con una cinta en tiempo polinomial.

"Demostracidn' Las k cintas de una madquina M se pueden unir
en una cinta con 2k rayas de maquina M':

=] (]
= !

c i n t a 1 c i n t a 1
c i n t a 2 (e i n t a 2

M' simula una transicidn de M reccrriendo todos los cua-
dros que contienen la flecha +. Si M acepta w en tiempo
m=p(|w|), M' acepta w en tiempo 2+4+6+...+2ms2m2, i.e. en
tiempo 2 p2(|w|).

Teorema 5.1. (Cook 1971). FNC sat es NP-completo.

Demostracidn. I FNC sat € NP se verifica construyendo una
mdquina que primero adivina los valores que satisfagan la
formula (si las hay), y después calculo el valor de la for-
mula, y por fin acepta si la formula tiene el valor T. Evi-
dentemente dicha mdquina funciona en tiempo polinomial.

IT FNC sat es NP-duro. Sea LeNP, L=L(M). Vamos a de-
finir una transformacién Comp (sin dar explicitamente la
mdquina para la transformacidn) tal que welL si y solo si
Comp (w) e FNC sat. Comp sera computable en tiempo polinomial
Intuitivamente, Comp (w) es satisfacible si w tiene una c¢
putacidn aceptable.
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Sea M=(Q,T,I,6,b,q°,qk) ta maquina no determinista con
una cinta, que acepta L en tiempo polinomial. Sea
Q={q°,ql,...,qk}, y T-{ao,al,...,am} (ao=b). Sea wel*,

La formula Comp (W) contiene variables ai’t(i-o,...,m;s t=l i l)

1
s . e o
y qi’t (i=0,...,k; s,t=1,...p). La interpretacidn de estas
5 t 7 5 3
variables es: a:’ es satisfacible ssi en el momento t M con-

tiene la letra ai en el cuadro s,

s,t
a3

en el cuadro s en estado 9 -

es satisfacible ssi en el momento t,M esta

Notese que en el momento t,M contiene no mds de t cuadros

no blancos en su cinta.
Por nitidez utilizamos la notacidn siguiente:

X+y im0 XV,
xy 1= ( xvy)Aa(xv y),
x, = xlezA...Axn,

i = xIszv...vxn,

b
[}

n
x

(i-l l)A(i#f( xiA xj))

Todas estas formulas estd3n en forma normal conjuntiva:

La formula Comp (w) tiene la forma

Comp (w) = Comp(w)Adnic (w)ATransicidn (w)AFin (w)

cuyos factores estan definidos como:

P » s,t P ¥
Config(w) = /\1{|/\ €N 4 AR q?’t“
t= s=1 i

i=o s=]1 i=o

Esta formula es satisfacible si y solo si en cada momento
la mdquina tiene en cada cuadro una letra {inica y estd en un
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estado {inico en un cuadro {inico de su cinta. La longitud de
esta palabra es 6(p3 log p).
. O S I 8 | 2l n,1. n+l,1 p,1
Inic (w) q,’ " Aa; Aaiz Aeooh 8y a Av.ona’o,
donde q, es el estado inicial y w=ai,aiz...ain y a  es el
simbolo del cuadro blanco. La longitud de esta palabra es
6(p log p).
P P m k
o M Y A s,t s,t+1 Ve eyt
;rans1c1on(w)—{t=l Ly [(ai > ag ) (j=o 3 )}a
p P m k 1
R T W R e stdp, £+l
’ ’ ’ T
oot wnl dmn jmo 1957 A *rﬁl(air LI I}

donde G(qj,ai)={(qj ay ,dr)|r=1,...,1}. Esta formula es satis-
r r
facible si y sdlo si la madquina puede hacer la transicidn de

una configuracidn del momento t a otra configuracidn del mo-
mento t+l. La longitud de la formula es G(pzlog P) -
P s
. - N s P
Fin(w) IR
Aqiii suponemos que q, es el estado final, y tan pronto

como M llegue al estado final, se quedard en el y no hara
cambios en la cinta. La formula es satisfacible si y sdlo si
en el momento p, M estd en el estado final. La longitud de la

formula es 6(p log p).

La formula Comp (w) estd en forma conjuntiva y weL(M) si
y s6lo si Comp(w) es satisfacible. La longitud de Comp(w) es
6(p(|w|)3 log p(|w|) ) = 6(P(|w|)4), y por eso limitada por un
polinowio de |w|. Esta transformacidon puede ser realizada por

una madquina de Turing determinista W
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Demostramos con FNC 3 sat el subconjunto de FNC sat,
que contiene solamente formulas con no méds de 3 literales en

sus factores.

Teorema 5.2. FNC 3 sat es NP-completo.

Demostracidn. FNC 3 sat € NP se ve como en el teorema anterior.

La reduccidén FNC sat = FNC 3 sat es una consecuencia

inmediata de la equivalencia

alvazv“'van = (alvazvbz)n( b2V33Vb3)A...
AC b _,va _,va ),
donde b2,b3,...,bn_2 son variables nuevas H

Teorema 5.3. '"Colorabilidad" es NP-completo

Demostracidn. Es fdcil ver que este problema estd en NP. Para

NP-dureza basta verificar FNC 3 sat < p Colorabilidad. Sean

IR los atomos de formula F de FNC 3 sat, y fi""fm
los factores de esta formula. Construimos un grafo GF’ que
tiene vertices fl"' oo s, PR RE Baacesy. 8. Y ademas

vertices vl,...,vn. Las aristas de Gpcson:

{(Vixvj)l i#j} v [subgrafo completo]
((Vilaj)l(V1, aj)li*j} U
{(al’-‘ai)l i=l,...,n} v

flosa; 2 a ; : ¥ 8 a £Fe
{( 1,aJ)I aJ no estid en fl} u{(fl,jaJ,|1 aJ no estda en fx}

Vamos a demostrar que Fe FNC3 sat sii GF es (n+l)-colorable.




Supongamos que n24 porque FNC3 sat con 3 variables estd en P.

Colorabilidad * satisfacibilidad. Supongamos que GF es

(n+l)-colorable. Ya que el subgrafo de los v; es completo, este
subgrafo estid colorado con n colores. Puesto que desde a. salen
aristas a cada vi(ifj), o col(aj)=col(vj) o col( aj) es un

nuevo color c Lo mismo se puede decir de col(1aj). Por otro

n+l’

lado, a; ya; tienen colores distintos, porque (ai,<1ai) estd

en el grafo. Asi uno de ellos tiene el color col(vi), y otro

eo color So o Digamos col(y1)=c01(y2)= oitele col(yn)= c

’
1 n+l
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donde y;es a; ) g - Entonces col(-|y1)= col(vl), vie aly S O AN yn)=col(\{‘).

Vamos a demostrar que todos los vertices fi tienen color

distinto de c Salen 2n-3 aristas de fi. Porque 2n-32n+l

n+l"
para n24, hay un j tal que (fi,aj) y (fi,jaj) son aristas. Pero

Por eso col(fi)# c.+1 Par

0 a. 0" a. estd colomado con >
] A ] cn+l

todo 1i.

Afirmamos que cada factor fi contiene un literal yj tal

1 En otro caso, ya que salen aristas de fi

a al menos n+l vertices, de fi salen aristas a todos los ver-

que col(yj) # c

tices 1y1, 1y2, o aly 1yn colormdoscon n colores distintos. Por

esto, y ya que fi no estd colomdo con c n+l colores no

n+l’
bastarian para la coloracidn.

Seglin esta asercidn los valores y1=T, y -T,...,ynﬂT satis-

2
facen la formula.

Satisfacibilidad +Colorabilidad. Supongamos que y1=T,“,yn=T

(y1=ai o yi=1ai) satisface fi NS o A fm' Entonces cada fi
contiene un yj y se puede colorar fi con col(yj). Por eso n+l

colores bastan W



Teorema 5.4. Recubrimiento exacto es NP-completo.

Demostracidn. El1 algoritmo no determinista polinomial para el
problema es obvio. Vamos a demostrar que colorabilidad <recubri-

miento exacto.

Sean Whpeseg¥ los vertices de un grafo G, (vi V= ) granatey

J

(vi ,vj ) las aristas, y k el niimero de los colores. Def%nimos

m m
los conjuntos

£, = {vi}u{[(vi,vj),l] I(Vi,vj) estd en G, 1<l<k},
Dijl= {[(vi,vj),ll} . [Nota: (vi,vj)=(vj,vl)enga&s]
S = {vi,---,Vn} {[(vi,vj),l] | (vi’vj) en grafo, 1<1<k}

AfirYmdmos que S tiene un recubrimiento exacto sii G es k-colorable.

Colorabilidad +Cubrimiento exacto. Sea., c(i) el color de v,
en la k-coloracidn. Los conjuntos Cic(i) (3=l ,..csn) con los
.
onj o .., tales que R A e . 3 C.. forman un . .recu-
conjuntos DlJl t q [( i J), Jg: 1,5 %11
brimiento exacto. Porque los conjuntos Dijl contienen un solo
elemento que no esta en ningun Cil’ el recubrimiento es exacto

por su parte. Por otro lado, si C. tuvieran un

ic(i) ¥ Cic(i)
elemento [(vi,vj),l] comun, los vertices ¥y 1Y vj tendrian el

mismo color en contra de la suposicidn.

Recubrimiento exacto + Colorabilidad. Si S tiene un recu-
brimiento exacto, para todo ie{l,...,n} el recubrimiento contiene
un conjunto Cil. . Podemos colorear el vertice c; con li si
fuera una arista (v.,v.) tal que 1.=1_, entonces [(v,,v,),1,]

ST i ] s Caltet | :

en los dos conjuntos Cili y lej |




Teorema 5.5. La mochila es NP-completo.

Demostracidon. Demostramos que recubrimiento exacto <Mochila.

Sean los conjuntos del recubrimiento exacto Co,Cl,...,Cn

y todos elementos sean Cl""’cm' Para cada conjunto CI de-

finimos niimeros (n+2).ario C, =1 1 .+« 1, en donde
1 m m-1 1

1 si e.sCi

1= 4

7 Io ai e,dC,
| > i

Sean k el niimern cuyo representacidén es 11 ... 1.

C tiene un recubrimiento exacto sii la Mochila definido
o
por enteros k y ¢ 3C s eesC tiene una solucidn. Si Co tiene
o

un recubrimiento exacto Ci ""’Cl , entonces obviamente
1 r
K= g, ¥ waw T Cone POor ot¥o lLado, s8I k= ¢, # 5. G2 s icada
e e 1 r

digito 1 de k proviene de gn_solo ¢4 Porque ni siquiera n + 1

digitos pueden llenar la base n+2 de k. N

Teorema 5.6. Viajante de comercio dirigido es NP-completo.

Demostracidn. Sean k,il,...,in los nimeros de la Mochila.

Construimos un grafo G i v e
nstruimo grafo con vertices vo,vl, ’vn’!n+1’

y todas las aristas (vi,vj) (i#j). Las distancias seran

ol si r<s
d(vr,vs) ={"s
0 si r<s o s=n+l

y la distancia total serida k.

Demostramos que la Mochila tiene una solucién sii el
Viajante de comercio dirigido construido anteriormente tiene

una solucidn.

Si el Viajante de comercio tiene una solucidn, hay un
ciclo en el grafo tal que la suma de las distancias es k. Pero
entonces la Mochila también tiene solucidn, porque las distan-
cias son niimeros de la Mochila.

43
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Por otro lado, supongamos -que la Mochila tiene la

solucidén k=i, + ... + ij . Entonces el Viajante de comercio
t
Joo mess Vg sV g1V
1 s N ; .
.,ls son los eléementos de{l,...,n}\ {Ji,...Jt}

tiene el ciclolvo,v ¥V de longitud k,

en donde 11,--
en el orden decreciente. N
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