
1

Una especificaci6n formal de tipos estructurados de datos 
(Parte segunda).

Por: P. Orejas. Facultad de Matemáticas.
Universidad Complutense. Madrid.

3. Equivalencia débil de tipos estructurados de datos
En la primera parte de este trabajo se dió una definición for

mal del tipo estructurado array [l..nj de enteros. A continuación 
se verá otra definición del mismo tipo estructurado, análoga a la 
que usualmente se utiliza al establecer la semántica (denotacional) 
standard de los lenguages de programación que incorporan este tipo 
estructurado.

Ejemplo 6':
El tipo estructurado de datos array £l..n] de enteros puede 

ser formalmente definido como el tipo £(Ar',  ̂M' p, siendo Ar' 
la estructura de datos:

Ar' = « 0  . , 0o 1 enteros i l J f  fposiciones'* 1 dirección* valor
D = Renteros P A = ^dirección, valor/.
°enteros= ^  °posiciones " iPo» pi» •••• *

0
V

dirección enteros -----------/ posiciones
f,. . . (a) = indefinido V/a«0dirección enteros

■ }

t , I o . . valor posiciones ----
f , (p) = indefinidovalor

y siendo M' la modificación:

VpgO
enteros

posiciones

M# : |Ar' | x 0 
:= o 1 enteros X °enteros -------> ,Ar;

La estructura M'_(Ar, a, b) sería, intuitivamente, 
obtendria después de realizar la operación Ar£aJ:= bi

M'_(Ar,a,b) = indef. si a > n  ó a<l 
en otro caso M'_(Ar,a,b) será una nueva estructura, Ar', 
nes de acceso estarán definidas de la siguiente forma:

la que se 
es decir:

cuyas funcio-



Ar , .
S6a Pa dirección a ’
una posición tal que \/céO

Arsi f,. ' . .  (a) está definida, sino sea pdirección a

Ar'
dirección

fArdirección

enteros 
(c)

dirección 
c fa .

(c) f Entonces:

si

si c=a

Ar' t \f , (?) =valor
C or'p> si P^P,

si p=p_
Es evidente que tanto la especificación del ejemplo 6 como la 

del 6 ' definen, desde un punto de vista intuitivo, el mismo tipo es
tructurado. Será pues necesario establecer alguna clase de relación 
de equivalencia entre tipos estructurados de datos, mas amplia que 
la ya estudiada, capaz de considerar idénticos tipos estructurados 
que, aun estando contenidos en tipos generalizados diferentes, de
finan de alguna forma operaciones de acceso y de modificación si
milares.

Notación: Sea J un conjunto de indicas de funciones y sea
x e X ( J ) ,  x = , se denotará por f a f .....f . y por a(l,x)1 n x  3 Jn
y a(2,x) a a(1,j ) y a(2, j,) respectivamente, n 1

Definición
Dados dos conjuntos de indices J y J , una función parcial 

v> K < v ______>W( J^) es un homomorfismo sii \ /  x,yg Jx) si «/'(x)
y Hy) están definidos y xycK(J,) entonces V(xy) está definido y
V'(xy) = '/ (x )V '(y ) .

Se denomina núcleo de ^  al conjunto:
{ xcDomOf)/ no( ̂ y^z^DomíY) [ y z = x [ ) ^ .
Se dice que es finitamente caracterizable si su núcleo es fi

nito.
Definición
Sean E - C ^  <f ¿ J dos

estructuras de datos, sea ^  : D 
y  sea Y : ) | a E ) ___

una función parcial
> A ) -un homomorfismo finitamente caracte

rizable, se dice que (V.'f) es una representación directa de E en E' 
l) Vi€DE £^(i) esta definidosii:
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2) VxcJ^CA ) se verifica que V(x) está definido A ^f(a(2,x)) = 
= a(2,YU))A  f(a(l,x)) = a(l,Y(x)) A = f®('x)

Ejemplo 7
Sean Ar y Ar' las estructuras iniciales de los tipos estructu- o o

rados definidos en los ejemplos 6 y 6' respectivamente, y sean ^  y 
V dos funciones parciales:

Ar Ar' / _Ar' _Ar£ i D o h ‘ D
íf (enteros) = enteros enteros) = enteros

y sean 'T1 y Y2 dos homomorfismos finitamente caracterizables:
H(AAro)____________> K(AAró)
K ( A Ar¡ ) _____________ > H ( A Aro)

definidos en su núcleo:
y^(valor) = valor*direccion 
Y'gCvalor.dirección) = valor

Entonces se verifica que Ar es directamente representable eno
Ar' mediante ^ ) y Ar' es directamente representable en Ar o 1 l o o

- 2 -
diante ( V'p>'fL) • En efecto:
i) 0Ar° = 2 . y oAr° oAr°— x---  enteros) enterosenteros
2) x€ K , ^ r °) x = valor».......valor. Por tanto bastará ver que

para x = valor se cumple la condición, esto es:
- i^(a( 1,valor)) = if^(enteros) = enteros = a(l,valor»dirección) = 
a(l,Y^(valor)).

- !^(a(2,valor)) = (enteros) = enteros = a(2,valor»dirección) =
a(2,'f'1(valor)).

- V btO ("b) = indefinido = fAr° fAr° (b) =enteros valor valor dirección
^ ( v a l o r ) ^
Análogamente se vería para (V^»^)*

Es decir, se podrán considerar equivalentes todo par de estructu-



4

ras que verifiquen que cada una es directamente representable en la 
otra.

Definición
Sean E y E'dos estructuras de datos y sean -{lí  ̂ y ^

k kcK k kfK
dos conjuntos de modificaciones sobre los tipos generalizados de E 
y de Ef respectivamente, que verifican que:Vk*K{_m (k) = m (k)

V p [,l$p$m(k) °l(k p) = °l(k p)*í3 (*)• Se defina entonces, el 
conjunto como:

siendo«
0(e,e; <n-(k£K) =<<E,E'>}

tR n . l (E>E' ’<V k «K ’< \ W ) ■ « W  / l < E3. Y < f t n3 l« K 3 o 1*0l (k (1 )

3 °m(k)t0l(k,m(k))tEl = V E3’°1’ •”  ’V k ) 1 A  W E3’°l’" ,’V k )  

Definición

Sean = £  (Eo, ̂ V k e l P  y ^  = d°3 tÍP°S estruc-
turados de datos que cumplen la propiedad (x) de la definición ante
rior. £  y ^  son débilmente equivalentes, /v siiexisten dos
funciones parciales^ y ^  :

V “r
y dos homomorfismos, VK y finitamente caracterizables:
V p  K  (aEo) _________> K  (AE°) V 2= X(aes) ________.> H (aEo)
que verifican:
1) Vk<KVp[ 1$ pí m(k) => lÍ-,(k,p) = V,i(l€ (k,p)) A  ir (k,p) =
= fr2(l*(k,p)jj

2) 3 e iG ¿T y<E,E'>€^(Ei,E5,{I<!kJk^K, K) E es directamente repre
sentable en E'mediante < V  y E'es directamente representable
en E mediante (Y »Y )

3) 3Eíí€'V'<E,E‘>ííR(E0,EÍ,<HkVk<K,<H¿fktK) E es directamente repre-
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sen-table en E '  mediante y  E 'e s  d irectam ente  r e p r e s e n t a b le

en E mediante 

Teorema

es una r e la c i ó n  de e q u iv a le n c ia .

Antes de dem ostrar e l  teorema se van a v e r  unos lem as:

Lema

Sean E^, E^ y  E^ t r e s  e s t r u c t u r a s  de d ato s  t a l e s  que E^ es d i 

rectam ente r e p r e s e n t a b le  en E^ mediante y  E^ es d irectam ente

r e p r e s e n t a b le  en E^ mediante ( ) »  entonces E^ es directam ente  

r e p r e s e n t a b le  en E^ mediante ( V i - W  

Demostración

l )  V i t D ^ 1 l£ ( i )  e s t a  d e f i n i d o ^  ^ ( i )  e s t a  d e f in id o  y  i )  )

e s t á  d e f i n i d o r  0 % 0 ^ ( 1 ) = 0 ^ ( i )

2 ) V  x < H D( A E l ) Y j t x )  e s t á  d e f i n i d o t ^ ^ C x J í ^ ^ A 152) ^  e s -

t á  d e f i n i d o .  P o r  o t r a  p a r t e : V ^ ( a (  2 , x )  ) = a (  2 , ' ( ' ^ ( x ) ) ' ( a ( 2 , Y - ^ * ) ) ) =

a ( 2 ,'K2Y 1 ( x ) ) ^  ' f 2vf i ( a ( 2 , x ) ) = a ( 2 , t ' 2 vf 1 ( x ) )  j y  ^ 1 ( a ( l , x ) ) = a ( l , ' K ]L( x ) )

A  ^ 2 ( a ( l , H /1 ( x ) ) ) = a ( l , V ' 2 y i ( x ) )  ^2 'e[ ( a ( l , x ) ) = a ( l , ' P 2 V/1 ( x ) ) .  A d e m a s :
E i E? J h
x ~ y x( x ) " V 2Hi (x)‘

Lema

Sean E ,  E '  y  E~  t r e s  e s t r u c t u r a s  de d ato s  y  sean  ̂M V , „
K  1 K c  iv  xC rC £  xv

y  <M~V t r e s  f a m i l i a s  de m o d if ic a c io n e s  sobre  lo s  t i p o s  g e n e r a l i z a -
K  iCC K

dos de l a s  t r e s  e s t r u c t u r a s ,  re sp e c t iv a m e n te  y  t a l  que cumplen l a  

propiedad (x)  dos a dos . Entonces se  v e r i f i c a :

? ( ¡ >E ' ’ n ' k . A W  = ^ E l ( E í > / 3 El- [ < E l , E ' ^ ( E , E ' , < ty k t K ,

Lema

Sean E^, E2 , E^ y  E^ cu a tro  e s t r u c t u r a s  de datos  t a l e s  que Je Î = 

|E^| y  JE 2 1= |E^1 y  sean y  ^os ^am^ * a s  c o d i f i c a —
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ciones sobre )Ê | y \E^l, respectivamente, que cumplen la propiedad

<“>■ ^ t0nCeS< E3’V <<í?(El’E2,'!V l c <K’<,̂ keK),Í><f:?(E3-B4’'íV l c <K>
^ U k < ñ ( ! l'í2'lV 1c « A t1,K>'

La demostración de estos dos lemas es sencilla aunque algo engo
rrosa. Para la demostración del primero bastará ver, por inducción, 
que para todo n, ft = \<\^[>/ 3ü~ [<^,12'> *

ft »<E>E' A
Para la demostración del segundo lema, bastará ver, también por 
inducción, que si <E^, V ‘ftm(El>E2 ^ V k « K ’<M¿VktK)' ent0n0eS 
para todo n ‘R„(»j.«4.<Vlca*<"l?Wc)C ^ n«|(*I-12*<\ W ' <,í W ) -  
Demostración del teorema

La demostración de la reflexividad y de la simetria son trivia
les, bastará por tanto con demostrar la transitividad.

Sean Z .  C ( y \ k  K>. \  k K> 7 f - Z ^ f  \  R K>
tales que a  €  se va a ver que ■£"̂  para ello se demos
trará solo la segunda condición de la definición de ~  , ya que la pri
mera es trivial y la tercera es similar a la segunda.

Por ser £" y í T ^ i T  existen E'C €  y E'k íTy ^  ̂ 2t ^,^1 9
y2*yi y \  t a l e s  <iu e V<e , e  A o > i k t K’ E e s  d ir e c ta i n e n -

te representable en E'mediante ( ̂ , Y^ ) y es directamente represen
table en E mediante Ademas V<E¿E~;>€f?(E' fE^^ r̂ V k€K>^ ^ k<K)
E'es directamente representable en E~ mediante (^ ,¥ ) y E~ es direc
tamente representable en E' mediante (V ).

, 4 4 r\Por pertenecer E' a £  existirá una E~ tal que ^'jE^cinE^E^»

<Bk W ' <Hk W -  Vam0S a  VSr qUG V < E ’ E '> ‘ f t (E o>E 2>< V k t K ’ -<Hk fk *K )
E es directamente representable en E~ mediante y E* es
directamente representable en E mediante (l? V, V ). En efecto, de^  2 4’ 2t4
acuerdo con el segundo lema <>E,E~>tnÍE^E^M^ ,4 ^
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*  3E'f<EtE->^(Eo>«í(SMk5ktK,-tM¿íktK) A <E;E*><ft(EÍ,E't1M¿}k<Kl 
W l  )], pero de acuerdo con el tercer lema, también se tiene que 
<E',E~>« a (E',E~, y de acuerdo con el primer lema
se tiene que E es directamente representadle en E~ mediante

y E" es directamente representadle en E mediante (^2 ̂ 4*^2 ̂4 ̂ *

E.jernplo 8
Las dos definiciones del tipo estructurado de datos arra.y [l..n¡ 

de enteros, de los ejemplos 6 y 6', son dedilmente equivalentes. En 
efecto, vamos a ver que para todo par de arrays Ar y Ar'tales que 
<Ar,Ar'>€^(Aro,Ar^,^M^ {M' )̂ , se verifica que Ar es directamente
representadle en Ar' mediante y Ar' es directamente represen
tadle en Ar mediante (^2»Y2), siendo ^  y las del ejemplo 7,

La demostración se hara por inducción sodre los conjuntos^ .n
caso 0 Ya se ha visto en el ejemplo 7 que Ar y Ar' verifican queo o
cada una es directamente representadle en la otra.
caso n+1 <Ar,Ar'>e$ . =v> 3  <Ar_ 3x,ye4? tal que Ar =-------- n+1 1 1 ‘n
= M>_(Ar^,x,y) a  Ar' = M'_(Ar',x,y). Vamos a ver que si Ar^ es di
rectamente representadle en Ar' mediante (*f ,'f._) entonces Ar lo es

1 Ar Ar'en Arí Para ello dastará ver que para todo z : f (z) = f •. , . , valor valorAr , . Ar . »•x,. . , (.z). Sea p = f (x), entonces:dirección x dirección
-z/x -=̂> fAr (z)=fAr| (z) a  f\r (z)=fArí . . (z)^Pvalor valor dirección dirección ' x

-Ar Ar'^ f Ar  ̂ . , (z)=fArJ fArí (z) => f^ (z)=fr .valor dirección valor dirección valor valor
>fAr' , ^
dirección^ Z/*Ar-z=x f Ar'

valor^2  ̂ y A  ^ d irección^Px A fAr, (p )=y ^valor x
f A r ,  u ) = f A r '  f A r '  ,x ( . ) .valor valor dirección

La misma argumentación sirve para demostrar que Ar'es directa
mente representadle en Ar mediante ( * ^).
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Lema
E~E' ^  E es directamente representadle en E' 

Demostración

mediante (id^,idj^^)

\ E E E'1) V  iíD f O^s 0^ Jen virtud de la propiedad l) de la equivalenciau i i J
de estructuras de datos.

2) Vx* ((AiJ) se verifica que Y(x)=x está definido, siendo ftaE(2,x)) 

= a^( 2, x) = aE (2,Y(x)) y Y(aE(l,x)) = aE(l,x) = aE(l,Y(x)), de

bido a que E y E' tienen los mismos conjuntos de indices I y J. Ade-
Emas f = f^ por las propiedades 2) y 3) de la definición de la re- x x

lación de equivalencia entre estructuras de datos.

Proposición

€T s ¿T* =» ¿T ^  ¿T *
Demostración

Sean ^  = * 2 - %  y \  = \  - i->^(A). La condición l) de 
la definición de es trivial. Veamos la condición 2):

■ y  |
Sea. S't t  tal que E SE" (de acuerdo con la definición de equivalen- o o o
cia entre tipos estructurados existe tal E~) vamos a vei; por inducción,

que V < E , E > € n ( E .E^.JM, V, rr) se verifica que E SEÍ con lo7 o o k*k«K k kcK
que de acuerdo con el Lema anterior se habría demostrado lo que se

pretendía. En efecto:
-E = E" por hipótesis o o
-^E,E'>€£^^ "3 <E^,E'>t (E^= E' por hipótesis de inducción)

3 w  3 °1s01(k ,i) - •  3°u,(ic)£0iOc,m(k)) l B ‘
A E '=  H * ,( E ' , ° 1 , . . . . f OB(k ) )3 *

La condición 3) se demostraría en forma análoga.

,. •., o _ , ^ )m(k)

Proposición

Sean Z = Zy
turados débilmente equivalentes.

dos bipos estruc-o k*k*K
Entonces existe i£ = ^ (E I I   ̂ )o le k€K



9

tal que \e '|= |e J  a  t~ Z\3̂,  V ^ ' . E ^ W e ' . E ; , ^ ^ ,
E~ es directamente representable en E'mediante y

E' es directamente representable en E~ mediante j'fg) •

NOTA Como consecuencia de esta proposición, en lo que sigue cuando 
se consideren tipos estructurados débilmente equivalentes, se supon
drá, sin pérdida de generalidad, que la construcción de ̂  se hace a 
partir de las estructuras iniciales de cada tipo.

La equivalencia débil nos permite, por tanto, considerar simila
res tipos estructurados cuyos tipos generalizados subyacentes sean 
distintos, pero que de alguna forma (se obtienen resultados iguales 
con operaciones similares ) definen un mismo tipo de datos. Esta 
relación permite por tanto abstraerse de los detalles mas subjetivos 
de una definición, es decir, de las funciones escondidas y de los ob
jetos que no son datos ó que aun siendo datos hayan sido incorpora
dos a la definición de manera mas o menos arbitraria. En este senti
do, las clases de equivalencia débil de tipos estructurados captura- 
ríanle una forma muy constructiva, el concepto de tipo abstracto de 
datos, tal como se presenta en ADJ, Guttag, Zilles etc.

Supóngase ahora que se tienen dos definiciones de un mismo ti
po de datos, i.e. dos definiciones de tipos estructurados de datos 
débilmente equivalentes, parece conveniente dar algún criterio de 
decisión sobre cual de las dos definiciones es ''mejor", cual utiliza 
menos elementos arbitrarios, por ejemplo funciones escondidas, ya que 
una definición sería mejor, en este sentido , debido a que una imple- 
mentación del tipo estructurado necesitaría tener en cuenta menos 
elementos. Naturalmente la calificación de "mejor" es puramente for
mal, ya que cuestionar cual de las dos definiciones es mejor real
mente implicaría entrar en consideraciones filosóficas entre las que



10

estaría probablemente la de decidir cual es mas comprensible. 

Definición
Sean £  y £  dos tipos estructurados de datos débilmente equiva

lentes. €  es una especificación mejor que ' , ¿T "4 , sit
existen funciones totales:

_> V id  5 t . of_
r'

-> * ( i )

tales que t  es inyectiva, Y  es un homomorfismo inyectivo finitamen
te caracterizable, V itD es la identidad y V i*I-D es inyec
tiva y tal que verifican:
1) - aC (l,YU)) Af(a«(2,j)) - a*( 2,f( ó))J.
2) VktKVpflí p m(k)=$ ̂ (l^Ckjp)) = l^(k,p)].
3) V<E,E>€<R ( E ^ , E ^ ^ M j ^ k^K,^Mjjk€K) [ ^ D V o € O iVx€K(j) o es al-

canzable en E a través del camino x sii o es alcanzable en E'
a través del camino V(x) A Vi ,i Cd V o c O. y  o «0. V x ^K(J)1 2  1 ij 2 i 2
o, es alcanzable en E desde o^ a través del camino x sii o es 1 2  1
alcanzable en E' desde a través del camino V(x)].

Proposición
es un preorden.

Proposición 

biyecciones.
las ^ y V  de la definición son

Es decir que si se considera un conjunto T de tipos estructurad- 
dos débilmente equivalentes, la relación puede ser considerada 
casi un orden parcial sobre las clases de equivalencia de 5 de T.
(El "casi" quiere decir que es un orden parcial salvo biyección en 
los conjuntos de indices).

M ?JIP.10 1

La especificación del tipo estructurado Array£l..nJ de enteros
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del ejemplo 6 es mejor que la del ejemplo 6'. En efecto, tomando como
3 la identidad en ¿ y  como y Y las funciones r, y Y , delenteros 1 1
ejemplo 7> se tiene que se cumplen todas las condiciones de la defi
nición de *í.

Sería fácil comprobar caso por caso que la definición de la re
lación ^ caracteriza la idea del ahorro en los elementos superfluos 
de una especificación. Bastaría ir viendo,sucesivamente, que caracte
riza el exceso de funciones escondidas, de conjuntos de objetos que 
no son datos, el excesivo tamaño de dichos conjuntos, etc.

Definición
Un tipo estructurado HT es minimal con respecto a ^  sii
VtT'
Teorema
Existen tipo3 2 ”̂ y ¿f* débilmente equivalentes, minimales 

e incomparables con respecto a ^  .

Demostración

Basta demostrar que dos especificaciones del tipo "cola de dos 
extremos (deque) de enteros", tina de las cuales tiene una función 
de sucesión escondida dirigida del primer elemento al último, y te
niendo la otra la función de sucesión invertida, es decir dirigida 
del último elemento al primero, son minimales e incomparables.

Este resultado puede considerarse en cierta medida desesperan- 
zador, ya que nos demuestra la inexistencia de la mejor definición, 
lo idoneo seria demostrar la existencia y unicidad (salvo isomorfía) 
de especificaciones mínimas que servirían, de alguna forma para rea
lizar implementaciores mínimas. Sin embargo, el resultado parece 
normal, ya que la necesidad de incluir en las especificaciones ele-



raentos arbitrarios permite precisa-mente que la posibilidad de elec
ción entre estos elementos sea grande, dando lugar, cada una de las 
posibles opciones, a distintas especificaciones minimales.

4. Conclusiones

Se ha presentado un nuevo método para la especificación de ti
pos de datos. El método parece ser superior a los otros modelos cons
tructivos existentes en el sentido de que comparte todas sus ventajas, 
constructibilidad, comprensibilidad y quizas el bajo nivel de abstrac
ción (el bajo nivel de abstracción es simultaneamente una ventaja y 
un inconveniente), pero sin embargo no comparte todos sus inconve
nientes, en particular, la sujeción a un modelo de definición pre
vio (como pueden ser los grafos ó las listas) lo que permite mayor 
libertad y por tanto mayor facilidad para establecer las especifica
ciones.

Con respecto a las especificaciones axiomáticas (algebráicas), 
el nuevo método comparte las ventajas e inconvenientes do otros mé
todos constructivos, es decir las especificaciones las especifica
ciones son mas sencillas de establecer pero mas complicadas de uti
lizar en verificaciones y demás.

La proximidad teórica del nuevo modelo con las teorías alge
bráicas de tipos de datos proporciona xana nueva ventaja con res
pecto al resto de los métodos constructivos. En efecto, como se se
ñaló en la introducción, la presentación de este trabajo es bastan
te algebráica, no es pues difícil llegar a una algebraización com
pleta, es decir a la definición de tipos de datos como álgebras ó
como categorías de álgebras, con lo que una especificación
realizada de acuerdo con el nuevo metodo constituirá un magnifico
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modelo para la construcción y verificación de una especificación 
axiomática £  , pues para verificar "bastará comprobar que 
es inicial en la categoria de álgebras que verifican ^  , lo cual 
puede ser engorroso pero nunca complicado.

El nuevo método es ademas especialmente adecuado (con ligeras 
modificaciones) para la definición de la semántica (denotacional) 
de lenguajes de programación que incorporan tipos estructurados de 
datos.
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