Una especificacibén formal de tipos estructurados de datos
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3. Eguivalencia debil de tipos estructurados de datos

En la primera parte de este trabajo se dié una definicibén for-
mal del tipo estructurado array 1..n] de enteros. A continuacién
se veréd otra definicibén del mismo tipo estructurado, andloga a la
que usualmente se utiliza al establecer la semantica (denotacional)
standard de los lenguages de programacién gue incorporan este tipo
estructurado.

Ejemplo 6°:

El tipo estructurado de datos array [1..rﬂ de enteros puede
ser formalmente definido como el tipo £(Ar s {1 ‘), siendo Ar’
la estructura de datos:

Ar’ =
% ({Oenteros’ Oposiciones b {fdireccién’ fvalor})
D = {enteros}, A = {direccibn, valorf

oen'l;eros= oposiciones i fpo’ Dyy evee g B "'}
fdirecciénz oenteros —_— oposiciones
fd.:i.recc:i.6n(a') = $Rasfisido Va‘oenteros
f t 0
valor posiciones —-v——> 0en'l;eros

= 0
valor( P) Laterinido ME posiciones

Yy siendo M;_ la modificacibn:
M: @ Ar’ 0 %
t= l {x enteros - Oenteros ]Ar I

La estructura M? (Ar, a, b) seria, 1ntu1tivamente, la que se
obtendria despues de o realizar la operacibén Ar[a]-= b3 es decir:

H;S(Ar,a,b) = indef. si a»n 6 a<ll
en otro caso M:_(Ar,a,b) serd una nueva estructura, Ar‘, cuyas funcio-

nes de acceso estardn definidas de la siguiente forma:




fAr
direccibn
una posicibén tal que \/Eeo

Ar .

(a), si fdireccign(a) est4 definida, sino sea p,

sea
pa

enteros direccién(c) # Pye RS IUOREE

Ar

Ar* direcczén( °) §# c#a
: a0, (€) =
direccibn
P si c=a
a
Ar” (5) = valor(p) = p#pa
valor '~/
b si a4

Es evidente que tanto la especificacibén del ejemplo 6 como la
del 6° definen, desde un punto de vista intuitivo, el mismo tipo es-
tructurado. Serd pues necesario establecer alguna clase de relacibn
de equivalencia entre tipos estructurados de datos, mas amplia que
la ya estudiada, capaz de considerar idénticos tipos estructurados
que, aun estando contenidos en tipos generaligzados diferentes, de-
finan de alguna forma operaciones de acceso y de modificacién si-
milares.

Notacién: Sea J un conjunto de indices de funciones y sea
xe}((J), x = Jl...J , se denotari por f a f ....f y por a(l,x)
y a(2,x) a a(l,jn) ¥ a(2,31) respectlvamente. ‘n

Definicibén

Dados dos conjuntos de indices J,  y J_., una funcibén parcial

V: L((J ) >H(J ) es un homomorfismo sii Vx,ysH(J ) si W(x)

v Wy) estan definidos y xye)((J ) entonces Y(xy) esté definido y
Y(xy) = ¥(x)¥y).

Se denomina nucleo de ?’al conjunto?

{ xeDom(¥)/ no( Jy,zedom('y) [yz::ﬂ) } *

Se dice que es finitamente caracterizable si su nucleo es fi-
nito.

Definicibén

S E = 0 ‘=

oan B = ({04, g d¥5bics) T B (0L fy g ponteybye ) dos
estructuras de datos, sea ‘e D ,D una funcion parcial
¥y sea Y:)(A ) 5 H(A ) un homomorfismo finitamente caracte-
rizable, se dice que (¥,¥) es una representacién directa de E en E*

siit 1) VicDE[‘e(i) esta definido =} 0, = o“i)J




SRR B i i i [ Gl e A e v il e -

2) ch){ (A ) se verifica que W(x) est& definido A "((a.(2,t))=
E E°

= a(2,Y(x) A Yl(a(1,x) = a(1,¥(x) A £ = Y( )
Ejemplo T

| Sean Ar ¥ Ar’ las estructuras iniciales de los tipos estructu-

rados definidos en los ejemplos 6 y 6° respectivamente, y sean (e ¥y
‘f dos funciones parciales:

P, "o ol o b, *%o St
Q (enteros) = enteros ?z(enteros) = enteros
y sean \P ¥y W dos homomorfismos finitamente caracterizables:
L A H(AAr 5 il (10)
Vs Ko , H('o)

definidos en su nucleo:
\Yl(valor) = valor*direccion
Yz(valor-direccién) = valor
Entonces se verifica que Aro es directamente representable en
Ar; mediante (?1,\?) y Ar; es directamente representable en Ar me-

diante (?2,‘{') Enefecto'

A Ar'

¥ o =

) 0 enteros Z y h(enteros) enteros Z

2) xe€ HD(AQro) = x = valors ..... svalor. Por tanto bastard ver que
para x = valor se cumple la condicibn, esto es:

-‘fl(a.(l,valor)) = fl(enteros) = enteros = a(l,valor-direccién) =

a(l,‘f’l(valor) e

—rl(a.(z,valor)) = rl(enteros) = enteros = a(2,valorsdireccién) =
a(Z,Vl(valor)). » ’
Avobtoenteros vafor (8] = dngstiaida - ft:gor gzgeocién(b) .
‘{l (valor)( ).

Analogamente se verfia para (?2,\(2) .

Es decir, se podrén considerar equivalentes todo par de estructu-




ras que verifiquen que cada una es directamente representable en la
otra.
Definicibn
Sean E y E“d s .
ean B y os estructuras de datos y sean “’kikcx v {Mk}keK
dos conjuntos de modificaciones sobre los tipos generalizados de E
y de Ej respectivamente, que verifican que: Y keK [mb (k) = . (x)
B j0he
Vp [1$P$m(k) > Ol(k s 01(k p)]] (%). Se defing entonces, el
’ ’
conjunto @(E’m’“ﬂ}c}keK’{h’k’kﬁx) como:
S 2o o i oo .
R @z hebier cticer) K‘ﬁ’m ”n(E’D’“H(*kGK'{Mk}kGK)
siendo¢
QO(E,E"”}JKGK’ ‘Mktk(K) ’={<E1E )}
R (BB A0 b oo diihy o) = {<E,ED /3<E3’E47‘(Rngk°xa°1‘°1(k,1)

S aiere gom(k)ﬁol(k,m(k))[El = MK(E3’°1’ eee yOm(k)) A E2=%<(E3’°1""’°m(k))1f

Definicibn

Sean € = E(Eo,l,Mk‘,keK) v Z; Z(E:”{Mﬁkex) dos tipos estruc-

turados de datos que cumplen la - propiedad (%) de la definicibn ante-
rior. £ y € son debilmente equivalentes, & ~ &', siiexisten dos
funciones parciales ((’1 v ‘eaz

. ~Bo ES Ed Eo
9('1. D o D ‘¢,: D s B
y dos homomorfismos, Wl v ¥, finitamente caracterizables:

Woallete W) W R K™
que verifican:
1) VikekVp[ 18psm(k) = lz'(k,p)=?1(1€(k,p)) A lr(k,p) =
- £,0%(x,m))]
2) I ¢ EV<E’E’>m(E1’E6’{Mk$k(K’{rﬁ;}kex) E es directamente repre-
sentable en E’mediante (\(1,Y1) ¥y E’es directamente representable
en E mediante (‘(2,‘?2)
3) JEiGZ‘v(E,Ese(R(EO,Ei,(l-lk}kel(,{hié}kﬂ() E es directamente repre-




sentable en E° mediante (‘{ ,\Y) y L%es directamente represcntable
en E mediante (‘fz,Wz).

Teorema

~ es una relacién de ecuivalencia.

Antes de demostrar el teorema se van a ver unos lemas:

Lema

Sean El’ E ¥y E3 tres estructuras de datos tales que E. es di-

1
mediante (Yl,‘l’l) ¥y B, es directamente

2

rectamente representable en E2

representable en E3 mediante (\92,\}’2), entonces El es directamente

mediante ( ?2 e \yzxvl)

representable en E

3

Demostracién

1) Vu.D 1y ‘( (i) esta defnudo:} ? (i) esta definido y ? (? (1))
E

ﬁ(i) Qz‘el(l)

)V ngD(AEl) \l’l(x) estéd definidoﬁYl(x)GHD(AEz) A YZ%(x) es—
t4 definido. Por otra parte:?l(a(z,x))=a(2,Y1(x))-4 ?z(a(Z,Yl(x))ﬁ:
a(2, V¥ (=)= ‘(’ ) 1(a(2,x))=a(2, ¥ (x)) 5 ¥ ’(1(*1(1,X))=a(1,‘|’1(x))

nY (a(l ‘Y(x)))—a(l, Y (x) =2 £, (a(1,x))=a(1,¥, ¥, (x)) . Ademas:
El E

fw f\vzwl(x) *

Lema

Hq
estd definido = Oi

Sean E, E° y E” tres estructuras de datos y sean {hac»kﬂ(’ M’ *kc.K

Yy “%c}kel( tres familias de modificaciones sobre los tipos generaliza-

dos de las tres estructuras, respectivamente y tal que cumplen la

propiedad (%) dos a dos. Entonces se verifica:
REE Y o Vit ) =4<E, 875/ TB7 [<B,mmneR(E, 500, o)
AMTh o) A KEDEDYER(ESE Q1) 00y O]
Lemea
y B

Sean El’ E ¥y E, cuatro estructuras de datos tales que lT:}ll =

AR 4
E E = E J -, 3 s 3 :
| 3| | o1=1 4I ¥y sean ‘Mk‘kﬁK ¥ mk‘keK dos familias de modifica-



ciones sobre IElly \E_|, respectivamente, que cumplen la propiedad

2
(%). Entonces ¢ E3,E4)€?(E1,E2, {Mk‘(k‘x,(l-il’cfk“) %G(E:;’Eq,’“’k’kuc’

Wb B (@B Wby gl )

La demostracién de estos dos lemas es sencilla aunque algo engo-
rrosa. Para la demostracibén del primero bastaréd ver, por induccibn,
que para todo n, ﬂn(E,E',M'lk"k‘K,{I-[l;tk‘K) =4<E B>/ 357 [¢E 57 >e
ﬂ n(E’E"’*Mkfch’ml:}kex) b <E;’Ei>‘g(E~’E"“Il:tkﬁK'“H'c‘keKm‘

Para la demostracién del segundo lema, bastars ver, tambien por

m(El’Ez’{N&JkeK’ ﬂ%‘(}kgK)' entonces
para ‘todo n @n(E3’E4’<“k"kex’4“Hz’keK)cﬂmm(El’Ez'{”k"kgx'{"'ﬁnx)-

Demostracibn del teorema

inducecibén, que si <E3,E4>G@

La demostracibén de la reflexividad y de la simetria son trivia-
les, bastari por tanto con demostrar la transitividad.
’ '
= 0 1 = ,' £ = g
sean € Zl:(no,' Ay gy E=E@,w. )y T-&EH N )
vales que €~ & A€ ~L'se va a ver que € ~ &% para ello se demos—
traré solo la segunda condicién de la definicién de ™~ , ya que la pri-
mera es trivial y la tercera es similar a la segunda.
¢ L] ! o
Por ser E~ € y &'~ existen Eie €y Ei’g Ty ?1, 1'2,?3, ?4,‘(1,
VZ,Y/} h 4 Y4 tales que V(E,E)QIR(EO,EI,{Mk';k‘K,{Hk}k‘K) E es directamen-
te representable en E’mediante (‘91,‘?1) ¥y B” es directamente represen-
table en E mediante (?2,\}’2). Ademas WE;E )e@(Eo,El,{Mk}k(K,{Mk}k‘K)
li’es directamente representable en E~ mediante (\03,1'3) y E~ es direc—
tamente representable en E° mediante (?4,‘?4).
Por pertenecer Ei a € 'existirs una Eé’ tal que (Ei,Eé’)e(B(E;,Eg,
*'k"ksxc"mk?kex)' Vamos a ver que V(E,E“)g(R(Eo,re:z,{ngkdc,&rak -
I es directamente representable en E” mediante (Q3‘(1,Y3P1) y E* es

directamente representable en E mediante (PQY ,Yz‘{’4). En efecto, de

acuerdo con el segundo lema «E,E"x(R(EO,Eé",{Mk\keK,{Ml:(k‘K) =




> Jw- (<&, E>C9(E ’El"mk‘kclc’*mk‘k@x) A <EJE n@(El’E ’“Ik’kd(’
SMk thK)]’ pero de acuerdo con el tercer lema, tambien se tiene que
» 1;\~ ~ 1
<&, )‘qR( s B "Mk}ch"Mk keK) y de acuerdo con el primer lema
se tiene que E es directamente representable en E” mediante ((’ P

‘{’B‘PI) y E~ es directamente representable en & mediante (e ?4,‘? ((-1'1

Ejemplo 8
Las dos definiciones del tipo estructurado de datos array [1..n]

de enteros, de los ejemplos 6 y 6°, son debilmente equivalentes. En

efecto, vamos a ver que para todo par de arrays Ar y Ar“tales que

Qr,Ar)G@(Aro,Ar;,'{M::}, (M;J,), se verifica que Ar es directamente

representable en Ar® mediante ('? ,Y) ¥y Ar”® es directamente represen-

table en Ar mediante (? ,‘I’ ), siendo 'f , ? v Y las del ejemplo 7.
La demostracidén se hara por inducclén sobre los con,)untos(R

cagso 0 Ya se ha visto en el ejemplo 7T que Aro y Aro verifican que

cada una es directamente representable en la otra.

caso n4l (Ar,Ar')gﬁn‘d = H(Arl,Ari>€?n gx,yez tal que Ar =

= M==(Arl,x,y) A Ar°® = M;g(Ari,x,y). Vamos a ver que si Ar_  es di-

1
rectamente representable en Ari mediante (‘(’1,\\') entonces Ar lo es
Ars | $
en Ar Para ello bastard ver que para todo z valor( z) = valor
T (z). Sea AT (x), entonces:
direccién'?’/" ¥ Py direccién'” '’ it
= 1 Ar Arl
z;lx = valor(z) fvalor(z) 4 1’d.:Lrec.c:l.Gn( z)= d1reccién(z)’!px
Aps CApE Ar{ _ArJ
valor direccién( z)_fva.lor d1recc16n( 2) T alor( z)=1f valor
Ar”
of Ve
d1reco:.6n( zA
-Z=X f = =
¥ » valor(z) e fdlreco:.én(z) px A valor(p )=y w
Ar Ar” Ar’
f = -
valor(z) fvalor direccién(z)

La misma argumentacién sirve para demostrar que Ar‘es directa-

mente representable en Ar mediante (?Z,Ya).




Lema
ESE” = [ es directamente representable en E’ mediante (idD’ide(A))
Demostracién
1) VisDE [0?: Of’Jen virtud de la propiedad 1) de la equivalencia
de estructuras de datos.
2) Vxel-e (A ) se verifica que Y(x)=x estd deflnido, siendo ‘f(a (2,x))
=a (2.x) - 2(2,¥(x) ¥ Pa°(1,x)) = a(1,%) = a"(1,¥(x)), de-
bido a que E y E® tienen los mismes conjuntos de indices I y J. Ade-

5
mas fi = fx por las propiedades 2) y 3) de la definicién de la re-

lacién de equivalencia entre estructuras de datos.

Proposicibn
’
Tel' =~
Demostracibn
Sean ‘Ql =%, =id) ¥ Yl =Y, - 1dK°(A). La condicién 1) de
la definicién de A es trivial. Veamos la condicién 2):
Sea E;'Q C'tal que Eo‘_-"?‘; (de acuerdo con la definicién de equivalen—
cia entre tipos estructurados existe tal E;’) vamos a vey por induccién,
thiona T s =5’
que YV <E,E xg(“o’no’“lk\ch’{“k}ch) se verifica que E =E; con lo
que de acuerdo con el Lema anterior se habria demostrado lo que se
pretendia. En efecto:
_E =B~ 3 .
o‘Do por hipétesis
—<T. B B B’ =B . i s
<5, B >c§“_1=b J<¢e l,E >e€ (E B;  por hipétesis de induccién)
3 x<x ) =
k€K Joy 1(x,1) Bom(k) 1(k,m(k)) (= Iﬁc (B 50y500050, (4y)
A B'= cade .
uk (}1.1,01, ,0 (k))] = E3E’

La condicibn 3) se demostrarfa en forma aniloga.

Proposicién
'
Sean € = Z(Eo"mk"kel() y €= E(E;’(hH'c}kﬂ{) dos tipos estruc-

L]
turados debilmente equivalentes. Lntonces existe - z(Eg,{le‘l

keK)




v
tal que |E7l=1E|A T~ E A, ¥,y 0, Y, VESENR(ELE LY, o
‘Mkiktx) E* es directamente representable en E’mediante (Yl"&) ¥

E’ es directamente representable en E* mediante (?2,%5)

NOTA Como consecuencia de esta proposicién, en lo que sigue cuando
se consideren tipos estructurados debilmente equivalentes, se supon-
drd, sin pérdida de generalidad, que la construccién de ?? se hace a

partir de las estructuras iniciales de cada tipo.

La equivalencia debil nos permite, por tanto, considerar simila-
res tipos estructurados cuyos tipos generalizados subyacentes sean
distintos, pero que de alguna forme (se obtienen resultados igucles
con operacionés’ similares ..) definen un mismo tipo de datos. Esta
relacién permite por tanto abstraerse de los detalles mas subjetivos
de una definicién, es decir, de las funciones escondidas y de los ob-
jetos que no son datos 6 que aun siendo datos hayan sido incorpora-—
dos a la definicibén de manera mas o menos arbitraria. En este senti-
do, las clases de equivalencia debil de tipos estructurados captura-
rfan,de una forma muy constructiva, el concepto de tipo abstracto de

datos, tal como se presenta en ADJ, Guttag, Zilles etc.

Supongase ahora que se tienen dos definiciones de un mismo ti-
po de datos, i.e. dos definiciones de tipos estructurados de datos
debilmente equivalentes, parece conveniente dar algun criterio de
decisibn sobre cual de las dos definiciones es "mejor", cual utiliza
menos elementos arbitrarios, por ejemplo funciones escondidas, ya que
una definicién serfa mejor, en este sentido , debido a que una imple-
mentacidén del tipo estructurado necesitaria tener en cuenta menos
elementos. Naturalmente la calificacién de "mejor" es puramente for-
mal, ya que cuestionar cual de las dos definiciones es mejor real-

mente implicarfa entrar en consideraciones filos6ficas entre las que
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estarfa probablemente la de decidir cual es mas comprensible.

Definicién

Sean € y€' dos tipos estructurados d= datos debilmente equiva-
lentes. € es una especificacibn mejor gue <’ ~ < 4 { ; , sii
existen funciones 'totales.

S 1<___ : Y P((Jz) ____7}{(.1 ), Viex S - 0 Faliey =4 Q(i)

tales que t es inyectiva, Y es un homomorfismo inyectivo finitamen-
te caracterizable, Yied 51 es la identidad y YieI-D 51 es inyec-
tiva y tal que verifioan.
1) Ve ®a5(1,3) = (1LY %2, ) = ¥(2,%3)].
2) Viek Vp[1sps m(k)z‘((l (kyp)) = (e, )]
. z' T
3) V(E,‘“ >€(R(E JB ,{I-lktk K"M }ksK)[VlﬁDVoeo VxeH{J) o es al-
canzable en E a traves del camino x sii o es alcanzable en E”
a traves del camino W(x) A V11,12GDV01Q0i1V0250i2 YxeMU(3)
o, es alcanzable en E desde o_, a traves del camino x sii o_ es

1 | 2
alcanzable en E° desde 02 a través del camino Y(x)].

Proposicién

4, es un preorden.

Proposicibn
E’A E. A E'A Z = las Q y Y de la definicién son

biyecciones.

Es decir que si se considera un conjunto T de tipos estructura-
dos debilmente eguivalentes, la relacién 4 puede ser considerada
casi un orden parcial spbre las clases de equivalencia de = de T.
(E1 "casi" quiere decir que es un orden parcial salvo biyeccién en
los conjuntos de indices).

Ejemplo 9
La especificacién del tipo estructurado Array[l..r] de enteros




del ejemplo 6 es mejor que la del ejemplo 6°. En efecto, tomando como

3en‘l:eros
ejemplo 7, se tiene gue se cumplen todas las condiciones de la defi-

la identidad eny como @ y ¥ 1as funciones ?1 v 'f'l del

nicién de {.

Seria facil comprobar caso por caso que la definicién de la re-
lacién £ caracteriza la idea del ahorro en los elementos superfluos
de una especificacién. Bastarfa ir viendo,sucesivamente, que caracte-
riza el exceso de funciones escondidas, de conjuntos de objetos que

no son datos, el excesivo tamaiio de dichos conjuntos, etc.

Definicibn

Un tipo estructurado Z es minimal con respecto a A sii

ve' &'4€ DECAL’

Teorema
Existen tipos E-l y {2 debilmente eguivalentes, minimales

e incomparables con respecto a <.
Demostracién

Basta demostrar que dos especificaciones del tipo "cola de dos
extremos (deque) de enteros", una de las cuales tiene una funcién
de sucesibn escondida dirigida del primer elemento al filtimo, y te-
niendo la otra la funcién de sucesién invertida, es decir dirigida

del iltimo elemento al primero, son minimeles e incomparables.

Este resultado puede considerarse en cierta medida desesperan-
zador, ya que nos demuestra la inexistencia de la mejor definicién,
lo idoneo seria demostrar la existencia y unicidad (salvo isomorfia)
de especificaciones minimas que servirfan, de alguna forma para rea-—
lizar implementaciones mfnimas. Sin embargo, el resultado parece

normal, ya que la necesidad de incluir en las especificaciones ele-

11




mentos arbitrarios permite precisamente gque la posibilidad de elec-
cibén entre estos elementos sea grande, dando lugar, cada una de las

posibles opciones, a distintas especificaciones minimales.

4. Conclusiones

Se he presentado un nuevo método para la especificacibn de ti-
pos de datos. El método parece ser superior a los otros modelos cons-
tructivos existentes en el sentido de que comparte todas sus ventajas,
constructibilidad, comprensibilidad y quizas el bajo nivel de abstrac-
cibn (el bajo nivel de abstraccibn es simultaneamente una ventaja y
un inconveniente), pero sin embargo no comparte todos sus inconve-
nientes, en particular, la sujecién a un modelo de definicién pre-
vio (como pueden ser los grafos 6 las listas) lo ocue permite mayor
libertad y por tanto mayor facilidad para establecer las especifica-

ciones.

Con respecto a las especificaciones axiom&ticas (algebrdicas),
el nuevo mftodo comparte lezs ventajas e inconvenientes de otros mé-
todos constructivos, es decir las especificaciones las especifica-
ciones son mas sencillas de establecer pero mas complicadas de uti-

lizar en verificaciones y demés.

La proximidad tebérica del nuevo modelo con las teorfas alge-
bréicas de tipos d:= datos proporciona una nueva ventaja con res-
pecto al resto dc los métodos constructivos. En efecto, como se se-
fial6é en 1a introduccibn, la presentacibn de este trabajo es bastan-
te algebréice, no es pues dificil llegar a una algebraizacién com-
pleta, es decir a la definicibén de tipos de datos como &lgebras &
como categorias de &lgebrzs, con lo cue una especificacién (E:

rezlizada de acuerdo con el nuevo metodo constituiréd un magnffico




modelo para la construccién y verificacién de una especificacién

axiomética ﬁ: s pues para verificar ;E bastars comprobar gue E:
es inicial en la categoria de 4lgebras que verifican 25 y lo cual

puede ser engorroso pero nunca complicado.

El nuevo método es ademas especialmente adecuado (con ligeras
modificaciones) para le definicién de la seméntica (denotacional)
de lenguajes de programzcién que incorporan tipos estructurados de

datos.
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