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0. RESUMEN

Dado un grafo ordinario, el problema A & "suma de arcos" consiste en
numerar los vertices del grafo de forma que se minimice la suma de diferencias
absolutas entre los valores de los vertices.

El caso general de este problema es considerablemente dificil y por
otro lado el problema A es uno los que aparecen mads fecuentemente en las
aplicaciones practicas de la teoria de grafos.

Tiene por tanto interes resolver diferentes casos particulares de
este problema gracias a la estructura especial que posea el grafo en cuestidn,
siempre con el afdn de ir poco a poco ampliando el campo de los grafos para los
que el problema A es resoluble.

Harper ha elaborado un método de analisis del problema A en grafos
con simetrias estables, que le permite resolverlo en algunos casos (solidos
platonicos, grafos de Bruijn, ...) y nosotros hemos utilizado su método para
rejas cuadradas de n x n puntos, resolviendo.el problema para n=2, 3 y 4.

Al final del trabajo se sugieren distintas alternativas para
generalizar este estudio a rejas rectangulares, o bien a rejas cuadradas de
dimensiones superiores a n=4, que esperamos completar prdximamente.



1. DEFINICIONES BASICAS

1.1. Grafos

Sea G un grafo finito no direccionado con un conjunto V de vertices
y E de arcos. i

Sea e€cE, por 6(e) entenderemos el conjunto de vertices de e, G puede

tener bucles (en cuyo caso &(e)={v}), o arcos multiples (en cuyo caso §(eq) =§

(e2)).

1.2. Numeracién de un grafo

Una numeracidn de un grafo G es una aplicaciédn ¢:v+{1,2,...,|V|
biyectiva.

1.3. Problema de la "Suma de arcos”

Dada una numeracidn ¢ de G y un arco ecE con 6(e)={v,w}, escribiremos
B (9) =] o (v)=- ¢(w)|
y el problema “"Suma de arcos" consiste en minimizaregEAe(‘#) sobre todas las
numeraciones posibles ¢ de G.

1.4. Problema Isoperimétrico

Sea G=(V,E) un grafo, dado SsV se define
0 (s)=| {ecE | 6(e)={v,w} cumple veS y weS} |
Yy el problema isoperimétrico de orden 1 consiste en minimizar para cada 1,
osl<|v|, 6(s) sobre todos los s<v tales que |s|= 1.

1.5. Relacidn entre el problema suma de arcos y el problema

isoperimetrico (TEOREMA)

Para todas las numeraciones de G=(v,e) se cumple que
;ZEAeUb) =1§° 9(81(6)) (151)
lo cual se deduce de tener presente queega Ae(8) =e§E|8(v) - 8(w) |,

siendo 6(e)=fv,w}, y de la observacidn de que el arco e de extremos v y w
tales que ©(v) <®w), contribuye con el valor 6(w)-8(v)>o a la parte izquierda
de (151) y con +1 a cada uno de los sumandos de IO tales que 8(v)<l<p(w).

1.6. Corolario

Si podemos encontrar una familia de conjuntos $=S,ci5 Sy «eec S|v|
=v, tales que |S]_|-1, Yy S1 es una solucién del problema isoperimétrico de
orden 1, entonces la numeracidn definida por

¢ (v) = 1 sii ve S,- Is1< |v|
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es una solucién del problema "suma de arcos"”.
Es decir, si podemos encontrar una sucesidn de conjuntos encajados

que resuelve el problema isoperimétrico en un grafo, esta sucesidn define
univocamente la solucidn del problema suma de arcos en el mismo grafo.

1.7. Grafo euclideo y reflexidn

Un grafo Euclideo es un grafo cuyos vertices son puntos de E,, espacio
euclideo n-dimensional, y cuyos arcos conectan vertices entre sl. Los arcos no
precisan ser lineas rectas y pueden cortarse entre si.

Relexidn,una reflexién en Ep es una aplicacidén lineal de Ep en Ep que conserva
un hiperlano (un subespacio de dimensidn n-1) fijo, y tal que cualguier punto
de En se refleja como en un espejo al otro lado del hiperplano dando lugar a su
imagen.

El hiperplano fijo de la reflexidén divide el espacio en dos semiespacios, y

todo arco que tenga un elemento a cada lado del hiperplano interseca el
hiperplano.

1.8. Simetria estable en un grafo

Dado un grafo euclideo G de E,, una simetria estable R(Il) de G es una
reflexidn en E, que conserva el hiperplano Il y que actua sobre G como una
aplicacidén lineal de G en G transformando vertices en vertices y arcos en arcos
por medio de reflexiones en Il tales que si G=(V,E), ecE, 6(e)= (v,w) y v,w
estdn a diferente lado de 7, entonces

R (v)=w (y por tanto R(w)=v)

Se dice que la simetria anterior es estable porque conserva estable el grafo

después de actuar.

2. ESTUDIO DE LA RELACION DE ORDEN QUE INDUCEN LAS SIMETRIAS ESTABLES EN UN
GRAFO, Y SUS PROPIEDADES CON RESPECTO AL PROBLEMA ISOPERIMETRICO Y SUMA DE
ARCOS.

2.1. Estabilizacidn de un conjunto de vertices respecto a una simetria
estable

Sei G=(V,E) un grafo euclideo con una simetria estable R(II) y un punto pe
E,, pqll
n

Dado SgV definimos estabilizacidn de S como otro subconjunto de V, STAB
R’p(S)sV, construido de la forma siguiente
Stab g,p(S)=Z v I, v I,

Z°={VES R(v)eS }



1 =ves |R(v)es y |lv-p]l < R(v)-p |}
22-{VES| R(v)es y ||v-pl <|[R(v)-p|}
donde " " denota la métrica euclidea ordinaria.

En resumen Stab(S) es otro conjunto de igual cardinalidad que S
formado sustituyendo aquellos veS tales que R(v)eS, por sus imagenes R(v), si
&éstas distan menos de p que v, es decir, si estan en el mismo lado de Il que p.

2.2. Estabilizacidn de una numeracidn respecto a una simetria estable

Sea ¢ :v > {1,2,...,|V|} una numeracién de G=(V,E),y R(II) una
simetria estable con pell-

Llamaremos estabilizacién de ¢, y la escribiremos como Stab*R,p (9),
a la numeracién ¢ *definida por

d*(v)=¢(v) sii v=R(v)
<5 ||V P‘l “ggﬂ -p|
v -

U
=
<
S
v
=
=
NN
< <

#(v) > (R(v))
Hv) < g(R(v))

es decir ¢* conserva ¢(v) y ®(R(v)) & los intercambia.

g

¢*(v)=KR(v)) sii {6 1:—pv§’|§g;:gv

2.3. Propiedades de la estabilizacidén de conjuntos y numeraciones

Para todas las numeraciones ¢:V + {1,2,444,|V| }, G=(V,E) y para todo
oslSlvl se verifica

1) 0(stab(s)) = e(s) ¥ 5,<V, |§=1
2)eEE Ae(q:”")S o:e be ()

2.4. Orden parcial estable definido por K simetrias estables de un grafo
Euclideo

Si tenemos K simetrias estables, Rg,Rqy,...,Rx_q, de un grafo G=(V,E) euclideo,
y un punto p que no pertenece a ninguno de los planos de las simetrias, podemos
definir un orden parcial sobre V de la siguiente forma

S(G,Ry,p) < VxV ; 0 d<ck-1
Se.y P, siendo [P= {(v,v) |veV }
il e el Iv-pl <be-pl LR(Mg,
o

Este orden se denomina "orden estable de & con respecto a Rj y p".

Si definimos # por #=Pq- . UlPi, # resulta ser el minimal de Py cuyo
cerramiento transitivo es auin S.

El diagrama de Hasse de S es el grafo direccionado H=(V,#).




2.5. Estabilizaciones sucesivas

Sea G=(V,E) un grafo con K simetrias estables Ri ¥y un punto p no
perteneciente a ningin hiperplano.

Dados S®V y ¢:V » { 1,2,...,|V|} cualesquiera las secuencias{T:}.
}._son constantes a partir de sendos valores Ky, K , esto es Tj=cte 1\332
jgc e VjZK'h. habiendo definido las anteriores secuencias como

To=S 'y Ts;=Stab Tj1; |S|=1, osis}v|

Yo=¢ ¥  VUj=Stad %31

v { ¢;
K, ¥

Representaremos estas constantes por T, ¢ o

2.6. Propiedades de las estabilizaciones sucesivas

1) Tw es solucidn del problema isoperimétrico de orden 1.
2) Yoes solucidén del problema suma de arcos de G.

Por tanto

1) Para resolver el problema 0gnos basta analizar sdlo aquellos S<V que sean
estables, es decir, que sean menores (*) de la relacidn de orden parcial S
definida anteriormente.

2) Para resolver el problema A nos basta analizar sdlo aquellas numeraciones¢
que sean estables, esto es, tales que S]_(¢) sea una cadena maximal de L(S), ¥
0515|V| siendo

{s%(db) ={ vev | v) <1}

L(S) = reticulo de menores de la relacidn de orden S.

3. SOLUCION DEL PROBLEMA ISOPERIMETRICO EN UN GRAFO CON SIMETRIAS ESTABLES.

Si tenemos un grafo G=(V,E) con K simetrias estables Rj, para
resolver el problema isoperimetrico de orden 1 nos bastard, segin lo visto
anteriormente, efectuar los siguientes pasos:

1.~ Construir la relacidén de orden S originada por las Rj.
Para ello basta construir el diagrama de Hasse de S.

2.- Construir todas las menores de orden 1 de S.

3.- Evaluar su 0 y extraer el menor que minimiza 0.

Sin embargo nos encontraremos con dos problemas:

a) Si el grfo tiene pocas simetrias, el cdlculo de S se hace
muy sencillo pero entonces tendremos muchos menores con lo que el
método simplifica poco el eventual backtracking que solucionaria el
problema en un grafo cualquiera.

b) Si el grafo tiene muchas simetrias, el cdlculo de S es

(*) MV es menor si VeM, Ws$v = wem ; (5) = relacidn orden




complejo pero tendremos pocas menores que investigar en compensacidn.
El punto de compromiso se halla al tomar como generadoras de S las

simetrias que forman base de <R,,Rqy,...,Rx_1>, subgrupo engendrado por las
simetrias estables de G.

4. SOLUCION DEL PROBLEMA SUMA DE ARCOS EN UN GRAFO CON SIMETRIAS ESTABLES

Como la construccidn de numeraciones estables resulta compleja, se
recurre para resolver el problema A al coroloario 1.6., es decir, resolveremos
el problema & con la esperanza de encontrar soluciones encajadas que nos
originen la solucidén del problema A.

Harper ha encontrado la solucién del problema A via este método,
para los 5 solidos platdnicos y el grafo de Bruiju de orden 4.

Nosotros lo hemos intentado con exito para las rejas cuadradas de
ordenes 2, 3 y 4.

5. ALGORITMO PARA LA RESOLUCION DEL PROELEMA SUMA DE ARCOS EN GRAFOS CUADRADOS
SUMA DE ARCOS EN GRAFOS CUADRADOS TIPO REJA DE ORDENES 2,3 Y 4 POR MEDIO
DEL METODO DE LAS SIMETRIAS ESTABLES. RESULTADOS

\\RZ Ro R3
5.1. Grafo reja cuadrado nxn s A g o
Un grafo reja cuadrado R1 &= 3
nxn es un tablero de ajedrez de B =] '
(n-1) x (n-1) cuadros y n x n - 3 Fig. 1
vertices. i T

5.2. Simetrias estables de un grafo reja

Un grafo reja GcEp, espacio euclideo de dimensidn 2, tiene 4
simetrias estables (ver figura 1), una base de <Ros» Ry Ry, Rz > esta
constituida por las simetrias { Ry, Ry }

5.3. Relacidn de orden. Diagrama de Hasse

Tomaremos el punto p en el 2 cuadrante y esto nos origina los
diagramas de Hasse que aparecen en las paginas 10, 11 y 12.

El reticulo de menores originado por cada diagrama de Hasse aparece
a continuacidn de é1.

Hay que hacer notar que cada punto del reticulo de menores




B L T T ST N P

representa todos aquellos vertices que son menores que dicho punto.

Asi por ejemplo, en n=3 el punto A representa el conjunto {11, 13,
31} el B representa el conjunto {12 32} y asi sucesivamente.

Para cualquier n, un menor estara compuesto por un punto de cada uno
de los reticulos disjuntos, asi por ejemplo, en n=3, el menor M=(A,B,C,D) es

el siguiente
M= {11, 31, 13, 12, 32,21}

5.4. Algoritmo para resolver el problema isoperimetrico de grafos reja
n=2,3%,4

Aunque sélo se ha implementado para los valores de n antedichos,
el algoritmo que a continuacidn se comenta estd pensado para cualquier valor de
n, con la unica limitacidén del tiempo de CPU empleado, aspecto que luego
comentaremos.

En sintesis el algoritmo funciona asi:

1) Define un menor como un t-plas ordenado siendo t el nimero de reticulos
disjuntos.
M= (m1, ey mt)
los valores de mj definen el punto de cada reticulo que forma parte de M.
2) Calcula las coordenadas de los puntos que comprende el punto mj

3) Calcula 9 (M) una vez ya conocidas las coordenadas de todos los elementos
de M de la siguiente forma
M= (my) i=1, «ee, t =
‘{("J- v3) ;. $ v B

9r(H)=J-.§.18j _lfél""§ ¢(xk.yk),(xe,ye)

siendo
ra = Nimero de vecinos del vertice (xj, yj)
¢i = | si ambos vertices estan conectados
]}K = 0 si ambos vertices no estan conectados
es decir

Numero de vecinos de los r Vertices
féf 2 x Numero de conexiones entre los r vertices
Este proceso lo efectua para todos y cada uno de los menores
posibles, generando todas las t-plas ordenadas correspondientes a una reja de
nxn vertices.

Cdlculada la ©® de un menor cualquiera M, |H|=1,investiga si @(M)
mejora o iguala la min eecalculadas hasta el momento, en cuyo caso M pasa a
formar parte de los menores optimos.

Al final publica las 8 y sus respectivos menores optimos.

De todo ello y teniendo presente el corolario del apartado 1.6 se
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obtuvieron los resultados que aparecen en las paginas 10 a 14.

Complejidad: el caso general del problema suma de arcos es NP (no polinémico),
sin embargo este algoritmo reduce considerablemente el tiempo de computacidn

respecto a un backtracking clésico.

SOLUCION DEL PROBLEMA SUMA DE ARCOS

Reja n x n, caso n=2
Reja ;Rl
1 [
iy T
N - - 9 - ___--R
: o
13 i 14
i
|
|
|
Diagrama Hasse 14
13 12
11
Reticula de menores
14
13 2
13
¢

Numeraciones optimas

para la suma de arcos




® minimas (Soluciones isoperimetricas)

1 " 0 1. .39 1.3 4
] i
0 " 0 i T 0
LA minima
LA=1L6 =26
SOLUCION DEL PROBLEMA SUMA DE ARCOS
Reja n x.n, caso n=3
Reja
L hedad i
2] 22723
31 32] 33
Diagrama Hasse
33
3% 1.3
11 12 21
Reticulo de Menores
33 ;
By 32 23
A
31 13 )12 cC 7 21
11
o -
() [ ()

22

22

11
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Numeraciones optimas para la suma de arcos

1 S | & 2 2%
2 5 g 4 5
3 6 9 7 8
6 minimas
i) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
b 0 2 3 3 4 4 3 3 2 0
LA minima
X =L 0 = 24
SOLUCION DEL PROBLEMA SUMA DE ARCOS
Reja n x n, caso n = 4
Reja
11 _F2 1 13 .14
211 22 23 24
34 32| 331 34
41 & 43| 44
Diagrama Hasse
44 43 34 33
41 14 42 13 31 24 32 23
11 12 21 22



ZA minima

ZA=1L08=28x2+ 4 =60

44 43
41 14 42 1% 3%
11 12
() (')
O minimas
1
1 0 1 2 3 4 5 6 .
l .
|
e" 0 2 3 4 4 5 5 ,
1" 16. 1% . 14 330 el its
e" 0 2 3 4 4 5 5
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Este algoritmo origins 18 soluciones optimas que son:

1) {a, b, ¢, d, e, £} son 6 numeraciones

2) {g, h, i, j, k, 1 } originan 12 numeraciones
pasando a cada una de los dos menores alternativas de 15
elementos 4 & B.

Podemos ver que las parejas del conjunto EQ dado a continuacidn son
equivalentes

EQ={(a,b), (c,1), (4a,f), (g,3), (h,k), (i,1) }

Una pareja (x,y) es equivalente si las dos numeraciones son andlogas con
la diferencia de que una se ha construido respecto a un eje de simetria (Ro) Yy
la otra respecto al segundo eje de simetria (Ry) como se puede comprobar
siguiendo las numeraciones paso a paso.

6. SUGERENCIAS Y CONCLUSIONES

6.1. Se ha desarrollado un algoritmo que permite resolver el problema
isoperimetrico para cuadrados reja nxn, con la unica limitacidén del
tiempo de CPU empleado, pues se estima que la solucidn de el cuadrado
de 5x5 vertices requeriria unos 50 minutos de CPU, y ordenes
superiores serian inabordables.

6.2. Como las soluciones halladas al problema isoperimetrico son todas
conexas, se sugiere modificar el algoritmo trabajando solo con menores
conexos para reducir el tiempo de computacidén y poder abordar problemas
de orden n 5.

6.3. Las soluciones halladas prueban que para ordenes pequenos, las soluciones
de ® son encajadas con lo que podemos encontrar (ver 1.6) soluciones del
problema suma de arcos para estos grafos.

Esto permite suponer que el algoritmo también originard soluciones
de A para cuadrados de n 5, sobre la base de soluciones de 0 encajadas.

6.4. Las soluciones halladas muestran una simetria en las 6 optimas, lo que
permite sugerir que para calcular las 6 y Aoptimos de un cuadrado reja

nxn bastard con resolver los problemas isoperimetricos de arden 1, siendo
0<lsk ; k = E (n2)

6.5. Parece ser que una solucidn general del problema la constituye 1la
numeracidn 2
1 n+l1 n -n+l
g n+2 . nz—n+2
+
i p+3 . 3 n2-n+3
| : :
1l 2
n_ -
2% n"-1
n n
ZA = n(n-1) + n(n-1) n=(n+1) n(n-1)
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6.6. Se sugiere emplear el algoritmo con pequenas modificaciones para
resolver el arco de rejas rectangulares nxn.
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