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UNA PRUEBA MUY SIMPLE DEL TEOREMA DE CRAIG

por J. F. Prida

Sea L un lenguaje numerable, del que tinicamente se supondrd que contiene

al menos uno de los simbolos ldgicos de conjuncidn, disjuncidn, negacidn,

f

cuantificador universal, cuantificador existencial respectivamente denotados

por N NG = v s 3 . Las fdérmulas dé L serdn identificadas con sus niime-
ros de G¥del. Una teoria serd un conjunto de fdrmulas cerrado bajo la rela-
cidn de consecuencia y se identificard, por tanto, con un subconjunto T de N

que verifica para todo x:
Ty x implica =xeT .

El teorema de Craig afirma: Si T es recursivamente enumerable, existe

un conjunto recursivo primitivo A tal que
T= {x/Agx}.
oy 2 . : AR
Demostracidén: Sea R&N™ una relacidn recursiva primitiva tal que para todo
x se verifique:
x€T si y sblo si JyRxy

2 1 yitoa 5 SE
y sea Q¢ N” una relacién definida de cualquiera de las cinco siguien-

tes formas

Qzx siy sblosi 2z =XAXA ... AX

Qzx oo on 2% RN o X
Qzx it L ) Zis SN 2k sr el x
oz wonon z = VYaVa ...Vax
ik wonow z = 3a3a ... Jax

donde a es una variable que no aparece en la férmula x.

Para cualquiera de las cinco posibles definiciones, Q es claramente

recursiva primitiva y se verifica
Qzx implica =z x y =xp2z .
Sea finalmente A el conjunto recursivo primitivo
A={2z/ 3:x iy (Rxy AQzx) } .

Demostraremos que se verifica (ii).



ad <
Sea x€T y sea y tal que Rxy. Obviamente existe un z (con cualquiera
de las posibles definiciones de Q) tal que (z>x Az>y A Rxy A Qzx),

con lo que zeA 'y por tanto A ¥ x.

ad: By
Es claro que ACT, pues zgA implica que existen x e y tales que
Rxy A Qzx, con lo que €T y =X ¥k z, lo que implica a su vez por (i)

que 2z€eT. Asi pues, para todo X,

Al x =D Tk x =p xeT, q.e.d.
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