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NOTAS DEL CURSO SOBRE COMPLEJIDAD ALGORITMICA
Por J .D iaz ,  P ro f .  de la  Facultad de In form ática . U.P.B.

Las p á g in a s  que t r a n s c r ib i m o s  a c o n t i n u a c i ó n  c o r r e s p o n d e n  a la s  
transparencias u t i l i z a d a s  por e l  P r o f .  J . Diaz en e l  c u r s o  s o b r e  C om p le j id a d  
A l g o r í t m i c a ,  im p a r t id o  en e l  Centro de Cálculo de Universidad Complutense, en 
Noviembre de 1900.

Es n u e s t r a  i n t e n c i ó n  a l  p u b l i c a r l a s ,  que sirvan  de guia a l  l e c t o r  
interesado en e l  tema, pudiendo com pletarlas con l a s  r e f e r e n c i a s  que a p a re ce n  
en la  B ib l i o g r a f ía .

INTRODUCCION

Desde que en 1936, A. Turing form alizó  e l  concepto de "Procedimiento 
Mecánico" para re s o lv e r  p ro b le m a s ,  es d e c i r  A lg o r i t m o s ,h a  id o  en aumento e l  
i n t e r e s  p o r  c o n s t r u i r  a l g o r i t m o s  más e f i c a c e s  ( r á p i d o s  y e f e c t i v o s )  y 
c l a s i f i c a r  a l o s  problemas de acuerdo a su co m p le j id a d  c o m p u t a c i o n a l . En 1965 
J. Edmonds ( 5 )  s u g i r i ó  una c l a s i f i c a c i ó n  de problem as d e c id ib le s  en BUENOS, 
a q u e l l o s  para l o s  que e x i s t i a  un a l g o r i t m o  d e t e r m i n i s t a  de c o m p l e j i d a d  
p o l i n o m ic a ,  (n k , para k = c t e )  y MALOS, a q u e l l o s  p rob lem as  para l o s  que lo s  
mejores a lgor itm os determ in istas  conocidos  hasta e l  momento que resu e lv en  d ic h o  
prob lem a , t i e n e n  c o m p le j id a d  e x p o n e n c i a l  2n . Al p r in c ip i o  de l o s  70, d ichas 
c la s e s  c r i s t a l i z a r í a n  en la s  c la s e s  P y NP, que d a r ía n  p ié  a l a  a c t u a l  t e o r í a  
de la  c o m p l e j id a d .  La n e c e s id a d  de esta  c l a s i f i c a c i ó n  de l o s  problemas, v iene 
expresada en la  tab la  s ig u ie n t e ,  en la  que como se  ve la  d i f e r e n c i a  de tiem po 
de c o m p u t a c i ó n  e n t r e  un a l g o r i t m o  de c o m p l e j i d a d  p o l i n o m i c a  y uno de 
complejidad e x p o n e n c i a l ,  es t a l  como para h a c e r  p r á c t i c a m e n t e  im p o s ib le  e l  
c a lc u la r  e l  a lgoritm o de com plejidad exponencial para v a lo re s  grandes de n.

Tamaño n
Función 
co mplejLdad 
tie m po

10 20 30 40 50 60

n .00001
segundo

.00002
segundo

.00003
segundo

.00004
segundo

.00005
segundo

.00006
segundo

2n .0001
segundo

.0004
segundo

’ .0009 
segundo

.0016
segundo

.0025
segundo

.0036
segundo

3n .001
segundo

.008
segundo

.027
segundo

.064
segundo

.125
segundo

.216
segundo

n 5 .1
segundo

3-2
segundos

24.3
segundos

1 .7
minutos

5.2
minutos

13.0
minutos

2 n .0001
segundo

1 .0
segundo

17-9
minutos

12.7
días

35.7
arios

366
siglos

3n .059
segundo

58
minutos

6.5
años

3855
siglos

2x10 8 
s ig l o s

1.3x1013 
siglos
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En la  primera parte del curso se exponen los  conceptos básicos de la 
com ple jidad , c l a s e s  P,NP,NPC, R e d u c i b i l i d a d , e t c . . .  Esta sacad a  c a s i  
integramente de l  e x c e le n te  l i b r o  de Garey y Johnson ( 7 ) ,  y de l o s  papeles 
or ig in a les  de Cook (3) y Karp (10). Otros a rt ícu los  que se pueden con su ltar  con 
d i f e r e n t e s  enfoques son Diaz ( 4 ) ,  Hopcroft-Ullman (8) cap. 12-13, Karp (11) y 
Penttonen (14). A continuación va un desarrollo sobre las e s tru c tu ra s  in tern as  
de la  c la s e  NPI y e l  teorema de Ladner (cronológicamente esto fue explicado el 
último día del curso). El material está sacado del art ícu lo  de Ladner (13).

Seguidamente se presenta un t ipo  de reducción más fuerte que e l  de 
Karp-Cook, pero que preserva la "estructura combinatoria" de los  problemas.

Una vez un problema se l e  c l a s i f i c a  como perteneciente a la c lase 
NPC, se puede perder toda esperenza de en con trar  un a lgor itm o rá p id o  que 
s o lu c io n e  dicho problema. Entonces existen cuatro posibles cursos de acción a 
s e g u ir :■

* U til izar  métodos h euríst icos  (aquí no se mencionan)

* Resolver subproblemas de dicho problema.

En e l  c u r s o  d e s p u é s  de d e m o s t r a r  que e l  p rob lem a  d e l  
Recubrimiento de Vértices Minimo es NPC,se demostró que en e l  caso 
de que e l  g ra fo  venga generado por un Orden Parcial, e l  problema 
tiene complejidad l in ea l  (Berenguer, Diaz, ( 2 ) ) .

* U til izar  Algoritmos de Aproximación.

Solo se mencionó esta  p o s ib i l i d a d  y se d ieron  básicamente dos 
r e f e r e n c ia s  una e l  c a p ítu lo  6 de l  Garey, Johnson ( 9 ) ,  o t r a  e l  
art ícu lo  de Johnson (9 ) .

* U t i l i z a r  t é c n i c a s  P r o b a b i 1 i s t i c a s  a p a r t i r  de la s  t é c n ic a s  
p robab il is t icas  aplicadas a la te o r ia  de g r a fo s  ( 6 ) ,  Karp (12) y 
o t r o s  por  ejemplo Anghluin-Valiant ( 1 ) ,  u t i l i z a r o n  a lg or itm os  
p r o b a b i l i s t i c o s  para r e s o lv e r  casos  p a r t i c u la r e s  de problemas 
NP-Completos ( * ) .  Un nuevo tipo de a n á lis is  p ro b a b i l is t i c o , debida 
a l  m atem ático  v ie t n a m it a  Phan Dihn Dien. ( 1 5 )  e n t r e v e  l a  
p o s i b i l i d a d  de u t i l i z a r  e l  concepto  de redución  de A u s ie l l o ,  
explicado anteriormente, para g e n e r a l iz a r lo  a parte  de la  c la s e  
de problemas NPC.

El Curso es una in t r o d u c c ió n  a la  com ple jida d , y de jo  grandes 
lagunas de la teoría  de la complejidad sin tocar, concentrándome únicamente en 
las dos clases más "prácticas" P y NP.

(*) Sin embargo estos t ipos de Algoritmos p rob a b il is t icos  son de d i f i c i l  
generalización .
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CONSIDEREMOS EL PROBLEMA fT : (VIAJANTE COMERCIO) 

ENTRADA: DADOS UN CONJUNTO DE m CIUDADES

{ d .  C2» C3 ... cmj-

Y UN COSTO ASOCIADO A CADA PAR DE CIUDADES 

d ( C i f  C j )

PROPIEDAD A SOLUCIONAR: ENCONTRAR LA ORDENACION DE LAS m CIUDADES 
f C n ( 1 ) ,  Cn (2 ) ,  . . .  C,7( m) J ,  QUE MINIMICE EL COSTO TOTAL

1
" C f l ( i + 1 )  > + d(C,7( m) ,  C p (n n . i )

I 1" 1 J
EJEMPLO: Una e n t r a d a  E de  D :

E :  C s ^ C ^ ,  C2 1 0 3 * ^ 4 ,  C^j»-

d(c1,c2) = 3; d ( C 1 , C 3 ) = 1;  d(C-| ,Ci*) = 3 ;  d ( C 1 f C3 )= 7  
d ( C 2 , C 3 ) = 2 ;  d ( C 2 , C 4 ) = 6 ;  d ( C 2 ,C 5 )= 3  
d ( C 3 ,Ci4) = 4 ;  d ( C n , C 5 ) = 1;  d ( C 3 ,C 5 )= 2

(En g r u e s o  un c i r c u i t o  p a r a  
e l  v i a j a n t e  de  c o m e r c i o )

Una s o l u c i ó n : -íc-| , 0 3 , 0 2 , 0 5 , C i ^

¿ ¿  UN ALGORITMO ? ?

SOLUCION: PRODUCIR TODOS LOS COSTOS T .  POSIBLES 

¿  ES EL ALGORITMO MAS EFIC IEN TE? 

i ü ¿ ¿ ¿  EFICIENTE ? ? ? ? ? ?

E F I C I E N T E :  MAS RAPIDO (MENOS E S P A C I O ) ,  CON RESPECTO A OTROS ALGORITMOS QUE 
RESUELVAN EL MISMO PROBLEMA, PARA TODAS (LA MAYORIA) DE ENTRADAS DEL PROBLEMA.
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ESTA MEDIDA DE EFICIENCIA SE EXPRESA EN FUNCION DE UNA VARIABLE QUE ES EL 
TAMAÑO DE LA ENTRADA.

Por e je m p lo ,  en e l  caso  d e l  V ia ja n t e  de Comercio (V .C .)  tenemos e l  número de 
ciudades, m, sus m e t iq u e ta s  y la s  m(m-1) d is ta n c ia s  entre  la s  ciudades.

Para d e f i n i r  de manera p rec isa  e l  tamaño de la  entrada, una (en tre  o t r a s )  forma 
es e l  c o d i f i c a r  e s o s  d a to s  de la  en trad a  u t i l i z a n d o  un a l f a b e t o  f i n i t o ,  
m ediante  una fu n c ió n  de c o d i f i c a c i ó n  c>C , que a cada en trad a  E del problemaH 
le  hace corresponder una cadena del a l fa b e t o ,  y d e f i n i r  e l  tamaño de la  en trada  
I como la  longitud  de su c o d i f i c a c i ó n .

C onsiderando  e l  a l f a b e t o  ^  = { o , 1 , 5 , }  y e l  e jem plo  d e l  v ia ja n t e  comercio 
v is t o  anteriormente podemos expresar E por:

1,10,11 1 0 0 ,1 0 1 , , , 1 1 ,1 ,1 1 ,1 1 1 , , ,1 0 ,1 0 0 0 ,1 1 , ,  100 ,10 ,,1

¿CUAL ÉS L A « ?

Bajo esta « ,  e l  tamaño de E es 52.

LA FUNCION DE COMPLEJIDAD TEMPORAL DE UN ALGORITMO EXPRESA EL TIEMPO DE 
EJECUCION (PEOR TIEMPO) PARA RESOLVER UN PROBLEMA CON ENTRADA DE UN TAMAÑO 
DETERMINADO.

Esta fu n c ió n  no e s t á  b ien  d e f i n i d a ,  h a s ta  que se  e s p e c i f i q u e  la  función  de 
c o d i f i c a c ió n  y e l  modelo de máquina usado para determinar e l  tiempo e je c u c ió n .

P e r o ,  en r e a l i d a d  s i  u t i l i z a m o s  una fu n c ió n  de c o d i f i c a c i ó n  " r a z o n a b le "  
d i f e r i r á  en la  complejidad de o tra  función también "razon ab le " ,  en una c a n t id a d  
p o linóm ica .

Por lo  ta n to  s iem pre  que sea "razonab le"  no nos preocupara que tomemos una 
c o d i f i c a c ió n  u o t r a .

El tiempo razonable es d i f i c i l  de fo rm alizar .

INTUITIVAMENTE SE PUEDE EXPRESAR POR:

(1 ) La c o d i f i c a c ió n  de una entrada E debe de ser  con c isa  (no l l e v a r  
información n ecesa r ia )

(2 )  Los números en E deben ser  expresados en b inario  o en cua lqu ier  
o tra  base d i fe r e n t e  de la  monaria.

De h e c h o ,  g en era lm en te  se mide e l  tamaño de la  e n t r a d a ,  simplemente por e l  
número de parametros.

En e l  a lg o r i t m o  de búsqueda exhaustiva para e l  VC,la complejidad sera^T 0 (2n ) 
¡NO EXCESIVAMENTE EFICIENTE!

Con l o s  m o d e l o s  de m aquina  pasa  a l g o  s i m i l a r  a l o  de l a  f u n c i ó n  de 
c o d i f i c a c i ó n ,  s i  u t i l iza m o s  un modelo " r a z o n a b l e "  la  fu n c ió n  de c o m p le j id a d  
tem pora l d i f e r i r á  de la  fu n c ió n  c o m p le ja  con o t r o  modelo r a z o n a b le  en una 
cantidad polinomica
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Un modelo no razonable ser ia  una maquina con capacidad de r e a liz a r  muchas 
operaciones simultaneas en paralelo.

Vamos a considerar lo s  problemas en los que queramos estudiar la complejidad, 
en forma decisional.

Un problem a d e c is io n a l  n co n s is te  en un conjunto de entradas Ep , y un 
subconjunto Sf¡ ^ E q  de entradas para las que el problema tiene respuesta s i .

El VC en forma decisional seria:

ENTRADA: Un conjunto fin ito  de ciudades

C = j  C1 , C2 , . . .  Cmj-

Un conjunto de distancias entre cada par de ciudades d(Cj_,Cj)

Una cota superior de K 6 2 +

PROPIEDAD: Existe una ordenación -|Cn ( 1 ), (2 ) , ••• Cfl (m)}-

tal que 

m-1
< £  d(Cn ( i ) ,Cn (i+1))

i=1
+ d(Cn (m), Cp ( 1 )) — K

a*#*####**#*###***##****#***«***#*##*»*#*«#***#*#«*#*##*****#
* Especial importancia tienen los problemas decisionales *
* asociados a problemas de optimización (maximo-minimo) * 
a*###*##**##***##*#***»*###*#****##*###*####**#*#»##**####**#

Esta im portancia res id e  en e l hecho de que s i podemos resolver el problema de 
optimización (Por ejemplo: encontrar un circu ito  de costo  mínimo para e l VC), 
también podemos re so lv er  con la misma com plejidad e l problema d e c is io n a l 
asociado (todo lo que tenemos que hacer en el caso del VC, es sumar e l c ir c u it o  
encontrado y comparar con la K).

Por ta n to : La com plejidad  del problema de optim ización  nos determina la 
complejidad del problema decisional asociado.

(S i  e l  problem a o p t im iz a c ió n  es s e n c i l l o  de re so lv e r  e l problema
decisional también es sen cillo ) —>

= ~ t>  «a******«***«»#*«*#*##«**«*##**#*»*«*«««*»*«**************»««««
* (SI EL PROBLEMA DECISIONAL PERTENECE A LA CLASE PROBLEMAS *
* "DIFICILES" =» EL PROBLEMA OPTIMIZACION TENDRA QUE PERTENE- «
* CER CCMO MINIMO A DICHA CLASE) «
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El r e c ip ro co  no t iene  que ser  necesariamente c ie r t o  siempre.

¿Por que in tr o d u c ir  problemas en forma d e c is io n a l?

Z  : CONJUNTO FINITO DE SIMBOLOS (ALFABETO)
I > :  CONJUNTO DE TODAS LAS CADENAS FINITAS DE ELEMENTOS DE 
L DIREMOS QUE L ES UN LENGUAJE SOBRE Z

EJEMPLO: Z  = { o , 1  } ;
)_* = «TO,0 ,1 ,0 0 ,0 1 ,1 0 ,1 1 ,0 0 0 ,0 0 1 ,0 1 0 ,1 0 0 ,0 1 1  ............. /
L = 1 0 1 ,0 0 1 ,110,10100>

RELACION LENGUAJES-PROBLEMAS

S i tenemos un problem a d e c i s i o n a l  n y tenemos un a l fa b e to  e s p e c í f i c o  L y una 
función de c o d i f i c a c i ó n  c< : (es  d e c ir  una fu n c ión  que a s o c i a  a cada
dato e s p e c í f i c o  de entrada (una c o d i f i c a c i ó n )  una cadena de Z * )>  entonces nyc< 
parten Z * en t r e s  c la s e s  d is ju n ta s :

1) Cadenas que no representan a ninguna entrada de fl , c o d i f i c a d a .
2) Cadenas que representan la s  entradas c o d i f i c a d a s  de H para la s  cuales  la  

so lu c ión  es NO.
3) Cadenas que representan la s  entradas c o d i f i c a d a s  de rt para la s  cuales  la  

so luc ión  de n es SI. Esta última c la s e  la  de fin irem os como e l  
lenguaje  asociado  a n

« » « a * # # # # # # # * # # * * # # # # # # # * # « * * # * # » # # « # * » * # # * # # # # » » » » « # # # * * # *

* Lfl = ■'ĵ X 6 : Z al f abet°  u t i l i z a d o  por i* , x es la  c o d i -  *
* f i c a c i ó n  de una entrada E 6 Sn *
a # * # * * # # * # « « # # * * # # # « * * # # « # # # # # * « # * * # * # * # # # * # * » # # * * * * * # * * # # *

MAQUINA TURING

UNA MAQUINA TURING DETERMININISTA M:

< Q» £  » 9o, F, tf >
Q : Conjunto f i n i t o  de estados 
Z : Conjunto f i n i t o  de simbolos 
qQ: Estado i n i c i a l
F : Conjunto estados f in a le s  ( ^(qc, qnj") r •>
¿  : Función T rans ic ión : 8 :(Q-F)x<L -> (Q -F)xZ  x|d , i |-

Esta máquina representa un programa (un procedim iento)
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Control
Estado
Finito

C 3 Cabezal lectura-escritura

Cinta.

EJEMPLO: Z  = { o , l } U 0
Q = {qo»qi»q2»q3*qs*qn

i
0 1

qo ( q O , 0 , D ) ( q o * 1 *D) ( q i * o , i )

q i ( q 2 . 0 ; i ) ( q 3 » o , i ) ( q n * o , i )

q2

/■"VHOmC7 ( q n * o , i ) ( qn * ^ » I  )

q3 ( qn » o , i  ) ( qn * 0 , 1 ) ( Qn » L , I )

Modelo de programa para la maquina de Turing.

Una MTD M, con a l fa b e t o  ZL , a cep ta  x é X . * ,  s i i  se para en estado f in a l  
aceptador, (qs ) , cuando se le aplica como entrada x.

Definiremos como el lenguaje reconocido por M:

******************************
* Lm = { x 6 L* : M ACEPTA x }  * 
a«####****»##«##***#**#*****#*

Si x f/L* -  , la MTD M se puede parar en estado qn o simplemente se puede no
parar.

Pero para que una maquina turing determ inista corresponda a la nocion de 
algoritmo, debe de pararse para todas sus posibles entradas ! ! ! !

Diremos que una MTD M resuelve e l problema decisional *1 s i M se para para todas 
sus entradas y ademas = Lfl
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EJEMPLO: Dado un en te ro  p o s i t iv o  N, ¿ e x i s t e  un e n te ro  m t a l  que N=4.m? 

oc c o d i f i c a  N por su r e p r e s e n ta c ió n  b in a r i a  con 2_ =^0y1 J*“
Como un e n t e r o  p o s i t i v o  e s  d i v i s i b l e  por  ̂ s i i  sus ú l t im o s  dos d i g i t o s  son 0 ,  
l a  MTD co n s tru id a  a n te r io rm e n te  re s u e lv e  e s t e  problema.

D EFINICION COMPLEJIDAD TEMPORAL: EL TIEMPO UTILIZADO POR MTD M SOBRE UNA 
ENTRADA X ES EL NUMERO PASOS EN LA COMPUTACION HASTA QUE LLEGA UN ESTADO FINAL. 
S I  M, MTD, SE PARA^Xé I * ,  SU FUNCION DE COMPLEJIDAD TEMPORAL TM: 2 +
Tm (X)=max - { m ^ X f c L * ,  | X ¡=m, TAL QUE COMPUTACION DE M SOBRE X TCM A m PASOS}

M ACTUA EN TIEMPO P0LIN0MIC0 S I  EXISTE UN POLINOMIO P TAL QUE ^ N í 2 + , TM(n)<. 
p ( n ) .

»»mui»*###**###*#**#***####*#**###*#*#*#*#*##*#**###*##

* P = ^ L : 3 mTD M actuando tiem p. P o l in .  , t a l  q .  L=Lj«j j " ****tt***»<Ht*«*«««***«****KK****»«*«*«***«*tf**ff**tt**«»«*«

a * * * * # # * # # * # # * # # # # » # * * * * * * * # # * « # * « * # * *

* DIREMOS ni P S I  Ln 6  P * 
#*»****# # *# ««# # # *#*# # **# # # # # # *# # ******

I n f o r m a l m e n t e :  i n t e r c a m b i a r e m o s  l a  MTD a c tu a n d o  en tiem po p o l in o m ic o  por 
Algoritmo (d e t e r m i n is t a )  de tiempo polinom ico.

P = c l a s e  p ro b le m a s  para l o s  que e x i s t e n  a lg o r i tm o s  d e t e r m in is ta s  p o lin om icos ,  
que lo s  re s u e lv e n .

MAQUINA TURING NO DETERMINISTA (MTND)

I n t u i t i v a m e n t e  un  A L G O R I T M O  NO D E T E R M I N I S T A  r e s u e l v e  un 
problema H ( d e c i s i o n a l )  s i  V* 1 (II)' E C :

(a )  S i  E é Sjj. ^  e x i s t e  una s o lu c ió n  ad iv inad a  S t a l  que e l  a lg or itm o 
comprobora que rea lm ente  es  una s o lu c ió n  v a l id a  y dará como r e s u l ta d o ,  S I .

(b )  S i  E$é Sn no e x i s t e  s o lu c ió n  ad iv inad a  que nos produzca e l  re s u l ta d o  S I  
para E.

Un Algoritmo No D e te rm in is ta  co n sta  de dos e s t a d o s :

( I )  C o n je tu ra  (A div ina) una s o lu c ió n .
( I I )  V e r i f i c a  que rea lm en te  es una s o lu c ió n  y s i  e s t a  v e r i f i c a c i ó n  se 

produce en tiempo p o linom ico , se  d ic e  que e l  a lg o r i tm o  t i e n e  com ple jidad  
p o lin o m ica .

VERIFICACION POLINOMICA ^  SOLUCION POLINOMICA

Por e jem plo, un a lg o r itm o  no d e te r m in is ta  con t iem po p o l in o m ic o  p a ra  e l  VC s e  
puede c o n s t r u i r :
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1) Utilizando un estado adivinador que adivina una solución (una secuencia 
de las ciudades) para entrada E.

2) Utilizando un estado ver i f icad or  que nos demuestre que la secuencia es un 
c ircu ito  y que la suma de sus costos es ^  k (Es decir  verificamos que 
para la solución conjeturada la respuesta a E es S I) .

UNA DIFERENCIA ENTRE SOLUCION DETERMINISTA Y SOLUCION NO DETERMINISTA ES LA 
FALTA DE SIMETRIA ENTRE EL " S I "  Y EL "NO" EN EL CASO DE SOLUCION NO 
DETERMINISTA:

Si tenemos e l  problema "DADA E, ES X VERDAD PARA E?" puede ser resuelto por un 
algoritmo determinista con complejidad polinomica, su problema complementario 
nc : "DADA E, ES X FALSO PARA E?" también puede ser resuelto por un algoritmo 

d e term in is ta  con com ple jida d  p o l i n o m i c a .  (E s to  es  p orq u e  un a lg o r i t m o  
d eterm in is ta  se para para todos las entradas, por lo tanto lo  único que tenemos 
que hacer es intercambiar las respuestas SI y NO (qs , qn) .

PERO: No es obvio (M conocido en muchos casos) que la misma propiedad exista  en 
e l  caso de algoritmos no deterministas.

Si consideram os e l  complementario de l  VC, "¿Es c i e r t o  que no ex is te  ningún 
c ir cu ito  de las m ciudades de costo to ta l  ^ K ? "  No se conoce  ningún a lgor itm o  
no determinista CON COMPLEJIDAD POLINOMICA, que resuelva e l  problema.

MTND M

ADIVINADOR CONTROL
ESTADOS

A
Cabezal
Adivinador

O

Cabezal Escritura- 
Lectura

. . . .  Cinta

U ¡ -3 -2 -1 0 1 2 3  ̂ 5

E specificación  MTND idéntica  a la MTD

< Q, Z , qo, F,<f>

* excepto S no es 1-1 «

Esto es equivalente a:

La computación de una MTND M. sobre entrada X, d i f i e r e  de la computación MTD, 
en que se rea liza  en dos estados.
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En e l  primero " e l  estado ad iv inador "  e l  cabeza l ad iv inador  e s c r ib e  una so luc ión  
conjeturada y a c t iv a  e l  qo entonces v i e n e  " e l  e s ta d o  v e r i f i c a d o r " en donde M 
actuando d e t e r m in i s t i c a m e n t e  comprueba que verdaderamente lo  e s c r i t o  por e l  
cabezal ad iv inador  es una so luc ión  para  l a  en tra d a  X. l a  com putac ión  te rm in a  
que qs ó qn , y es computación que acepta X s i  termina en estado qs

EL LENGUAJE RECONOCIDO POR M:

a * * * * # * * # * * # # # # # # * # * * # * * * # * # * * # # *

* Uj = -£x6/L* : M acepta xj- *
«juta#*#**#»###*##*##*#»##**#####

EL TIEMPO UTILIZADO POR MTND M PARA ACEPTAR UNA ENTRADA X € Ltf SE DEFINE COMO 
EL NUMERO MINIMO DE PASOS QUE OCURREN DURANTE LA COMPUTACION DE M HASTA QUE 
ENTRA qs

La función de complejidad temporal T^ : 2 + ->

Tm ( n) = MAX Jjljuím: J x e L w .  |x’ =n, ? tiempo 1
 ̂ jcomput. de M sobre x es m J I

M actúa en tiempo polinomico s i  e x is t e  un polinomio p t a l  que 
V n > 1 ,  TM(n ) <. p (n ) .

» a * « * # * * # # # # * # * * # # # # # # # » * # * # # * # # # # * * # # # * # # # # # # # # * # *

* NP= -ÍL: 3 MTND M, complj. polinómica l ĵ = l J-* 
a # # * * * # * # * * # * # * * * * # # # # * * * * * # * # * # * # # # * # # # # * * * * * # # # # #

*#####«#«####****«***###*#*#*###
• DIREMOS n<zNP s i  Lfl é  NP » 
a * « * * # * # # # # # * # # # * # # # * # # # * * * # # # # *

Equivalentemente:

NP = Clase problemas para lo s  que ex is ten  a lgo r itm os  no determ in is tas  de 
tiempo polinomico que lo s  resuelven .

* « « * « * « « * * « * » » « « * * * « « « * «
* RELACION P y NP *
************************

Lema 1: P < NP

Teorema 1: S I  f ! £ N P ,  EXISTE UN POLINOMIO p TAL QUE n  PUEDE SER RESUELTO 
MEDIANTE UN ALGORITMO DE COMPLEJIDAD (TEMPORAL) 0 (2 P Ín ) )
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Demostración

fl £ NP 3 algoritmo ND A con complejidad polinómica q (n ) .  Para cada 
entrada aceptada x,jx|=n, debe de ex is t ir  una solución conjeturada de longitud 
L. q(n) , que conduce a que e l  estado ver ificador  de A responda SI en menos de 
q(n) pasos El numero de conjeturas posibles que puede realizar A es

donde | Zl|= C.

Podemos descubrir  deterministicamente s i  A "tiene” una computación que acepte 
x, explorando cada una de lo s  cQ^n) pos ib les  c o n je tu r a s ,  la  s im u la c ión  
responde SI, cuando encuentra una computación que acepte x.

La complejidad total de la simulación es 0(q(n). cQ^11) ) .

GRAN PROBLEMA

p NP
¿ ó

p = NP

K«*«**ftft**«***«**»««

* conjetura P^NP * 
a * # # * * « # * * # * # * * # # « * #

nfNP-P
Dado ri€NP, queremos saber^f ?

N nfP

#«*#«#***#*##*###*#**##*###*»###**
o » S I  P i  NP ENTONCES Í16NP-P *

« a # # # * * # * * # # # * # * * * * # # # # » # # * # # * * * * *

Introducimos el concepto TRANSFORMACION POLINOMICA entre problemas
c >“ *  c  y *Un lenguaje L-|- ¿—y es reducible a L ¿- ¿~2 s i  existe una función 

f : Z  1 * —> ^-*2 tal que:
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1 ) E x is te  una MTD M que computa f  con co m p le jid ad  p o lin o m ica
2) V x d * XÉLì s i i  f ( x )  €L2

* L i ce L2 * ««»a*#*#**#**

Lema 2: SI Li oc L2 ENTONCES L?_ £ P =? L i£ P
(L t ¿  P ^  L2 ft P)

D em ostración :
L i <x L2 (L 1 — ^  A L2 ^ Z ^ 2 ‘ ~*í2 y una MTD Mf que computa f .  S i M2
es MTD que reco n o ce  L2 M2 o Mf es MTD que reco n o ce  L i.

ü

INFORMAL:
SI H i ,  n 2 SON PROBLEMAS DECISIONALES (c o u °< i, <*2 )
DIREMOS íT ,c C n 2 SI L ti! oc Lfl2

* EQUIVALENTEMENTE, SI 3  f :  E n 1 E n2 TAL QUE *
* 1) f  COMPUTABLE POR UN ALGORITMO DETERTERMINISTA
* POLINCMICO *
* 2 ) V E € f n - | ,  TENEMOS E fc Sp1 f  (E) € S 2 *####*##*#******######*#***##*#****#*##**#*####*########

E jem plo: C onsiderem os (1 2 H VC
í\-[ = CIRCUITO HAMILTONIANO 
Dado un g ra fo  G(V,A), IV1=m 
G c o n tie n e  un c i r c u i to  H am ilton iano?

Vamos a d em o stra r  H-| oc  02
N ecesitam os f :  t^n-j ^^»12 (G: —i>C-|A d A k )
DEFINICION f : C ï V, IV|=m

V v i  Vj £ C, 
K = m

d (v i f  VIj)
s i  Vi Vj 6  A 
s i  «Fï £  A
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1 ) Conforme, f  se puede computar con un algoritm o d eterm in ista  polinomico, para 
cada una de lo s  m(m-1) . p o s i b l e s  d i s t a n c i a s ,  tenemos s o lo  que exa m in a r  G,

V .

p a ra  v e r  s i  ( vj ) pertenece o no a A.

Vamos a v e r  2 . Debemos d e m o stra r  que G contiene un c i r c u i t o  Hamiltoniano s i i  
e x i s t e  un re co rr id o  de todas l a s  ciudades en f (G ) ,  cuyo costo t o t a l  sen. ^  K.

( ^  ) S i  '[»'i V2 • • •  VmJ* es un c i r c u i t o  Hamiltoniano en G
=> { v i  V2 . . .  vm|  es un re co rr id o  de todas l a s  ciudades y la  
longitud  t o t a l  de e s te  re co rr id o  es m = K.

( <£= ) S i  -[\Ti iT2 • • •  Vm.} es una so luc ión  a l  VC en f(G) 
=> longitud  t o t a l  \\r^  \r2 . . .  i/m}trK  = m. como 
• • •  ^mf  | = m y l a s  ciudades están separadas por 1

l { *  1 V2Ó 2  ^
V’ V i. Vi+1 6 - [\T 1 ,  \T2 , • • • vm ]  , d ( v ± , (Ti + 1 ) = 1

^ î. ''i+l 6 A. y por lo tanto V2 ... es un 
Circuito Hamiltoniano en G.

■

* El lema 2, nos dice que si VCep :ẑ CH£P y si *
* CH¿P VC¿P «

Lema 3 : ce ES TRANSITIVA

(L 1 CCL2) y (L2 CCL3) ^  L10C  L3 

Demostración

S i  Z 1  Z 2 I 3  son lo_s a l f a b e t o s  de L1 L2
f i  f2  : = >  f 2 .

B
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Dos l e n g u a j e s  L i y L2 son  e q u iv a le n te s  p o lin o m icam en te . SI L-|<xL2 y L2 cCL i 
( n 1 n 2 E .P . « n 2 y 02 ccOi)

Lema 3 im pone un o rd e n  p a r c i a l  s o b r e  l a s  c l a s e s  de e q u iv a l e n c i a  de
le n g u a je s .
La c l a s e  P fo rm a e l  "IN F" b a jo  e s t e  o rden  p a r c i a l ,  e s  l a  c la s e  c o n s is te n te  de 
lo s  le n g u a je s  mas "FACILES" (d esd e  e l  punto de v i s t a  co m p u tac io na l)
Vamos a d e f i n i r  l a  c la s e  con le n g u a je s  mas d i f i c i l e s ;  l a  c la s e  N P-com pleta

# * * # # # * * * # # * # * * # # # * # *

« L tNP-COMPLETA SI »
* 1) L6NP « DEFINICION NP-COMPLETA
« 2 )  V L 'é NP, L ’ccL «
KiMHHHHHHMHHHHHHHMHHHt

EQUIVALENTEMENTE: fîÊNP- COMPLETA SI:
1) n€NP
2) tfn'ÉNP, n*<£ n

E l lem a 2 n o s  i n d e n t i f i c a  l a  c l a s e  NP-Completa como l a  c la s e  de problem a "más 
d i f i c i l e s "  en NP. SI UN PROBLEMA . n<ENP-COMPLETA ES TAL QUE n íP  ^  P = NP Y 
SI 3 Í16NP-COMPLETA, fl 4- P ^  \]V Ít NP-COMPLETA fV P.
SI P*NP:

NP

Lema 4: SI L1( L2 €NP, L^NP-COMPLETA, Y 
= ^ L 2 <f NP-COMPLETA

S i en u n c ia m o s  lem a 4 en té rm in o s  de prob lem as d e c i s io n a le s  e s t e  Lema nos da un 
método de p ro d u c ir  nuevos problem as N P-C om pletos, UNA VEZ QUE TENGAMOS AL MENOS 
UN PROBLEMA EN LA CLASE NP-COMPLETA.
PARA DEMOSTRAR íl €  NP-Com pleta, TENEMOS QUE COMPROBAR :

1) NP
2) 3  ALGUN fl* DEL QUE CONOCEMOS 6 N P-C om pleta, TAL QUE
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POR LO TANTO NECESITAMOS UN PROBLEMA EN NP-CCMPLETA

S. Cook: "The Complexity o f  Theorem P r o v in g  P r o c e d u r e s "  P ro c .  3rd Ann. STOC, 
ACM 1971, 151-158.

PROBLEMA SATISFACIBILIDAD (SAT)

S i  X= -|x-| X2 . . .  xra XT x2 xm h es un conjunto de v a r ia b le s  Booleanas, y
una f u n c i ó n  t :  X ---- * " {V.f } “ t a l  q u e  s i  t ( x ¿ ) = t ( x ¿ ) = F  y
t í X j i J s F « ^ ^  t ( x j _ ) =V .  Una c la u s u la  sob re  X, C, será  la  d is junc ión  de v a r ia b le s  
boo lenas .

c2 = { * 1  v X2 v/ xn>
C3 = i  x3 v  x2>

ENTONCES SI S= - f x i , x3 , xi*}  <— V (1 )  
tendremos C1AC2AC3 = V (1 )

Para que e l  problema SAT tenga una so luc ión  S necesitamos dos cond ic iones

SAT Dados conjunto de l i t e r a l e s  
y c o le c c ión  de c lausu las  C-) C2 . . .  Cm

Ver s i  e x i s t e  una as ignac ión  t : X - ^  
m

Í V ,F > ,  t a l
( 1, 0 )

que A  c i  = V (1 )  
i=1

Ejm: X = ^ x i  x2 X3 xi\ x i  x2
Ci = - f xi  v  X2 v  x3}

1) | s n { x it  xjV |
2) SOCj 4 0 J

íM  V i ,  1<i^n
Vj 1Sjsm

a*###*#*#*#######**##*##*
* TEOREMA COOK (1971)COOK (1971) *

* SAT éNP-CCMPLETA *
***tt**«ft«****tt**X*ft**ft**ft

EJEMPLO REDUCIBILIDAD:

SAT 3 :

ENTONCES: X, Ixl = 2n, C = { c i ,  C2 . . .  Craj -  Clausulas t a l e s  que j c j  =3 1-i^m

PROPIEDAD
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RECUBRIMIENTO DE VERTICES (RV)

ENTRADA: Grafo G(V,A), KéN, k ^ n  = I v l

PROPIEDAD: E xiste  un recubrimiento de V ér t ices  de card ina lidad  ~  K

[E x i s t e  V* ¿ V ;  (V 'I s K  y t a l  que para cada a r i s t a  { u , v }  f  A a l  menos uno 
entre u y v pertenece a V'J

Ejemplo:

R.V.

#***#***#####»*##***#**#**#***#*####**###*#
• VAMOS A DEMOSTRAR SAT 3 6 NP-Completa *
* RV éNP-Completa * 
»luí«#*###*#*#*#*««*#*#*##«*#«#****#**#**#**

SAT 3 € NP-COMPLETA

1) SAT 3 i  NP
2) SAT oc SAT3

Si entrada de SAT = X = | x i  . . .  X2n }

Tenemos que co n s t r u ir ,  mediante f ,  una entrada de SAT 3 es d e c ir  un conjunto X* 
de l i t e r a l e s  y un conjunto C' de c l a u s u la s .  Para c o n s t r u i r  C* reem plazarem os 
cada c la u s u la  i n d i v i d u a l  c j  <£ C por una c o le c c i ó n  equ iva lente  Cj de c lausu las  
con 3 l i t e r a l e s ,  para esto  u til izarem os  extra  l i t e r a l e s  Xj

j z i  V Z2 V . . . V  Z^j, en donde t/ ZjtX, vamos a ver como formamos C¿ y XjSi Cj 

Caso 1: K = 1 

K = 2

K = 3 

K

4 z , { z i . y j . y j } . { z i . y j . y j } }

C'j = ¿ z , , z 2 . y j  } ,  { z , , z 2 , y j j - }
Xj =
C\j  ÁUj}} x

- - 3  Xj n J y J í l s h H  }  . £411 .
Cj ={lZ 1, Z2»y j } l Ul í y j  »Zi + z , y j  h  1-Í -K -4  j- 

U t { y f  • Z k -i .Zk }|
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X  u

r  -» <m

•ü x i
m
u
j-1 Cj

0, ij- s a t

uno, y v e r i f i c a r  l a s  correspondientes Cj son 1. S i  Xj se construyó como caso 1 
ó 2, l a  extensión es a r b i t r a r i a ,  t ' ( y )  = 1 (por e jem ). S i  Xj constru ida  c a so  3 => 
X j=¿ y Cj SAT.

S i  Xj co n stru id a  caso 4, como t  es SAT para C 1 t a l  que t(Z].) = 1. S i  1=1 ó 2, 
escribimos t * ( y p = 0 , 1 -i-k-3  •

S i  l  = k-1 ó 1 = K ponemos t ‘ ( y j ) = 1  p a ra  1 ¿ i^ K -3 ,  en ca so  c o n t r a r i o  ponemos t1 
( y j ) = 1 l-si-sl-2 y t‘ (y^)=0 para 1-1-Í-K-3.

==> Todas c la u su la s  en C* serán SAT por t ‘ .

Ejemplo: SAT SAT3

Consideremos SAT: X =
c  = { * , >  _
C2 = { * 1, x3 }  
c 3 = { x 2 , X3 , X4 |
C4 = i x ] , x2 , x3 , Xl|}

f :
C1 - Í
K = 1

C2
K=2

x í = j f y í ,  y ¿ } }

Ci = { { x i v y i  v y j J í j x j V y í  yf|v'-|x1vyi>/y4}^|xivy{ v ŷ í | |

J *  x i ={y 2 » y ¿ }

c2 = -j-j X1 , V x3 \J y z [  \/|xivx3 vy2|j>

C3 í x3 = { }
K=3

C3 = |  x2 V x3 v X4 |

C4 üil = { y j ¡ ,  f í }  r f , . i
c 4 Vx2 v y n } U  -j jy n  Vx3 Vx4 ^ j*

Lo que queda

v< r 1 ¿ 1 I -  - - - - 1 - x  - I  -1 IX = -[X1,x2 ,x 3 , x 4 , y i , y i , y 2 ,y 4 ,x 1,x2 ,x 3 , x 4 , y i , y i , y 2 ,y 4 J

C # = | { X1 vyí v y í ] v { x i  ,v y iv y i  j v j x !  ,vy í  v y í |  v|x-| vy{

vy 1 }  v jx i  vx3 vy2j v j x i  vx3 vy2j v | x 2 vx3 vx4jv-jx-|

vx2 vy^ }v{y«í vx3 v x 4 | |

=> S = -|x-|,x3 ,x 2}  s o l .  SAT i . e .  t (x- | )  = 1; t ( x 2 )=1; t í x ^ J s l ;
t ' ( y ? ) = 1 ;  t ' ( y 1 ) = 1 ; t ' C y ¿ ) = 1 ;  t ‘ (yi¡) = 0

t ’ SAT
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(<= ) Si t* es una asignación que SAT C' , =* la restricción a X SAT C

• • C’ es SAT s i i  C es SAT * 
* * * * « * « « « * * * « * * * » * * * * « « « * * * « »

«*. SAT3 (NP -  Completa

RV 6 NP-Completa
1) RV 6NP
2) SAT3 °C RV

ENTRADA: SAT3 : > í = | x 1 . . .  xn| Cs |ci . . .  craj, lCil =3

Debemos transformarla en ENTRADA RV : Un grafo G(V,A) y K€ N
K ¿(Vi

f :  V 6 X —» Tí =(Ví , Ai) donde Ví = {x í ,x í|
Aís { x í ,x í }

\J Cj €C S j (V j ,A j )  donde
v’j =rT a 1 [JJ > a2 [J] » 3 3 [J J}  r r J  r  r r 17
A‘j =\a l [J] , a2 t Jjj> { a l [ j ]  >{a3Íj]> \a2 [jJ » a3 LJJ J

La única parte de la  construcción que depende de qué* l ite ra les  ocurren en que' 
clausulas, es la comunicación entre las aristas

Si C j f  C, llamemos a los tres l ite ra les  de C j: x j ,y j , z j

Las extras aristas serán:

AJ={{a1 W  ’ xj } » { a2 tJ] ’ yJ [»{a3 [j] * z j } }  

LA ENTRADA DE RV SERA

K = n+2m 
G(V,A) donde:

. yvi
V = ( i s ■] V i ) 0  Vj)

n Vvj
A = (i^-| Ai)<J ( jWl Aj) ^ ( j=i Aj>

Ejemplo: SI entrada SAT: X= -{x-| X2 X3 xijj-
c= f [ x 1 , x3, xij} ,{x  t , x2 , xi|} }

(IT , Sj ,E'* )

x1 x 1 x2 x2 x3 x3 x4 X4
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Vamos a  v e r  C e s  SAT <=> G t i e n e  RV de c a r d i n a l i d a d  i. K
( < =  ) S i  V * ¿i V e s  RV de G, IV*I-K V* d e b e  c o n t e n e r  a l  menos
un v é r t i c e  de  c a d a  y d o s  v é r t i c e s  d e  c a d a  S j .
P e ro  e s t o  n o s  da  un t o t a l  ¿  n+2m=k

V ' d e b e  c o n t e n e r  e x a c t a m e n t e  un v é r t i c e  de  c a d a  T i  y 2 de  c a d a  S j .

Vamos a  o b t e n e r  t : X - *  ~{o, i}" t ( x ^ ) = 1 s i  x í € V '
t ( X i )=0 s i  X i C V '

II 0t  SAT t o d o s  c l a u s u l a s  C j f C ,  p o rq u e  s i  c o n s i d e r a m o s  E j .  S o lo  
d o s  a r i s t a s  de E j p u e d e  s e r  r e c u b i e r t a s  p o r  V j ^ V j  
= $  una a r i s t a  d e b e  s e r  r e c u b i e r t a  p o r  un v é r t i c e  d e  Vi q ue  
t a m b ié n  p e r t e n e c e  a  V' l i t e r a l  c o r r e s p o n d i e n t e ,  x ¿  o x¿  de  l a  
Cj e s  t a l  que  t ( x j . )  = 1 ó t ( x j ) = 1  C¿=1. Como e s t o  s u c e d e
V CjéC A c j= 1  S i  t :X-*- -{oí}' h a c e  A C i= 1 ,  e l
c o r r e s p o n d i e n t e  V* i n c l u y e  un v é r t i c e  de  c a d a  T i  y d o s  d e  c a d a  S j .

E l  v é r t i c e  d e  T i  en  V' e s  x í  s i  t ( x i )  = 1 y e s  x í  s i  t ( x i ) = 0 .  E s to  a s e g u r a  a l  
menos una de  c a d a  3 a r i s t a s  en Ej e s t a  r e c u b i e r t a .

t i/ . S i  i n c l u i m o s  en  V* l o s  e x t r e m o s  d e  S j  d e  l a s  o t r a s  a r i s t a s  en E j  n o s  
p r o d u c e  e l  RV d e s e a d o .

Ü

ESTRUCTURA DE NP

*******************************
* S i  P¿NP =* 3 n p i =n p - ( p u  NPC) * 
*******************************

R . E .  L a d n e r :  "On t h e  s t r u c t u r e  o f  P o l y n o m i a l  T im e  R e d u c i b i l i t y " . J . A s s o c .  
Comput. Mach. 2 2 ,  1 5 5 -1 7 1 ,  1975

TEOREMA: S i  L 1 e s  un l e n g u a j e  r e c u r s i v o  t a l  que  L - | ^ p .  E s t o  i m p l i c a  que  e x i s t e  
un l e n g u a j e  r e c o n o c i b l e  en t i e m p o  p o l in o m ic o  L2 6 P t a l  q u e  s i  L3= L ^ L 2 , 
L3 p e ro  L 1 <£. L3
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SI L ì t  NP-C Y SI P* *NP 
L ì i  P Y SI L2 6 P  
L3 é. NP pero corno L i <£L3 

=* L3<ÍNP-C y como L34ÍP 
=» L3 Q NPI.

L2

l 3

P ero además l a  c l a s e  NPI e s t a  c o n s t i t u i d a  por una c o l e c c i ó n  i n f i n i t a  de c l a s e s  
de e q u i v a l e n c i a .  Porque s i  L - | £ N P I ,  e l  te o r e m a  de L a d n e r  n os c o n s t r u i r á  un 
problema L3 "más f á c i l  que" L1 pero t a l  que L 3 ^ P .

CONSTRUCCION DE LA "CEBOLLA" DENTRO NPI

S i  P¿NP, e l  teorema de Ladnen => NPI¿0 que:
Supongamos Tí 1 € NPI j f ^ ^ P  t a l  que s i  113 í"D-]f>n2n , 1  ̂ 3» rí 3 P

H acien d o  e s t o  r e p e t id a m e n t e  podemos c o n s t r u i r  unas capas c o n c é n t r ic a s  de c l a s e  
de c om p lejid ad .

¿Se conoce algún problema " n a t u r a l "  que p e rte n e z c a  a e s t a  c la s e ?  No

C u a lq u ie r  problema en NP pero no NPC es un p o s i b l e  c a n d id a to .
Uno de e l l o s  es e l  problema de e n c o n tra r  un isom orfism o e n tr e  dos g r a f o s .

* # # # « # * *  *# * # # # * # # # # * « * * # # # * # # * » * # # * # # # # # * # # * # # * * # * # * #

* Es d e c i r ,  dados dos g r a f o s  G(V,E) y G* ( Vr , E ' )  *
* ¿ e x i s t e  una fu n ción  b iu n iv o ca  f :  V->Vr *
* t a l  que -{u,v)‘éE s i  y so lo  s i  - { f ( u ) ,  f ( v ) } f E '  ? *
* # # # * # # # # # # # # * * # # * # # * # * # * * # # # * # # * # « * # # * * * * * » « * » * # * # #
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Si. L1<t:pL2 y L2 ^pL i L-\ = pL2

TEOREMA: ISOMORFISMO AUTOMATAS FINITOS 
Isomorfismo autómatas f i n i t o s  2 p Isomorfismo g ra fos  
Isomorfismo semigrupos =p Isomorfismo g r a fo s .

Es d e c i r  l o s  p rob lem as de is o m o r f is m o  de g r a f o s ,  isomorfismo de semigrupos, 
isomorfismo de autómatas f i n i t o s ,  tienen la  misma com plejidad .

TARJAN, ha dem ostrado que e l  d e c i d i r  s i  dos grupos son is o m o r f i c o s ,  se puede 
r e a l i z a r  en 0(n21g¿n) e donde n es e l  orden de l o s  grupos.

G.L. M i l l e r :  "On the n^°Sn Isomorphism Technique"
Proc. 10th STOC, 51-58, 1978

C o n je tu ra  ( 1 ) :  El i s o m o r f is m o  de g ru p os  es  mas f á c i l  que e l  isomorfismo de 
g r a f o s .

Conjetura ( 2 ) :  Isomorfismo g ra fos  é  NPI

S i  ( 1 )  F a ls a  ^ > e x is t e  a lg o r i t m o  0 ( n c l o 8n ) para is o m o r f is m o  G r a f o s ;  S i  ( 1 )  
Verdad =?> P 4 NP

R ecordem os que s i  ten iam os  un prob lem a en forma d e c i s i o n a l  , e l  problema 
complementario n c , era e l  resu ltado  de cambiar la s  respuestas . S|íc = \Ê—S

DEFINICION:

CO-NP = { n c / OeNP/*
CO-NP = T /E * -  L : L lenguaje  s o b r e ! ,  L €  NP f

Como ya indicamos, parece que muchos problemas en CO-NP no pertenecen a NP. 
Como también indicamos P=CO-NP

P¿NP
NP¿CO-NP

Como P = CO-P, s i  NP¿CO-NP ^  P/NP aunque puede suceder que PjíNP in c luso  en e l  
caso de que NP=CO-NP!

TEOREMA: Si e x is t e  problema fl£NP-completa ta l  que ffírNP, entonces NP=CO-NP 

Demostración:
F á c i l  n£NPC =|> nc ÉCO-NPC = 7n'c , n ' c r f nc
pero s i  nc <: NP -=^ HCeXn . n ’ c «£CÍ n c e / V P

J
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Algoritmo más f á c i l  es u t i l i z a r  backtracking y examinar todas las posibles 
correspondencias entre los vertices de los grafos. Si lv l̂=|v|=n, tendremos que 
la complejidad de este algoritmo es ni =" 0(2n).

Algoritmo más "inteligente":

Si definimos como cardinalidad de entrada de un nodo el número de aristas que 
llegan a ese nodo, y cardinalidad de sa lida j backtracking restr ing ido  a nodos 
igual cardinalidades.

Si e l grafo es planar, Hopcroft, Wong: "Linear Time Algorithm for Isomorphism 
o f  Planar Graphs" Proc. 6th STOC, 172-184, 1974. Consiguieron un algoritmo en 
tiempo 0 (n ) ! ! !

Semigrupo: S=(x,*) tal que * es asociativa y def. 

Dos semigrupos: S,(x-|,*i) =“ S2(x2,*2^ sí 

3 biyección f :  xi -*■ X2 tal que

* x*i y = Z f ( x ) *2 f (y )  = f (z )  *
a # * # * * # # # # # # # * * # * * * # # * * * * * * * # * # * # * * «

« # * * # # # # # # # # * # # # # # * « # * # # * * * * * # # # # # # # # # # # # * # * * # # * * # * # # # # # *

* E1 Problema del isomorfismo entre Samigrupos es *
* determinar si existe una biyección del tipo anterior * 
###***######*###***#*#*#*****#*#******#*###*#*#*#*#«###**

Autómata Finito: A=(Q, X , J , S, F) ,-
Estado: Q, Alfabeto :£  ; Función trans: <f* Qx ¿  -»Q 
Estado in ic ia l  StQ; Estado final F C Q 
Dos autómatas son Isomorficos, Ai =" A2 , 
s i  existen biyecciones f  : Q1 —> <32. g:¡L-|"*, 'L2 
tales que
(a) f(<í\ (q,a) ) = ¿2(f(q) ,g (a ) ) V*q£Q, y VaéZ,
(b) f (S 1)=S2
(c) q£ Ft< ^  f(q ) e  F2 Vq €

a##**#*##***###*###*»«***##*»«*****###*#######*#*##*

* El problema del isomorfismo entre autómatas *
* es el determinar si dados dos autómatas existen *
* biyecciones del tipo anterior *
•a*«*#»#*****###*#»#*»#»***#****#*####**#*******#*#*

K.S.Booth "Isomorphism Testing for Graphs Semigroups and f in ite  automata are 
Polynomially equivalent Problems", SIAM J. Compt. 7,3, 273-279, 1978.
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Consecuencia de este teorema: Si tenemos un problema n t a l  que H y 
pe  ¿ np ^=^?í]/ÓíP-Completa excepto en e l  caso de que NP=CO-NP.

Por lo  tanto s i  un problema ÍT no sabemos s i  es NP-Completo o s i  es P, pero f| 
y nfÉNP, eso indica una fuerte  evidencia (tan fuerte  como P^-NP) de que 
H  ̂NP-Completa.

PROBLEMA:
s

P=(NP R CO-NP)
ó ? ?

P£  (NPHCO=NP)

Vamos a ver dos problemas que tienen dicha propiedad:

(71 : Números compuestos 
E n tra d a :  K£2+
P r o p ie d a d :  ¿Existen enteros m,n>1 ta les  que k=m.n.?

n2* Programación l in ear
En tr  ada: Vectores de enteros Vi=( v¿ ll] t/i Í2J v í  [rjp 1^i*m 

D = (d 1,d2 , . . dm) , C=(Ci,C2 , . . . C n) ,  B f í
Propiedad: Existe un vector racional X = (x-| ,x2 , .. .xn)

ta l  que Vi-X^di 1 î=án y t a l  que C.X^B?

H -| ir NP SENCILLO 
H1C : PRIMOS

: DADO K i  1+
PROP: ¿ES K PRIMO?

* # # * • # # # # # « « » « « « * » * « « »
* ESTA DEMOSTRADO PRIMOS^NP »
* V. P ratt :  "Every Prime has a succint c e r t i f i c a t e '1 *
* SIAM J. Compl. 1975, 21H-22- *
a#*###***«**#*###***#*#******#***##****#«####*########

De igualmanera n 2 y f12 <5 NP

Esto  es una f u e r t e  e v i d e n c i a  de que números com pues tos  ^ N P -com p le to  
programación l in ea r  NP-completo

i t * # * # * * # # * # # # # * * « # # # * # # # # # * * * # # * * # * # * * * # * # #

* Recientemente: PROGRAMACION LINEAR €P *
*  (Algoritmo E lipso ida l de Katchian) ( * )  *

Números compuestos podia ser candidato € NPI

i 1*) L. Lovaz, P. Gacs: The Katchian Algorithm. 
Tech Report Stanford Uni. (1979)



24

TEOREMA LADNER

Una Máquina Turing Oráculo "MTO" consiste en una MTD con una extracinta "cinta 
Oráculo" con su cabezal lectura -escr itura .

- 2 - 1 0 1 2 3

• f f i  n

Control
Finito
Estados

- 2 - 1  0 1

Cinta
Oráculo

Cinta
Principal

La MTO viene especificada : 

1 .-  L  : Alfabeto f in i t o

2 . -  Conjunto f in i to  estados Q: con: 
qg: estado in i c ia l

qp: estado parada
Qs

Q n
qc : estado consulta al oráculo
qr : estado de volver a comenzar la computación

3 . -  Función Transición:

ó’ : {<3--{qp , qC|| x ì_  *  Qx Z. x|d , i | x | d i |

La computación es s im i la r  a la  de la  MTD excepto  cuando e l  c o n t r o l  estado 
f i n i t o  es_tá en qCf lo  que suceda en e l  s iguiente paso, depende de una función 
oráculo

Comenzamos la computación con la entrada x, |x|=n, en la cinta princ ipa l, y la 
máquina en estado qo* Durante la computación pueden ocu rr ir  tres movimientos de 
la MTO:

1 .  -  Si se llega  al estado qp , la computación termina

2 .  -  Si el  estado es q € Q -  "[qp» Q c}  » e l  movimiento s ig u ie n te  depende de l  
s im b o lo  e x p lo r a d o  s o b re  la s  dos c in ta s  y de ¿  . Actúa como una MTD pero 
explorando y moviendo dos cintas.
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3 . -  S i  máquina l le g a  a p a rarse  en estad o  qc , e l  próximo paso dependerá del 
contenido de la  cinta oráculo y de la  función oráculo g .

Si es la  cadena en cin ta  oráculo y todo lo demás blanco, y s i
g (y )=  2., Z f Z * ,  en un paso.

* La c in ta  oráculo pasa a contener Z en a |z|. El resto de la  cinta
en blanco).

* El cabezal oráculo se sitú a  sobre " 1 "

* El control estados f in ito  cambia de qc a qp .

LA DIFERENCIA PRINCIPAL ENTRE MTD Y MTO ES EL PUNTO 3, LA CONSULTA AL ORACULO.

Si la  MTO e s c r ib e  y f l *  sob re  la  c in ta  o rá c u lo  y e n t r a  e l  e s t a d o  q Ct l a  
re sp u e sta  z = g ( y ) ,  es equivalente a tener una subrutina que nos compute g , PERO 
EN UN SOLO PASO

LA COMPUTACION DE UNA MTO SOBRE ENTRADA DEPENDE DE "x "  Y DE LA FUNCION ORACULO 
g-

Si tenemos L m , Lfj2» L-j—¿-|*, L2 — X *  asociados A W| ÍT2 
L1 Turing reducible L2 (L-j L2 )
SI 3 MTO Ml2 que actuando en tiempo polinómico X£Li<r^> Ml2 se para
estado aceptador con entrada x y oráculo L2 ( ) ) x( L2)

(R eferencias: Cook ( 1971) ,  Turing-Pst (1937) )

Si L m ,  Lí72 (L. 1 , L2 ) L1 Es KARP reducible L2
(L-|ccL2 ) SI , 3 f :  — 3* ¿ *  3  x í  L i < ^ f ( x )  L2 y f  puede ser computada MTD
tiempo polinómico

(R eferencias: Karp (1972) ,  Post (193?) )

DEFINICION L1 £ NPDURA SI 3L2 CNp-Completa TAL QUE L2 ctT  L1

QUE H (L,t ) € NP-DURA 
^±>(NECESARIAi^IENTE) QUE 

n 6 n p . m i
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Teorema: Si B^P, pero B es computable existe un A computable tal que A^P,
Agfc B, B cCT  A

Corolario: Si P í NI? 3L fc NP-J? y tales L^NP- Compl.

Demostración: Si L 6 NP - P Teor^L'¿ P 3L* ocL* L6 NP 
pero como L ^ L ' ^ ' l ' ^NP-Compl.

Corolario: Es similar a la solución del problema de POST: Todo conjunto no 
recursivo pero recursivamente enumerable, es Turing completo ??

La respuesta fue no (Friedberg)

La versión polinímica del problema POST:

Es todo miembro de NP-P, NP-Completo?

REDUCCIONES QUE PRESERVAN LA ESTRUCTURA *

Definición: UN problema de optimización A:

A = <ENTR, SAL, SOL, Q, m>

en donde

ENTR: CONJUNTO ENUMERABLE (ENTRADAS DATOS) ( £ A)
SAL: CONJUNTO ENUMERABLE (SALIDAS)
SOL: ENTR — ^A | A < SAL A

(es una función recursiva que nos da soluc. aproximadas para cada 
elemento de ENTR)

Q: CONJUNTO ORDENADO TOTALMENTE (Q = N)
m: SAL — 5» Q

(m nos da una medida de las salidas sobre las soluciones)

Definición:

El VALOR OPTIMO m«(x) de UNA ENTRADA x DE UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION A ES 
m*Tx) = MEJOR [ m(y)/ y SOL(x) )

LA SOLUCION OPTIMA A«(x) DE UNA ENTRADA x:
A*(x) = | y € SOL(x)i m(y)=m*(x)}

* Este material està sacado de:
- G. A'ASiello, D. Atri, M.Protasi: "On the Structure of Combinatorial 

Problems" Proc, th ICALP, Turku, 1977
- G. Ausiello, A. Marchetti Spacamela, M. Protasi: "Combinatorial Problems 
over Power Sets". TR 79-^3, CNR, Roma 1980
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EJEMPLO: MAX-CLIQUEsA

Dado un grafo G(V,A) encontrar un d iq u e  de cardinalidad máxima. 

Entr: Conjunto grafos f in ito s  ( £ a)

Sal: Conjunto de grafos completos fin ito s

S o l(x ): Conjunto de subgrafos completos de un grafo dado x

Q: M (con la ordenación usual)

m: ' Numero de nudos de un grafo completo

Consideremos x feENTR.:

m (^[ade})= 3 
m ( fde>) = 2 

m*(x)= m(\bdacj-) = 4
\

********************
* A*(x) = { bdae\ *
a ## ##* #* ##» #* *# ## *##

Estructura Combinatoria: 

lx = <1, 5, 8, 5, 1>

Soluc. soluc. soluc. so l.
0  Cardinalidad cardinalidad card. card. 

1 2 3 4

D efinición : Dado un problema optimización 
A =<ENTR, SAL, SOL, Q, m>

Definirem os la estructura  com binatoria de un entrada xfENTR, ( l x ) ,  como la 
lis ta  de las cardinalidades de las soluciones aproximadas de x.
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««*«««««««««**««*****««*««««**«***«»««*ft ft«**«««*** 
«
«

«
*
«

Formalmente:
lx = <a-j, a£, . . .  an n̂ O ta l  aue 
3 u lf , un ÉQ, con Ui<-ui+ i Yi^n
( 1)  (Vi )  { a i S |Ai (x) f l
(2) A i(x) = {y | yi-SOL(x) Am(y)= u i }
(3) U. A i(x) = SOL(x)

y que

«* « « « «* * « « « « » «« «««• * «* « ««* « ««« «* « «««* ««» «« »««* «* « «

«««««*««**«*««*««
NOTA: * An(x) = A»(x) *****»»ftft»****ftftftft

D e f in i c i ó n : Un problema de optimización se define como convexo s i  para cada x 
t entr, para cada a i é l x , (correspondiente a un v a lo r  " u í " de m), y para cada q 

Ujé.q s.m* ( x) , e l  con junto  de s o lu c io n e s  aproximadas de x, con medida q, no es 
v a c io .

Algunos problemas convexos: max-clique, max-sat, min-recubr 

Probl. no convexo max. suma subconj.

D e f in i c i ó n : SI A ES UN PROBLEMA OPTIMIZACION Y SI x, y éENTR DIREMOS QUE x _ES 
EQUIVALENTE A Y EN A ( x i Ay) SU TIENEN LA MISMA ESTRUCTURA ( lx  = ly)

[xj A REPRESENTARA LA CLASE EQUIVALENTE DE x BAJO =A

Si l r , l s son estructuras de r , s  CENTR, diremos l r s-lo s i  I r  =<\a 1> . . .an^ y 
l s=<"bi, . . . ,  bm)y  J i 1f . . .  i n con i j  < . . .  < i nr£: m y (íj<n) a j^ b i j

Claramente es un orden parcia l .

S i  r f s £  e n t r a d a ,  d ir e m o s  r es un subprob lem a de S en A ( r - ^ s )  s i  la  
estructura de r es una subestructura de s , l r - l s .

SI [rJA, LsJ A ¿ENTRADA/=A • LrJA “ A Í>Ja SI r ¿AS

Definición: Si A=<ENTR., SAL, Q, m es un problema o p t im iz a c ió n ,  EL PROBLEMA 
DECISIONAL ASOCIADO A. Es el conjunto Ad ^  ENTRxQ donde Ads^x,k> I K^m*(x)> 
(la  desigualdad respecto a la ordenación de Q).

E jem plo: SI A=MAX CLIQUE, A j : Encontrar o no s i  un grafo tiene un CLIQUE de 
ordena K.

D e f in ic ió n : . Si Ad , Bd son problemas decisionales  asociados a A y B 
Ad-^Bd s i  3 : lEa ^ Í B

f 2  :  f f A  x  Q a ' ^ Q b

tal que < xik> 6 Ad<í=C>(fi(x), f 2 (x ,k )^ €  Bd 
y f-|f2 computable tiempo polinómico con Algoritmo determ.
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Ejem plo: Consideremos MAX-CLIQUE.=A.

Z:

SOL(z)= ■ {« . { a } , A b > .  -{c>  l d > ,  
-fe/, > íabH ae/'ibejr\ec/ 
■ {ed}"<cdj -[abe}" -{ecd|
1,=

Claramente tenemos:
i y = l z [y^A = [ z J a

Vamos a v e r  re la c ió n  x tz
l x = < 1 , 5 , 8 , 2 , 1 >

l z = <1 ,5 ,6 ,2>
"=> l x- l j

.'•fyÍA = [ z] a - W a

Ejem plo: EMPAQUETAMIENTO CONJUNTOS

E n trad a: C olección  C. de conjuntos f i n i t o s ;  K t Z * ,  Kcl c| 
Propiedad: ¿C  con tien e K con juntos mutuamente d is ju n to s?

C lique « p e  EMPAQ. CONJUNTOS 
X = G(V,A)  lV Í=n 
f  1 ( x ) ="{C 1 ,  C2, • .  • Cn j  
f 2 ( x , k )  = k

C i = { f i , j }  { i , j } ^ A }

l x = l f 1(x)
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La única manera de que Cu n c v 4 0 ¿=?>{u,v! É Cu A{u,v|ecv \
=^> \jsubgrafo de x, }arco { u ,v}6C'i los conjuntos entre CflCv - &  íty viceversa)
Esto demuestra Vk-clique en x }k conjuntos disjuntos entre s-j 32 ... sn 
Si dos cliques-k difieren al menos en 1 vértice las familias correspondientes 
de K-conjuntos disjuntos son diferentes (y viceversa)

El número soluciones de medida K par CLIQUE =
-= número soluciones medida K para EMPAQUETAMIENTO
Como f2Íx,k)=k ^  si en lx tenemos b soluciones de medida u y c soluciones 
de medida v, v^u, en lf^(x) 
b estará delante de c

« a # # * # » # * * * # * * * # # * # * * # * # # * # # # # # # * # # # # * # # * * # # # # # # # # #

* Por lo tanto la reducción preserva estructura *
•«*»«*»****N*«*«********«**X***«***«««*«*«*fc****««*

CLIQUE s='pe RV

X i G(V,A)

fTÍxJxxrGÍV.A) 
f2(x,k) = i Vi-K

lx=(1,5,8,5,1) R.V. Recubrimiento medida:
1 .  -  - C 3 }
2. - {1,5} {1,3} {3,5} {2,3} {4,3}
3. - {123} {125} {234} {235}

{134} Í135} {145} {345}
4. - {1234} {1235} {1345}

{2345} {1245}
5. - {12345}

**• ln (x)= {1,5,8,5,1}

^  lx=lfi (x)
Esta definición de reducción =* Karp 
Casi todas las reducciones Karp => <=e

Nuestro interes reside en estudiar que problemas NP-Completos pueden reducirse 
de manera que preserven estructura.

Definición: SI Ad,Bd son problemas decisionales asociados a problemas de 
Optimización A y B.

La reducción<f 1, f2^>de A¿[ ^  Bd se dice que PRESERVA EL ORDEN ^po
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• * « « * » • « * • * • • « « « • « « * * * * « * « * * « « • * * « « « * » « * « « «  *

SI í**Qí3í***Í5*i***«*«***Slií¿*S*»f*

La reducción < f-j, f 2 > de A¿ <X Bd se dice que 

PRESERVA LA ESTRUCTURA OC pe

* # # » * # » * # * * # # # # * # » * # # * # * # # # # * * # # # # * # # # # # * » * *  a * # * * « * » # # « * * # # * *

SI * V X £ Ía , Vy e f g  , f  1 (x)=y ¡£> lx =1y * * lx  = l f l ( x) *
******************************************** *****************

en donde lx, ly son las estructuras de x en A y de y en B 

Lema SI <f PRESERVA ESTRUCTURA ^>«5 PRESER VA ORDEN

Definición: Una reducción f=<f-|,f2>  Ad =c Bd se denomina
PARSIMONIOSA SI V X € E A , V- K £ QA 

| -f y £ SOLft(x) lmA(y)=K]-| = \-{y SOLb ( f  1 ( x ) ) |mB(y) = f 2 (x, k)}|

Es decir preservan soluciones (e l  número soluciones).

Como nosotros estamos interesados en considerar e l  número de s o lu c io n e s  
aproximadas:

Una reducción <f-|, f 2>  : Ad se denomina FUERTEMENTE PARSIMONIOSA SI

1) Es parsimoniosa
2) V z £ f  -| ( £a ) Vh€QB : ¡íyeS0LB(2)|mB(y)=hl 4 0^3 x6 Í A, j  K f  QA 

Q-fy S0LA(x)lmA(y)=K} ¿ 0 a  Z = f ^ x )  A  h=f2 (x,k)J

Una reducción Ac se dice ESTRICTAMENTE MONOTONICA 
Si \/x, k i< K 2 en QA f 2 (x,K-|) < f 2 Íx-j ,k2 > en Qb

Teorema: S i una reducc ión  es fuertemente parsimoniosa y estrictamente
mono tónica -=̂ > preserva la estructura.

Demostración: Si la reducción es fuertemente parsimoniosa Vaié l x
3 bj 6 í ( f  1 ( x ) ) 3ai=b j y la  longitud l (x )- - long itud  l ( f 1 ( x ) )

Como la reducción es estrictamente monotonica

Dados aj^ , a i ,£ lx y los correspondientes ajj , a j2t l f i ( x )

Si i i  < Í2  J l J2
Vi ai=bi lx = Ifj

6
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CARACTERIZACION DE REDUCCIONES QUE PRESERVAN ESTRUCTURA

Teorema: S i  A es un problema O p tim ización  Convexo

f= < f  1 , f 2 >  Ab «L Bb t a l  que:

1) f  es  Parsim oniosa
f  a (x )+K s i  A y B son problem as Max-Min

2) f 2 (x ,K )  = -S
[ a ( x ) - K en o t r o  caso

3) f 2 es t a l  que f 2 ( x ,  
= min

rain "'fmA(y) I y € S O L (x ) }  ) = 
-CmB(z)lz tS O L (f  1 ( x )  )}•

ENTONCES f  PRESERVA LA ESTRUCTURA

D e m ostra c ión : 2 ~ >  f  es e s t r i c t a m e n te  mono t ó n i c a
1+2+3+Ab convexa =£> f  Fuertemente P arsim oniosa

El teorema a n t e r i o r  com pleta  la  d e m ostrac ión

Vamos a l i s t a r  a lgu nas r e d u c c io n e s  que preservan  e s t ru c tu ra ' .  

CLIQUE <^R. V.
CLIQUE «j: Almacenamiento en Conjunto 
PARTICION «cSUMA SUBCONJUNTOS ’

PROBLEMA CORTE SIMPLE

ENTRADA: GRAFO G( V, A) ,  P esos p ( a ) ^ Z + , ¿ t A .  K 6 Z  +
PROPIEDAD: E xiste  una p a r t ic ió n  de V=V-|UV2 (V i^ V 2 = J0) t a l  que 

A  pía^) -E  K en donde ai= (AA., v) u.6V1, v £ V2 2

PARTICION GRAFOS

ENTRADA: Grafo G* = (V* ,A) pesos p ' ( v ) £ £ +  \/v £ V
y l ( a )  € #+ Va £ A1 , enteros K, J (r £+
PROPIEDAD: E x is te  una p a r t i c i p a c i ó n  de V=V-]L/V2 ^ . . . V m
( V i / i V 2n . . . n V m) t a l  que ^ p ( v ) ^ k  1^i=m

Y t a l  que s i  A" — A, e s  e l  c o n j u n t o  a r i s t a s  co n  s u s  e x t r e m o s  en d i f e r e n t e s  
c o n ju n to s  V¿

==> I  l ( a )  < J ?

Teorema: CORTE SIMPLE ^ p e PARTICION GRAFO

Demostr. X=C.S, Y=P.G.
K K
y  n - 4  y 1

l x = < a i  . . . a k > ¿ ' - a i  = 2 ; l y «  < b j  . .  . b k> = ^  C b i  = - (  ^  )
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METODOS PROBABILISTICOS EN EL ANALISIS DE ALGORITMOS MAS EFICIENTES PARA LOS 
PROBLEMAS NP-COMPLETOS

Dado un cra fo  G( V. A) .  un I ^ V  es  un co n ju n to  in d e p e n d ie n te  en G

E l p r o b le m a  d e l  c o n ju n to  in d e p e n d ie n te  máximo c o n s is t e  en e n co n tr a r  un co n ju n to  
in d e p e n d ie n te  1^ en G, que ten ga  c a r d in a lid a d  máxima.

A llfjjl =°<1(G) míe llam arem os e l  "número e s t a b le "  de G.

En form a d e c i s i o n a l :

Dado G ( V , A ) ,  |v|=n, y una c t e .  k ,  k f  N, k-sv e n co n tr a r  s i  G t ie n e  un co n ju n to
in d ep en d . de c a r d in a lid a d  k .

1 .  -  C o n s tru ir  la s  fa m il ia s  jg], pE?2» £ 3 1  •••Jok
en donde  ̂ es la  fa m il ia  de to d o s  l o s  c o n ju n to s  in d e p e n d ie n te s  de 
c a r d in a lid a d  i .

2 .  -  S ij£  k *  ti, La r e sp u e s ta  se rá  S I .
S i ^ k  s 0', La r e sp u e s ta  se rá  NO.

P ara  c o n s t r u i r ^  i + 1 p a r t i e n d o  de £ i , v e r i f i c a r e m o s  que para cada C j y 
para cada V ^ ^ C j, s i  C jO -fv i)-  c o n t in u a  s ie n d o  in d e p e n d ie n te  o no lo  e s .

COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO

Cada paso de £ ± a jS i+ i  r e q u ie r e

en donde I ( G)  es  e l  número t o t a l  de c o n ju n to s  in d e p e n d ie n te s  en G.

Vamos a dem ostrar e l  s ig u ie n t e  teorem a:

Teorem a: (Phan Dinh D ie iO (1 9 7 7 )
Cuando n —=> <x>, para " c a s i  t o d o s "  l o s  g r a fo s  G de n v é r t i c e s ,  tenem os que:

ALGORITMO

l^i+11 (n - ( i + 1 ) ( i + 1 ))

Por lo  ta n to  c o m p le jid a d  t o t a l  se rá

i  l o g n - l o g  lo g n - 1
< KGU

J_ lo g n + lo g  lo g n +2
r> 2.
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E ste  teorema nos i n d ic a  que e l  a lg o r itm o  de a n te s  t i e n e  una com plejidad  de 
0(nc * l° 8 n ) donde c > 0

Para c a s i  todas l a s  e n tr a d a s  d e l  problema.

DEMOSTRACION TEOREMA P.D.D.

(a) S i  X = ^ x i ,X 2 ,  . . . x n -̂ , |x/ =n, e l  número de g r a f o s  d i f e r e n t e s  que se

pueden formar tomando X̂ como conjunto de V é r t i c e s  es  p=2cn

Denotemos e s t o s  p g r a f o s  por Gi G2 G3 . . .  Gp .

(b) S i  O í K ^ n ,  K f N ,  e l  número de s u b c o n j u n t o s  de X con c a r d i n a l i d a d  K e s :  
q=Ck = Llamemos e s t o s  q sub co njun tos  de X por E1 E2 E3 . . .  Eq.

Dados un g r a fo  G, y c t e s .  n fK £ N.  D efin irem o s:

I k (G): numero co n ju n to s  in d e p e n d ie n te s  en G, de c a r d in a l id a d  K.

I k (G): v a l o r  medio de I k (n) (so b r e  todos l o s  g r a f o s  G de n nodos)

Pn>K(m): NUMERO DE GRAFOS G, CON X COMO CONJUNTO DE VERTICES Y QUE CONTIENE 
EXACTAMENTE UN NUMERO m DE c on ju n tos  INDEPENDIENTES DE 
CARDINALIDAD K.

£  n k : VARIABLE ALEATORIA QUE TOMA EL VALOR m CON PROBABILIDAD pn,k(m)= Pn.k(m)
¿ C i )

Mj f n }k: ESPERANZA MATEÍMATICA DE n>k

LEMA 1 M £ n / k = I k (n)

Dem ostración: El #  subconjunto de K nodos que se  pueden formar con X es 

Pn)k(m)=íHy Pn> k<m) =° % n , k= mfo m Pn ,k(m) =

m=j m Pn,kím)+ ¿ q + 1  m pn, k(m) = _1_ ^Ti m Pn,.k(m)=X i= i r í *  ^

LEMA 2 M f nik*cg2
r ^

D e m o s t r a c i ó n : P ar a  to d o  g r a f o  Gi ( i = 1 , 2 , . . . , p j  p=2 n ) ,  l lam em o s I k ( G i ) a l #  
subconjunto de k nodos que son in d e p e n d ie n te s  en G i¡  y para  c a d a  c o n j u n t o  de K 
n o d o s  Ej . ( j = 1 , . . . , q ;  q = c£) llamamos dk (E j)  a l  número de g r a f o s  de l o s  que es 
in d e p e n d ie n te .  p ^

E j .  Se cumple que : I k (Gi) = jT i  dk (E j)
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Vamos a ca lcu lar la parte derecha:

Si Ej independiente en Gi no tiene a ristas  que se apoyen en E j .

Sea W e l  conjunto de todos los  posibles  arcos c o n s tr u id o s  sobre  X excepto  l o s  
que se apoyen en Ej.

Tendremos que |w| = Cn -  Ĉ "

Por ta n to  cada g r a f o  Gi d e l  que Ej sea independ iente  correspon derá  a un 
subconjunto de W.

=5>dk ( E j )  = |P(W)| = 2 CJ ' ~ C *  ^

= í k(n) = JL i^ l  Ik (Gi) = _L > 1  dk (Ej)Ti P P
= ( 2 - c h  j T i  2 C n ~CK =

= 2-Cn. 2CA-Ck1 j?-1 ! = q . 2-c£= c* . 2 -C*

9

LEMA 3 : (CONDICION "CASI TODOS"). Si /7 es una función de lo s  p grafos con n 
nodos en los  N i ,  y j3ea h la media de fl . Si llamamos A a l  número de g r a fo s  Gi 
ta les  que H (G i)^>n . z se cumple que x  1 siendo z £R, z ^

P "z

Demostración :

¿  r\ (Ge) _ —-
irl r

>  i  5 n  u -0  >  -  ¿
P n «rO >  P

n  . z

n  A < e >  > —

F * p

a

_ i_ . n . z 2. l
p nl(rC)>

ñ z

n (iri) +• z. niwi) í
n  (<Ti) í: 

n . z

n . z. ~

n«ri) >

ñ . z
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Teorema H: Si h= i 2 log n+1

Cuando n oo , para c a s i  todos l o s  g ra fo s  G, con n v é r t i c e s ,  todo conjunto 
independiente I de G, contiene como máximo h v é r t ic e s .  Por lo  tanto ^ (G ) -h .

Ejm. de un grafo que no cumple el teorema:

n —a» o»
11| =n-1

Demostración: Utilizaremos el lema 3 con

n_(Gi) = Jh+l(Gi) 
n = Ih+1<n) 

z=h

tendremos * <

1 <  1P* h

Cuando n ^ » A  « < <  p

Tenemos A = #  grafos ^Ih+1 (G)-=*I (n)-h
h-U

^  Cuando n , casi todos los  grafos cumplen que Ih+1 (G)s? Ih+1 (n) .h 

Es decir

Ih+1 (G) — Ih+1 (n) .h = C ^ [  2 ' C^ . h
_  o J _____ A ^

(h+1)! (n -h -1 )! * ¿

h h
= (h+1)! • n(n+-1 )  . . .  (n-h+1)(n-h) = (h+T)! • A

j ' i ' f i + i j h  QC. £  «

donde: A=n(n-1) . . .  (n-h+1) (n -h )£ n ...........n=nh+1

y B=2Üí±Jjh ^  nh+1 (» )

(* )  Sacando log queda: (h+1) . h 5 (h+1) log  n
L

^  A. >, l o B n » i  2 log n+1J i 2 log n 
l
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Substituyendo

I h + 1 ( G ) ~ ( h + 1 ) !
h h

= ( h+1) h ! — h . h !  = h!

A_ h . ~nh4i 
B ~ (h + 1 ) !  '  Nh+1 

1

Cuando n-^o& , ca s i todos los  grafos cumplen que:
^ 4

ih + lí0 “̂  h!
£9

h
(h+1)!

Teorema: Cuando n -^ o o , para c a s i  tod os  lo s  g ra fo s  G, con V = X, |X|=n, e l 
numero de conjuntos independientes I(G) s a t is fa ce :

**«*****««*««*****«*«««*««** i m
* K G j^ n i  logn+log log  n+2 *
##*****##«*##***######**####*<*

Demostración:

* ^/k¿n se tiene I k + 1 (n) = n -  K
Jk (vi) Z*(*+0

en e fecto  1 (n) = Ck+1 . 2~^*"=
hí«) cí • i-«

Lema 2 n(h-1) ( n - 2 ) . . . (n-k+1 ) (n-k) -  (k+1).K
(k+1)! ^

-  n ( n - 1 ) . . . .  ( n - k + 1 ) p  -  k» c k - H
K! T
-JÜ-JfcZ a T-

-  = n-k
khi 2*0 +<)

a»######*#*#*####*########*###*##***»***####*#######*#**##*###
** * Si K ^logn-1 se cumple Iu+ i (n)  2 (n -logn + 1 )_  _1 *

* I k(n) n .lo g  n L°ln **•«»##«»**##«#*»#*«***«#***«a**##**#»**#*»««###**#»»*«#*«*«**#

Por ( « )  Ijuj 
Ik

= n -  k ^n-logn+1
m z ÍT> 2loe»-1 ( í o g n - u ñ

= 2(n-logn+1) = J_ . 2n-21ogn+2
n logn logn n

2
logn

ya que 2n-21ogn+2>h<=£> n+2 >2 logn 
lo que es c ie r to  para n su f. grande.



38

* *
*

*  Para n su ficien tem en te  grande s i  K-^logn-l se  cumple 1^+1 . 2 *
*  ì k logn *

Dg* : I k+ 1 n-k  ̂ n - io*i~n - i - _____
I k 2 ^ k + 1) 2J -ogn- i ( iogn_ i + i“)

= 2___ . n-logn-1 < 2
logn n logn

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
*  Tomando h= i logn se cumple •

* *  *  í k(n) <  ( lo g n )h“k ^ Ih(n) s i  k * 
* * Ik(n )< ( 2./I0-10;. Ih(n) si h — k *

*  v J « 
« « « « a * # # * * * # * * # # * * # # # # * # # * # # # # # * * » * # # # # * #

en efecto

h>k=> k ^  logn-1 ^  lK ^Ik+i . logn < I k+2 ( logn )2 . . .  Ik+(h-k) (lo gn )n” tf

h ^ k  k ^ l o g n - l ^ í k ^ I k . - ,  . 2 ^ I k_2 / ( 2 • • < I k - ( k -h ) f (2
tcgn { l a r f  [Ufi)

# # * * * # * # * * # * * * * # * # # * * # # # * * * * * # * *
* *  *  ^  (logn)h-k ^  n log  logn
* *  *  K<h

en efecto z
k--h ( lo g n )h_k ^  log  n h K < h /Q ^

\lOjW
(sumando la  prog.

geom etrica)

-= logn logn (lognf  f e y l .  iU L )<logn/

(
_l-ì (ô n )r *

= n log logn ( ìo g r i f - ^  = n loglogn  # ( i ogn)H~J
'í - Loí y' (i.oyi)'1 (ìcjh-1)

* * *  » T* * *  *  f _ ( 2 ìI K-h -ì  2 *•
*  Kjh \ logn>' *
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en efecto Z
k-rh

2 \K
logn/ —  (X prog. geométrica)

ya que logn ̂ 2 logn -4<?>logn 4

***********************************************
*** * Para n suf. grande, como logn-1 -^h^-logn, * 
*** * =p> c,h S: nlogn-1 *

***********************************************

en efecto = n(n-1 ) (h-h-»-1 ) ̂  n,n ...n = _nh ̂
h! ~ h¡ h!

nl°g nlogn-1 ; ya que para n grande ( flogn)! ~  2l°£n
—  “"jpTogñ

***************************************************
***** * Como log n-1 <. h £=logn, para n sufic. grande * 
*** * q 2 >• iogn (j/2 logn-2) *

***************************************************

= h(h-1) (logn-1)(logn-2) = (logn)2-5 logn+2

^ (logn)2-41ogn = logn (_1_ logn-2)
2 2

Si l(n) es la media de l(G) para de n nodos, si n es sufientemente grande:
í(n) = 1 Z_ f(Gi)= 2_ Ik(n)

■¿C n i-1 k=l
= ík + ^  Ik <  í (  ̂ —  (logn)h_k + ( l'o g n ) )k<h k k*h *í n \ k-h U  8 ; k-=h^i08ny '* *

^  íh(nlog logn +2)=cj2-Cn(nl°glogn+2) < nlo8_1(2logn)2~$lo8n(nlo8logn
* * * * * * * +* * *  * * *

ñtlogn+1 . (nloglogn+2) n
*** *** ** +******

logn+1 
n 2

/ loglognX 
\2n ) 2.n

logn+loglogn+1
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Utilizando lema 3 con CT = I
n  -  I :
(t = n

z.
LA FRACCION DE GRAFOS QUE CUMPLEN

l(G>í(n) . ((n))

ES MENOR QUE 2 
n

CUANDO n - * < x >  CASI TODOS GRAFOS

l(G)— l(n) . n n?logn+log logn+2
z B

ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL TEOREMA 4

Corolario 1 Si h= i 2 logn+1. Cuando n —■==> , para casi todos
n vértices, cada recubrimiento de vértices (vertex Cover) de 
mínimo de n-h.

Corolario 2 Si ^(G) es el número cromático de G. Cuando r 
todos los grafos G de n nodos, Y(G) ^  n

|2logn+1

Trivial si consideramos que

tX(G). |(G)"^n. C.Berge.

Corolario 3 Cuando n -s> o®, para casi todos los grafos G de 
clique de G contiene un máximo de h = í~2 logn+1 vértices.

los grafos G con 
G, contiene un

-+■«», para casi

n vertices, cada
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