NOTAS DEL CURSO SOBRE COMPLEJIDAD ALGORITMICA
Por J.Diaz, Prof. de la Facultad de Informatica. U.P.B.

Las pdginas que transcribimos a continuacidén corresponden a las
transparencias utilizadas por el Prof. J. Diaz en el curso sobre Complejidad
Algoritmica, impartido en el Centro de Cdlculo de Universidad Complutense, en
Noviembre de 1980.

Es nuestra intencidén al publicarlas, que sirvan de guia al lector
interesado en el tema, pudiendo completarlas con las referencias que aparecen
en la Bibliografia.

INTRODUCCION

Desde que en 1936, A. Turing formalizd el concepto de "Procedimiento
Mecdnico" para resolver problemas, es decir Algoritmos,ha ido en aumento el
interes por construir algoritmos mds eficaces (rapidos y efectivos) y
clasificar a los problemas de acuerdo a su complejidad computacional. En 1965
J. Edmonds (5) sugirid una clasificacidn de problemas decidibles en BUENOS,
aquellos para los que existia un algoritmo determinista de complejidad
polinomica, (nk, para k=cte) y MALOS, aquellos problemas para los que los
mejores algoritmos deterministas conocidos hasta el momento que resuelven dicho
problema, tienen complejidad exponencial 2%. Al principio de los 70, dichas
clases cristalizarian en las clases P y NP, que darian pié a la actual teoria
de la complejidad. La necesidad de esta clasificacidn de los problemas, viene
expresada en la tabla siguiente, en la que como se ve la diferencia de tiempo
de computacidn entre un algoritmo de complejidad polinomica y uno de
complejidad exponencial, es tal como para hacer practicamente imposible el
calcular el algoritmo de complejidad exponencial para valores grandes de n.

Tamafio n

Funcion
complejidad 10 20 30 40 50 60
tie m po
K .00001 .00002 .00003 00004 .00005 .00006
segundo segundo segundo segundo segundo segundo
o 2 .0001 .0004 . 0009 .0016 .0025 .003%6
segundo segundo segundo segundo segundo segundo
n3 .001 .008 .027 064 .125 216
segundo segundo segundo segundo segundo | segundo
n5 .1 3.2 24.3 1.7 5.2 13.0
segundo segundos | segundos minutos minutos minutos
ol .0001 1.0 17.9 12.7 35.7 366
segundo | segundo minutos dias anos siglos
30 059 58 6.5 3855 2x108 | 1.3x108
segundo | minutos | anos siglos siglos siglos




En la primera parte del curso se exponen los conceptos bdsicos de la
complejidad, clases P,NP,NPC, Reducibilidad, etc... Esta sacada casi
integramente del excelente libro de Garey y Johnson (7), y de los papeles
originales de Cook (3) y Karp (10). Otros articulos que se pueden consultar con
diferentes enfoques son Diaz (4), Hopecroft-Ullman (8) cap. 12-13, Karp (11) y
Penttonen (14). A continuacidn va un desarrollo sobre las estructuras internas
de la clase NPI y el teorema de Ladner (cronologicamente esto fue explicado el
Ultimc Gia del curso). El material estd sacado del articulo de Ladner (13).

Seguidamente se presenta un tipo de reduccion mds fuerte que el de
Karp-Cook, pero que preserva la "estructura combinatoria" de los problemas.

Una vez un problema se le clasifica como perteneciente a la clase
NPC, se puede perder toda esperenza de encontrar un algoritmo rdpido que
solucione dicho problema. Entonces existen cuatro posibles cursos de accidn a
seguir: -

® Utilizar métodos heuristicos (aqui no se mencionan)
# Resolver subproblemas de dicho problema.

En el curso después de demostrar que el problema del
Recubrimiento de Vertices Minimo es NPC,se demostrd que en el caso
de que el grafo venga generado por un Orden Parcial, el problema
tiene complejidad lineal (Berenguer, Diaz, (2)).

¥ Utilizar Algoritmos de Aproximacidn.

Solo se menciond esta posibilidad y se dieron basicamente dos
referencias una el capitulo 6 del Garey, Johnson (9), otra el
articulo de Johnson (9).

% Utilizar técnicas Probabilisticas a partir de las técnicas
probabilisticas aplicadas a la teoria de grafos (6), Karp (12) y
otros por ejemplo Anghliin-Valiant (1), utilizaron algoritmos

" probabilisticos para resolver casos particulares de problemas
NP-Completos (¥). Un nuevo tipo de analisis probabilistico, debida
al matemdtico vietnamita Phan Dihn Dien (15) entreve la
posibilidad de utilizar el concepto de reducién de Ausiello,
explicado anteriormente, para generalizarlo a parte de la clase
de problemas NPC.

El Curso es una introduccién a la complejidad, y dejo grandes
lagunas de la teoria de la complejidad sin tocar, concentrandome unicamente en

las dos clases mas "prdcticas" P y NP.

(*) Sin embargo estos tipos de Algoritmos probabilisticos son de dificil
generalizacidn.



CONSIDEREMOS EL PROBLEMA fT: (VIAJANTE COMERCIO)
ENTRADA:  DADOS UN CONJUNTO DE m CIUDADES
{b,, C2, €3 ... Caf
Y UN COSTO ASOCIADO A CADA PAR DE CIUDADES

d(Cy, Cj)

PROPIEDAD A SOLUCIONAR: ENCONTRAR LA ORDENACION DE LAS m CIUDADES
{c (1) Cae2)s -o Cri(m)}» QUE MINIMICE EL COSTO TOTAL

m-1
'121 d(Ca(i)s Cp(ie1) ¢ + (Ca(m)s Cp(me1)

EJEMPLO: Una entrada E de 1] :

E: C ={C1. C2, C3, Cy, CS}

d(cy,C2) = 3; d(Cq,C3)=1; d(Cq,Cy)=3; d(Cq,C3)=T7
d(C2,C3) = 2; d(Cz,Cy)=86; d(Cp,C5)=3
d(C3,Cy) = 4; d(Cy,Cs)=1; d(C3,C5)=2
\ (En grueso un circuito para
G el viajante de comercio)
3
Cqy

Una solucidn: {01,C3,02,C5,Cd}
¢¢ UN ALGORITMO 7?7
SOLUCION: PRODUCIR TODOS LOS COSTOS T. POSIBLES
¢ ES EL ALGORITMO MAS EFICIENTE?
jiicee EFICIENTE 27??7?7?7?

EFICIENTE: MAS RAPIDO (MENOS ESPACIO), CON RESPECTO A OTROS ALGORITMOS QUE
RESUELVAN EL MISM0 PROBLEMA, PARA TODAS (LA MAYORIA) DE ENTRADAS DEL PROBLEMA.



ESTA MEDIDA DE EFICIENCIA SE EXPRESA EN FUNCION DE UNA VARIABLE QUE ES EL
TAMANO DE LA ENTRADA.

Por ejemplo, en el caso del Viajante de Comercio (V.C.) tenemos el nimero de
ciudades, m, sus m etiquetas y las m(m-1) distancias entre las ciudades.

Para definir de manera precisa el tamafo de la entrada, una (entre otras) forma

es el codificar esos datos de la entrada utilizando un alfabeto finito,

mediante una funcidén de codificacidn & , que a cada entrada E del problema(
le hace corresponder una cadena del alfabeto, y definir el tamano de la entrada

I como la longitud de su codificacidn.

Considerando el alfabeto Z = JL0,1,7,} y el ejemplo del viajante comercio
visto anteriormente podemos expresar E por:

1,10,11 100,101,,,11,1,11,111,,,10,1000, 11, , 100, 10, , 1
¢(CUAL ES LAX?
Bajo esta %, el tamano de E es 52.
LA FUNCION DE COMPLEJIDAD TEMPORAL DE UN ALGORITMO EXPRESA EL TIEMPO DE

EJECUCION (PEOR TIEMPO) PARA RESOLVER UN PROBLEMA CON ENTRADA DE UN TAMANO
DETERM INADO.

Esta funcidn no esta bien definida, hasta que se especifique la funcidén de
codificacidén y el modelo de mdquina usado para determinar el tiempo ejecucion.

Pero, en realidad si utilizamos una funcidn de codificacidn "razonable"
diferira en la complejidad de otra funcién también "razonable", en una cantidad
polindmica.

Por lo tanto siempre que % sea "razonable" no nos preocupara gque tomemos una
codificacion u otra.

El tiempo razonable es dificil de formalizar.
INTUITIVAMENTE SE PUEDE EXPRESAR POR:

(1) La codificacion de una entrada E debe de ser concisa (no llevar
informacion necesaria)

(2) Los numeros en E deben ser expresados en binario o en cualquier
otra base diferente de la monaria.

De hecho, generalmente se mide el tamano de la entrada, simplemente por el
nimero de parametros.

En el algoritmo de busqueda exhaustiva para el VC,la complejidad sera™= 0(27)
iNO EXCESIVAMENTE EFICIENTE!

Con los modelos de maquina pasa algo similar a lo de la funcion de
codificacion, si utilizamos un modelo "razonable" la funcion de complejidad
temporal diferira de la funcion compleja con otro modelo razonable en una
cantidad polinomica



Un modelo no razonable seria una maquina con capacidad de realizar muchas
operaciones simultaneas en paralelo.

Vamos a considerar los problemas en los que queramos estudiar la complejidad,
en forma decisional.

Un problema decisional N consiste en un conjunto de entradas Ej , y un
subconjunto Sy ﬁ&En de entradas para las que el problema tiene respuesta si.

El VC en forma decisional seria:
ENTRADA: Un conjunto finito de ciudades
c ={c1,c2. ok
Un conjunto de distancias entre cada par de ciudades d(Ci,CJ)
Una cota superior de K € Z*

PROPIEDAD: Existe una ordenacién {Cn (1), Ca (2), --- Ca (m)}

tal que
m-1
i}; d(Cn (1),Cqa (4+1)) [+ d(Cq (m)s Cn (1)) =K

63000030 30 06 36 00 00 00 36 00 00 30 00 00 00 08 36 96 36 30 06 30 3 36 06 06 06 00 36 06 00 36 26 36 30 06 36 00 06 36 30 36 30 6 36 0 30 00 3 6 06 06 00 06 3 6 06 ¢

* Especial importancia tienen los problemas decisionales .

* asociados a problemas de optimizacion (maximo-minimo) *
L T Tt

Esta importancia reside en el hecho de que si podemos resolver el problema de
optimizacion (Por ejemplo: encontrar un circuito de costo minimo para el VC),
tambien podemos resolver con la misma complejidad el problema decisional
asociado (todo lo que tenemos que hacer en el caso del VC, es sumar el circuito
encontrado y comparar con la K).

Por tanto: La complejidad del problema de optimizacion nos determina la
complejidad del problema decisional asociado.

(Si el problema optimizacion es sencillo de resolver =» el problema
decisional tambien es sencillo) —>

$ BER RN RN R RN RN R RN AR R RN RN RN RN R RN RN RN RR RN

® (SI EL PROBLEMA DECISIONAL PERTENECE A LA CLASE PROBLEMAS *
% "DIFICILES" => EL PROBLEMA OPTIMIZACION TENDRA QUE PERTENE- *
%

% CER COMO MINIMO A DICHA CLASE)
R T Y I T tIIT



El reciproco no tiene que ser necesariamente cierto siempre.
¢Por que introducir problemas en forma decisional?
2 : CONJUNTO FINITO DE SIMBOLOS (ALFABETO)

2 *: CONJUNTO DE TODAS LAS CADENAS FINITAS DE ELEMENTOS DE
L <Y* DIREMOS QUE L ES UN LENGUAJE SOBRE 2

gsmpLo: L ={o0,1 };
y* ={0,0,1,00,01,10,11,000,001,010, 100,011 }
L =101,001,110,101005

RELACION LENGUAJES-PROBLEMAS

Si tenemos un problema decisional N y tenemos un alfabeto especifico Z y una
funcidn de codificacidn o : {E } -> ) * (es decir una funcidn que asocia a cada
dato especifico de entrada (una codificacién) una cadena de ] *), entonces nyo(
parten f' en tres clases disjuntas:

1) Cadenas que no representan a ninguna entrada de [1, codificada.

2) Cadenas que representan las entradas codificadas de N para las cuales la
solucidn es NO.

3) Cadenas que representan las entradas codificadas de M para las cuales la
solucidn de 11 es SI. Esta ultima clase la definiremos como el
lenguaje asociado a N ,&

FERRERRERREREREERRERRERRRR RN RRRRNERNERNRRRRRENRR RN RN RN

* Ly ={Xé Z‘: { alfabeto utilizado porX, x es la codi- *
%

ficacidn de una entrada E € Sp *
B0 RN ER NN NN RN NN

MAQUINA TURING
UNA MAQUINA TURING DETERMININISTA M:
€ 10,7 psily B>

: Conjunto finito de estados

: Conjunto finito de simbolos

: Estado inicial |

: Conjunto estados finales ({q 5 qn})

: Funcion Transicidn: & :(Q-F)xZ = (Q-F)xix{D,I}

A me MO

Esta maquina representa un programa (un procedimiento)



Control
Estado
Finito

Cabezal lectura-escritura

g bl i 1 vl o e

Cinta.
EJEMPLO: Z={o,1}0¢
Q ={a0,41,92,43,d5,n }
§ 0 1
Qg (qg,0,D) (qp,1,D) (q1,0,1)
q (q2,2,1) (93,0, 1) (an,0,1)
q2 (95,0, 1) (an,0,I) | (gn,b,I)
Q3 (an,0, 1) (qn+0,I) | Can»b,I)

Modelo de programa para la maquina de Turing.

Una MTD M, con alfabeto ) , acepta XGZ“, sii se para en estado final
aceptador, (qs), cuando se le aplica como entrada x.

Definiremos como el lenguaje reconocido por M:

1222322233223 322232332223 22 23 23]

* Ly ={x€)* : M ACEPTA x } *
RURERRRRERRRRERERRERERRARREREER

Si :(GZ:' - Ly, la MTD M se puede parar en estado gy o simplemente se puede no
parar.

Pero para que una maquina turing determinista corresponda a la nocion de
algoritmo, debe de pararse para todas sus posibles entradas !!!!

Diremos que una MTD M resuelve el problema decisional il si M se para para todas
sus entradas y ademas Ly = Lp




EJEMPLO: Dado un entero positivo N, iexiste un entero m tal que N=4.m?

™ codifica N por su representacidn binaria con Z ={0,1}

Como un entero positivo es divisible por 4 sii sus ultimos dos digitos son 0,
la MTD construida anteriormente resuelve este problema.

DEFINICION COMPLEJIDAD TEMPORAL: EL TIEMPO UTILIZADO POR MTD M SOBRE UNA
ENTRADA X ES EL NUMERO PASOS EN LA CO4PUTACION HASTA QUE LLEGA UN ESTADO FINAL.
SI M, MTD, SE PARAV X¢ 2%, SU FUNCION DE COMPLEJIDAD TEMPORAL Ty: B*-> Z+
Ty(X)=max {m: X€]*, |X[=m, TAL QUE CQMPUTACION DE M SOBRE X TCMA m PASOS }

M ACTUA EN TIEMPO POLINOMICO SI EXISTE UN POLINGMIO P TAL QUE ¥ N€Z*, Ty(n)<
p(n).

HEERB RN RERRERRRRRRRERRRRRRR R R RN RRE RN NN RN RN ERNRNNEEER

# p=<JL:3IMTD M actuando tiemp. Polin., tal q. L=m} L
BE00 0000000 0000006000 00000000000 0000600000060 I

F 0633630 3008 36 08 3 36 30 36 96 36 36 36 30 30 30 06 36 30 00 06 9 06 96 96 36 3 36 36 9% ¢ ¢ X X

¥ DIREMOS N€P SI Lpic B %
L T e e

Informalmente: intercambiaremos la MTD actuando en tiempo polinomico por
Algoritmo (determinista) de tiempo polinomico.

P = clase problemas para los que existen algoritmos deterministas polinomicos,
que los resuelven.

MAQUINA TURING NO DETERMINISTA (MTND)

Intuitivamente un ALGORITMO NO DETERMINISTA resuelve un
problema f (decisional) si ¥ E¢E, :

(a) Si E€ S;=) existe una solucion adivinada S tal que el algoritmo
comprobora que realmente es una solucion valida y dara como resultado, SI.

(b) Si E¢ Sp no existe solucidn adivinada que nos produzca el resultado SI
para E.

Un Algoritmo No Determinista consta de dos estados:

(I) Conjetura (Adivina) una soluciodn.

(II) Verifica que realmente es una solucion y si esta verificacidn se
produce en tiempo polinomico, se dice que el algoritmo tiene complejidad
polinomica.

VERIFICACION POLINOMICA # SOLUCION POLINOMICA

Por ejemplo, un algoritmo no determinista con tiempo polindmico para el VC se
puede construir:



1) Utilizando un estado adivinador que adivina una solucidn (una secuencia
de las ciudades) para entrada E.

2) Utilizando un estado verificador que nos demuestre que la secuencia es un
circuito y que la suma de sus costos es = k (Es decir verificamos que
para la solucidn conjeturada la respuesta a E es SI).

UNA DIFERENCiA ENTRE SOLUCION DETERMINISTA Y SOLUCION NO DETERMINISTA ES LA
FALTA DE SIMETRIA ENTRE EL "SI"™ Y EL "NO" EN EL CASO DE SOLUCION NO
DETERMINISTA:

Si tenemos el problema "DADA E, ES X VERDAD PARA E?" puede ser resuelto por un
algoritmo determinista con complejidad polinomica, su problema complementario
n® : "DADA E, ES X FALSO PARA E?" también puede ser resuelto por un algoritmo
determinista con complejidad polinomica. (Esto es porque un algoritmo
determinista se para para todos las entradas, por lo tanto lo Unico que tenemos
que hacer es intercambiar las respuestas SI y NO (qg, qp)-

PERO: No es obvio (M conocido en muchos casos) que la misma propiedad exista en
el caso de algoritmos no deterministas.

Si consideramos el complementario del VC, " Es cierto que no existe ningin
circuito de las m ciudades de costo total =K?" No se conoce ningun algoritmo
no determinista CON COMPLEJIDAD POLINOMICA, que resuelva el problema.

MTND M

ADI ‘ CONTROL

f;z_) ESTADOS

Cabezal Cabezal Escritura-
Adivinador Lectura
eyl i oeae Cinta

O T TR B PR R (N i T S

Especificacidn MTND identica a la MTD
< Qyzp q0» F'J>

EERERERERERRRRERERRRRRN
* excepto §no es 1-1 *

FRERERRRBRERERRRRRER RN
Esto es equivalente a:

La computacion de una MTND M. sobre entrada X, difiere de la computacion MTD,
en que se realiza en dos estados.
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En el primero "el estado adivinador" el cabezal adivinador escribe una solucion
conjeturada y activa el qg entonces viene "el estado verificador" en donde M
actuando deterministicamente comprueba que verdaderamente lo escrito por el
cabezal adivinador es una solucion para la entrada X. la computacion termina
que qg <] Qn, ¥ es computacion que acepta X si termina en estado qg

EL LENGUAJE RECONOCIDO POR M:

363600 06 3 36 36 36 3 36 96 36 00 36 00 00 36 06 96 3 06 36 9 3 0 06 00 0 30 06 M %

gl {fo’ : M acepta x} *
NIRRT IR

EL TIEMPO UTILIZADO POR MTND M PARA ACEPTAR UNA ENTRADA X€ Ly SE DEFINE COMO
EL NUMERO MINIMO DE PASOS QUE OCURREN DURANTE LA COMPUTACION DE M HASTA QUE
ENTRA qg

La funcion de complejidad temporal Ty : Z* —> Z*

Tv(n) = MAX {1}U{m: J xely, Ix'=n, Btiempo}}

comput. de M sobre x es m

M actua en tiempo polinomico si existe un polinomio p tal que
¥ n=1, Ty(n) < p(n).

ERRBRNAERRRRERRRERRRRRERARERRRRRRRRRRRRRRRARER RS

* NP={L:JMTND 4, complj. polindmica > Ly = L }*
L2 332223322 2232222233 2232223822233 2 3222233232333

® DIREMOS (NENP si Lp € NP *
FEEREEREEN RN RN NRRNNRRT AR NN

Equivalentemente:

NP = Clase problemas para los que existen algoritmos no deterministas de
tiempo polinomico que los resuelven.

B0 030 0006 0000 06 00 00 36 0% 3 3 36 3% 3 % % K %X

% RELACION Piii V. wiNBL%
B0 00000006000

Lema 1: P < NP

Teorema 1: SI (1€ NP, EXISTE UN POLINOMIO p TAL QUE /7T PUEDE SER RESUELTO
MEDIANTE UN ALGORITMO DE COMPLEJIDAD (TEMPORAL) 0(2p(n))
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Demostracidn

1e€NP = J algoritmo ND A con complejidad polindmica q(n). Para cada
entrada aceptada x,|x|=n, debe de existir una solucidén conjeturada de longitud
Lg(n), que conduce a que el estado verificador de A responda SI en menos de
q(n) pasos => El numero de conjeturas posibles que puede realizar A es
ch(n), donde lil: C.

Podemos descubrir deterministicamente si A "tiene" una computacién que acepte
X, explorando cada una de los caln) posibles conjeturas, la simulacidn
responde SI, cuando encuentra una computacidén que acepte x.

La complejidad total de la simulacién es 0(q(n). cd(n)),

GRAN PROBLEMA

HEEREREREREREXERERRE

*® conjetura P<NP *
HRRREENRRNERRNER N RN

néNP-P
Dado MME€NP, queremos saber? ?
Spep

°© % ST P # NP ENTONCES [€NP-P *
FRNRERRERERNERRRERURRRRRRR R RN RER

Introducimos el concepto TRANSFORMACION POLINOMICA entre problemas

34 o T
Un _lenguaje L1s‘ 1 es reducible a Lp= 42 si existe una funcion
£:2 1% = X% tal que:
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1) Existe una MTD M que computa f con éomplejidad polinomica
i B
2) VX€)1, , %€Lq 811 f(x) €Lp

& 1.3 .6C Lo 2
RRETNNN RN NN

Lema 2: SI L1 oc Ly ENTONCES Lp EP = L1€P

(L1¢ P= Lp £P)

Demostracidn:

»~ * * »*
Lq < L3 (Lj fZ, A Lngq_‘ )#]f:ia. "'Eg y una MTD Mg que computa f. Si Mp
es MTD que reconoce L = Mp o Mg es MTD que reconoce Lj. -

INFORMAL:
SI M1, [ll2 SON PROBLEMAS DECISIONALES (comn®q, &p)

DIREMOS e SI Ly o Lap

FRERERRNEERRRRERRRERERRERRREERRERRRRRRNRRRRRRRRRR NN

* EQUIVALENTEMENTE, SI Jf:Eny— En, TAL QUE *
* 1) f COMPUTABLE POR UN ALGORITMO DETERTERMINISTA

*  POLINOMICO _ *
* 2)YEE€En;, TEN®MOS E€Sn<f(E) €58 2 *

000060000 00 06 36 6 36 36 00 06 36 36 36 00 30 00 36 36 36 36 00 36 30 3 30 36 36 X 06 3 06 36 30 36 36 36 36 36 36 96 96 06 3 0% 3% 0% 3¢ 06 ¢ ¢ ¢

Ejemplo: Consideremos [T = VC
4 = CIRCUITO HAMILTONIANO
Dado un grafo G(V,A), |V|=m
G contiene un circuito Hamiltoniano?

Vamos a demostrar M oc Ny

Necesitamos f: Enf" |Zi‘l;g (G: = Cq/~ d Ak)

DEFINICION f: C =V, lvl=m
1 81V \jEA
VYvi vj €C, d(vy, vj) =<
2 sivj v3¢ A

K=m
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—

1) Conforme, f se puede computar con un algoritmo determinista polinomico, para
cada una de los m(m-1), posibles distancias, tenemos solo que examinar G,

para ver si (Vi "J) pertenece o no a A.

Vamos a ver 2. Debemos demostrar que G contiene un circuito Hamiltoniano sii
existe un recorrido de todas las ciudades en f(G), cuyo costo total sew =K.

(o= ) S1 4vy e .as \l’m} es un circuito Hamiltoniano en G
=>{V1 v2 ... vp} es un recorrido de todas las ciudades y la
longitud total dé este recorrido es m = K.

(<=1 st -{V1 2 ... Vm} es_una solucidn al VC en £(G)
=> ~ longitud total 1vq vy ... um}fl( = m. Como I{V1 V2
+++Vmp| = my las ciudades estan separadas por 16 2 =

'VL""i: \f1+1€{ﬁv V2y «-- Vm}» d (vi, f149) =1
¥ Vi, Vis1 € A. y por lo tanto {V} ¥k, .. Vm}es un

Circuito Hamiltoniano en G.
|

L e T s T ittt ™
* El lema 2, nos dice que si ¥CEP =)CHEP y si *

* CH¢P = VCEP %

lllllll!llIllllll!ll!lil!Il'll!ll!illﬁlllll'ilillil
Lema 3: <« ES TRANSITIVA

(L1 L)) y (L2 «<L3) = Lje< L3

Demostracidn

Si 21 Zg Z3 son los alfabetos de Lj Lp L3
£ 12} —722'; £2 : 22")23' = £ . f‘1:2"-y2;
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Dos lenguajes L1 y L2 son eguivaléntes polinomicamente. SI LixLp y LpeLj
(04 Ny E.P. =07l y nNpe«lly)

Lema 3 = <,impone un orden parcial sobre las clases de equivalencia de

lenguajes.

La clase P forma el "INF" bajo este orden parcial, es la clase consistente de
los lenguajes mas "FACILES" (desde el punto de vista computacional)

Vamos a definir la clase con lenguajes mas dificiles; la clase NP-completa

322223333333 22323 333
% |, € NP-COMPLETA SI *
% 1) LENP ® DEFINICION NP-COMPLETA
¥ 2) VL'€NP, L' L *
EIZI2223 2322222333232

EQUIVALENTEMENTE: (T€NP- COMPLETA SI:
1) NENP
2)¥n'énp, M'ecn

El lema 2 nos indentifica la clase NP-Completa como la clase de problema "mas
dificiles" en NP. SI UN PROBLEMA n:fNP-COMPLETA ES TAL QUE nNép = P = NP Y
SI 3 NENP-COMPLETA, nép=> VﬂfNP-C(MPLETA n' ﬂ 45

SI P#NP:

NP
NP=COMPLETA

Lema 4: SI Lq, Lp €NP, L{€NP-CO4PLETA, Y Lq<Lp

—> Ly ENP-COMPLETA
Si enunciamos lema 4 en terminos de problemas decisionales este Lema nos da un
método de producir nuevos problemas NP-Completos, UNA VEZ QUE TENGAMOS AL MENOS
UN PROBLEMA EN LA CLASE NP-COYPLETA.
PARA DEMOSTRAR 1€ NP-Completa, TENEMOS QUE CQYPROBAR:

1) NENP
2) JALGUN N' DEL QUE CONOCEMOS € NP-Completa, TAL QUE '« (1.
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POR LO TANTO NECESITAMOS UN PROBLEMA EN NP-COMPLETA

S. Cook: "The Complexity of Theorem Proving Procedures" Proc. 3rd Ann. STOC,
AM 1971, 151-158.

PROBLEMA SATISFACIBILIDAD  (SAT)

Si Xs= {x1 XD X ) XY XD ¢ et ’-‘m}‘ es un conjunto de variables Booleanas, y
una funeidn t: X— {V,F} tal que si t(x3)= V& t(x3)=F y
t(x4)=F<>> t(X4)=V. Una clausula sobre X, C, serd la disjuncidn de variables
boolenas. e

SAT Dados conjunto de literales x:{x1 XoMi. . XY . in}
y coleccidn de clausulas Cq Cp ... Cp

Ver si existe una asignacidon t:X— {V,F}, tal

m (190)
que NCi=V (1)
i=1
Ejm: X ={x1 x2 X3 X X1 X2 X3 iu}
Ci={x1Vv X2 v X3¢
Co :}ﬁ v X2 Vv X4F
C3 ={x3v X2}
ENTONCES SI S=4xq, X3, Xy} <— V (1)

) XY
tendremos Cy1ACaAC3 =V (1)
Para que el problema SAT tenga una solucion S necesitamos dos condiciones

1) Isa{xi, xib|=1 Vi, 1<icn
2) sncJ{;e [} i ¥j 1=j=m

HRERRRRRRRRNRRRRR R ER

* TEOREMA COOK (1971) s
# ®

» SAT €NP-COMPLETA *
ERRREERRERRRERRRRRERERNR

EJEMPLO REDUCIBILIDAD:

SAT 3:
ENTONCES: X, [Xl=z2n, C= {Cj, Co o, Cm} Clausulas tales que [Cif =3 1=i=m

m
PROPIEDAD JsS=X, ¥xj€s, t(xi)=1=> ACj=172
J=1



RECUBRIMIENTO DE VERTICES (RV)

ENTRADA: Grafo G(V,A), K€N, k=n = [V|
PROPIEDAD: Existe un recubrimiento de Vertices de cardinalidad =K

[Existe V' =V; [V'IEK y tal que para cada arista {u,v} €A al menos uno
entre u y v pertenece a V']

Ejemplo:

\ R.V.

/

L322 322222222 2222222222222 2322222222223 22 223

% VAMOS A DEMOSTRAR SAT 3 €NP-Completa *

b RV € NP-Completa *
TN NN NN NN RN RENER NN NN R

SAT 3 € NP-COMPLETA

1) SAT 3 €NP
2) SAT << SAT3

Si entrada de SAT = X ={x1 xgn}

Tenemos que construir, mediante f, una entrada de SAT 3 es decir' un conjunto X'
de literales y un conjunto C' de clausulas. Para construir o3 reemplazaremos
cada clausula individual ¢j €C por una coleccidn equivalente Cj de clausulas
con 3 literales, para esto utilizaremos extra literales XJ

Si ¢y ={Z1 VipVv ...V Zk}, en donde Vziex, vamos a ver como formamos C_l' y Xj'

Caso 1: K = 1 Xj =1y}, yz} ; _
¥ 5 (x:g = ,{{}ZIijtYf"‘J' ‘{21,}':‘],)'3} {Z1vyjlij}’{z1!y3’§3}}
= 3 =14y
0;,] = {\21,22 y‘} {21,22.”}}
Kis 3 iX4ss
C'J = iCj}}

k<3 X4 {yj 151=k
cJ {izl-ZZ-Y_lJLJLU{{YJ Srin ¥3 } 1=i=K-4}

U{{v5™ 7 -1}
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m
Entonces: X'= XV (:’ XJ']

( = ) sit: x>{0,1} sat C podemos extenderlo a un t':X401} tal que SAT C!
Solo necesitamos que demostrar que t puede extenderse a los conjuntos XJ, uno a
uno, y verificar las correspondientes C% son 1. Si XJ se construyd como caso 1
6 2, la extensidn es arbitraria, t’(y)=1 gpor ejem). Si Xj construida caso 3 =
Xj=# y Cj SAT.

Si XH construida caso 4, como t es SAT para C ajl tal que t(Zj)=1..81.1=1 62,
escribimos t'(yj)=0, 1=i=k-3.

Si 1=k-1 é 1=K ponemos t' (y3):1 para 1<i=K-3, en caso contrario ponemos t'
(y3)=1 1=i=1-2 y t' (y“j):O para 1-1£i=K-3.

= Todas clausulas en C' seran SAT por t'.
Ejemplo: SAT <c SAT3

Consideremos SAT: X

¢l = {x1}

Cz = {x1, X3}

€3 = {x, X3, %}

cy = {x1, x2, X3, xu}

f:
cl_f, X =va, yi V{1, :72‘}}
ek ={{x1vﬁvyﬁ}'{x,vﬁ if}V{xw?;wf}V{xw?:v:‘r’i }}
(s T 2 X1 -{yz, yz}
K=2
Cé :{1 X15 VX3 vyz}'V{X1VX3VY2f}
L x-1;
c3 = jx2v§3v§u}
f {4 1=
i TE =%'<?x1 vi:ltyﬁib{{iz‘; VX3 qu}’ }
Lo que queda

= {x1,%2,x3, XUy¥ 1Y §1¥2, 74, X1, 52,3, 50,571,772, ?Lf

c’ ={{X1 vyi vv1}V{X1,VY1V3'1}V{X1.Vi1 vw} V{X1 V¥
Vit vi®n vis wilv{xr vis wfvixe vis viu}v{
VUPE a4

= s {x1,x3,x2} sol, SAT i.e. t(x1)=1;

x2)=1;
t'(yD=1; t (y)=1; t'(yd)=1; t*

t(x3)=1;
1t (yé)

t(
3) =0

< t' SAT
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(& ) Si t' es una asignacidn que SAT C', = 1la restriccidn a X SAT C

L3 RSS2 2222222222222 2]

* % C' es SAT sii C es SAT *
EERANRENERRRRRARRRRERRRRNNR

«'s SAT3 €ENP - Completa
RV € NP-Completa
1) RV ENP
2) SAT3 <RV
ENTRADA: SAT3 : Z:{m xn} c= {c1 cm}, lcgl =3

Debemos transﬁ‘)rmarla en ENTRADA RV : Un grafo G(V,A) y K€ N
K K|V

£: ¥xj€Xx — T4=(Vy, Aj) donde Vi={xj,%;}
Aiz‘[xi,x'i}

| fcj€c — sj(vj,AY) donde
| vy ={aq03], az(4], 2331} :
| A3 Harl), a2ti {810} Jaslolbfaalal, as (31}

1 La Unica parte de la construccidn que depende de que’ literales ocurren en que’
clausulas, es la comunicacidn entre las aristas

I
|
I Si Cj€C, llamemos a los tres literales de CJ: Xji1¥jr2j
l Las extras aristas seran:

Ky={{a1[4], Xj}.{aZ[J], n},{a3[.1], 23}}

LA ENTRADA DE RV SERA

n

| K = n+2m’ J m ;
i G(V,A) donde: V = (3%1 V1)U (3% v§)
n wm

A= Yy apu Y AUy A

i C={A{x1,f3,5(—u},{)-(1,xz,iu}}

\

I

|

\ Ejemplo: SI entrada SAT: X= {xq1 X2 X3 Xy}
I

(r ,85,E")
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Vamos a ver C es SAT &> G tiene RV de cardinalidad { K

(& ) Si V'==V es RV de G, IV'ISK = V' debe contener al menos

un vertice de cada Tj y dos vertices de cada Sj.

Pero esto nos da un total 2> n+2m=k

= V’ debe contener exactamente un vertice de cada Tj y 2 de cada Sj.

Vamos a obtener t:X—> {0,1} tix3)=1 81 x4 €V’
t(xj)=0 si xj€V

t SAT todas clausulas Cj €C, porque si consideramos ES. Sé1o

dos aristas de E'j puede ser recubiertas por V:jn VJ

'==> una arista debe ser recubierta por un vertice de Vj que
también pertenece a V' = literal correspondiente, xj o Xj de la
cj es tal que t(xj)=16 t(Xj)=1 = Cj=1. Como esto sucede
Vjcje'c => Acj=1 => Si t:X— {01y hace ACi=1, el
correspondiente V' incluye un vertice de cada Ty y dos de cada Sj-.

El vertice de Ti en V' es xj si t(xi)=1y es Xi si t(xj)=0. Esto asegura al
menos una de cada 3 aristas en Ej esta recubierta.

L]
».Si incluimos en V' los extremos de Sj de las otras aristas en Ej' nos
produce el RV deseado. -

ESTRUCTURA DE NP

RRKRENARRRRERERRRRERE RN NNR

% Si PANP = JNPIZNP-(PV NPC) *
P 32 3232323233333 3222332333 23

R.E. Ladner: "On the structure of Polynomial Time Reducibility". J.Assoc.
Comput. Mach. 22, 155-171, 1975

TEOREMA: Si Ly es un lenguaje recursivo tal que L1#P. Esto implica que existe
un lenguaje reconocible en tiempo polinomico Lp€ P tal que si L3=LqnLp = L3ﬁP.
L3<Lq pero Lq ¢k L3
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SI L1€NP-C Y SI P#NP

= L1 ¢P YSI LpeP

= L3 & NP pero como LqckL3
= L3 ¢NP-C y como L3<4P
= L3 ¢ NPI.

Pero ademas la clase NPI esta constituida por una coleccidn infinita de clases
de equivalencia. Porque si L1 € NPI, el teorema de Ladner nos construira un
problema L3 "mias facil que" Lq pero tal que L3¢P.

CONSTRUCCION DE LA "CEBOLLA"™ DENTRO NPI

Si P#NP, el teorema de Ladnen => NPI#§ que:
Supongamos Tiy €NPI => Jnp €P tal que si N3 ="4p0p", Ngely, My 7&03, n3¢Pp

Haciendo esto repetidamente podemos construir unas capas concentricas de clase
de complejidad.

¢Se conoce algun problema "natural" que pertenezca a esta clase? No

Cualquier problema en NP pero no NPC es un posible candidato.
Uno de ellos es el problema de encontrar un isomorfismo entre dos grafos.

B0 000000006 0000030 0 00 000000 060000 06260000060 0NN
* Es decir, dados dos grafos G(V,E) y G'(V',E") .
® ;existe una funcidn biunivoca f: V=>V' *

* tal que {u,vi¢E si y solo si {f(u), f(v)}€E’ ? *
B0 00000 0 00 00 336 0 3 36 00 3 9 0 36 30 3 3 36 3 0 3 3 36 0 3% 3% 36 3 3 3 96 3 36 9 3 3 3 6 % 3 33 30NN
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Si Ly=ply y Lzeply = L = plp

TEOREMA: ISOMORFISMO AUTOMATAS FINITOS
Isomorfismo automatas finitos = Isomorfismo grafos
Isomorfismo semigrupos EP Isomorf‘gsmo grafos.

Es decir los problemas de isomorfismo de grafos, isomorfismo de semigrupos,
isomorfismo de automatas finitos, tienen la misma complejidad.

TARJAN, ha demostrado que el decidir si dos grupos son isomorficos, se puede
realizar en 0(n218;N) e donde n es el orden de los grupos.

G.L. Miller: "On the nlO80 Isomorphism Technique"
Proc. 10th STOC, 51-58, 1978

Conjetura (1): El isomorfismo de grupos es mas facil que el isomorfismo de
grafos.

Conjetura (2): Isomorfismo grafos & NPI

Si (1) Falsa>pexiste algoritmo 0(nclogn) para isomorfismo Grafos; Si (1)
Verdad = P # NP

Recordemos que si teniamos un problema en forma decisional , el problema
complementario N¢, era el resultado de cambiar las respuestas. Sji¢ = K“-Sﬂ

DEFINICION:

CO-NP =fn° | nenep
CO-NP =12 * - L : L lenguaje sobre 2, L ENP [

Como ya indicamos, parece que muchos problemas en CO-NP no pertenecen a NP.
Como también indicamos P=CO-NP

P#£NP
NP#CO-NP

CONJETURA:

NP # CO-NP

Como P=CO-P, si NP#CO-NP = P;lNP aunque puede suceder que P#NP incluso en el
caso de que NP=CO-NP!

TEOREMA: Si existe problema ((éNP-completa tal que (‘FGNP, entonces NP=CO-NP
Demostracidn:

Facil HENPC =>NC €CO-NPC = Wq'e, n'c«pe
B L e e vare] . =0 = i Senr
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Algoritmo mds fdcil es utilizar backtracking y examinar todas las posibles
correspondencias entre los vertices de los grafos. Si lvil=lV‘-n, tendremos que
la complejidad de este algoritmo es n! = 0(2n).

Algoritmo mas "inteligente":

Si definimos como cardinalidad de entrada de un nodo el numero de aristas que
llegan a ese nodo, y cardinalidad de salida,backtracking restringido a nodos
igual cardinalidades.

Si el grafo es planar, Hopcroft, Wong: "Linear Time Algorithm for Isomorphism
of Planar Graphs" Proc. 6th STOC, 172-184, 1974. Consiguieron un algoritmo en

tiempo Q(n)!!!

Semigrupo: S=(x,*) tal que ¥ es asociativa y def.
Dos semigrupos: S,(x1,%1) = So(xp,*p) si

Bbiyeceién f: x1—-> x2 tal que

RREREEREREEREREBERERRRRERRREXREERERNE

¥ x%y y = 25 f(x)* £(y)=f(2) *
B0 00 30 06 00 3 36 0 3 06 06 96 96 3 96 9 36 36 0 3 3 36 96 36 36 06 36 36 0 00 kN

22 2 e R i s i s s 2222222222232 22

* E1 Problema del isomorfismo entre Semigrupos es *

* determinar si existe una biyeccidn del tipo anterior ¥
e T T I T 21

Automata Finito: A=(Q, 2 ,d, S, F)

Estado: Q, Alfabeto:l ; Funcidn trans: d: Qx2-»Q
Estado inicial S¢Q; Est,ado final F CQ

Dos automatas son Isomorficos, A7 = Ap,

si existen biyecciones f : Q1 — Qp, g: 21> L2
tales que

(a) £(&,(q,a))=82(r(a),g(a)) Vaeq, y VaeZ,
(b) £(87)=Sp

(c) geF1<=> f(q) €F2  Yq€Qq

HRNRRERERERERREERRERREREERARRRRERERERRERRRRRERER NN

* E1 problema del isomorfismo entre automatas ®
* es el determinar si dados dos automatas existen ¥
* biyecciones del tipo anterior *

BRERERERREER B R RN R E RN RR R RN RN RN RRRRRREEERREN

K.S.Booth "Isomorphism Testing for Graphs Semigroups and finite automata are
Polynomially equivalent Problems", SIAM J. Compt. 7,3, 273-279, 1978.
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Consecuencia de este teorema: Si tenemos un problema (1 tal que (1 y
Nnee¢ Np r——?ﬂfNP—Completa excepto en el caso de que NP=CO-NP.

Por lo tanto si un problema [T no sabemos si es NP-Completo o si es P, pero N

y N%NP, eso indica una fuerte evidencia (tan fuerte como P$NP) de que
N ¢ NP-Completa.

PROBLEMA:
S
P=(NP 0 CO-NP)
6 2.2
P & (NPNCO=NP)
Vamos a ver dos problemas que tienen dicha propiedad:
Tq: Nimeros compuestos

Entrada: K€Z+
Propiedad: ¢Existen enteros m,n>1 tales que k=m.n.?

Mo* Programacion linear l
Entrada:Vectores de enteros Vi=(vi (Jyy [2].- vi[) 1=<i=m
D = (Gdy,dos L siedn)ACEEE1,Co e lndi. B EE
Propiedad: Existe un vector racional X=(xq,x2,...Xp)
tal que Vji.X=dj lei=m y tal que C.X=B?

M1 € NP =<=<— SENCILLO
Mq¢: PRIMOS

: DADO KEZ+
PROP: (ES K PRIMO?

FRERRRRREANRRRRRRR RN ERRRRRRRRRRN RN NRRRRRRRRREREREENRENN

* ESTA DEMOSTRADO PRIMOS €ENP *
* V. Pratt: "Every Prime has a succint certificate' *
* SIAM J. Compl. 4, 1975, 214-22- *

HRREN N NNERRRNRRNRERRRN RN RN TR NI

De igualmanera 15 y Mo €NP

Esto es una fuerte evidencia de que nuUumeros compuestos ¢NP—comp1eto
programacion linear ¢ NP-completo

FRRERRERRRNERRNRRNRERNMEN RN IR RN NN

* Recientemente: PROGRAMACION LINEAR €P *

* (Algoritmo Elipsoidal de Katchian) (%) #
600009036 30 06 30 30 06 0% 96 06 3 36 3 36 36 9 3 36 36 36 30 00 36 06 96 36 96 96 00 96 36 96 3 3 6 ¥ ¥

Nimeros compuestos podia ser candidato € NPI

(¥) L. Lovaz, P. Gacs: The Katchian Algorithm.
Tech Report Stanford Uni. (1979)
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TEOREMA LADNER

Una Maquina Turing Ordculo "MTO" consiste en una MTD con una extracinta "cinta

Oraculo™ con su cabezal lectura-escritura.

-2 -1 0 1 2 3
Cinta
O P J.o 4l [ | Oraculo
L]
Control
Finito
Estados
HT Cinta
U R [ I LN | Principal
o/ e Y » TR | 2 5

La MTO viene especificada:
1.- 2_: Alfabeto finito

2.- Conjunto finito estados Q: con:
qp: estado inicial

ds
: estado parada "

ge: estado consulta al oraculo

qp: estado de volver a comenzar la computacidn

3.~ Funcidn Transicidn:

& : {a-{ap, QC}} x L —oul "{D’I}"{D I}

La computacidn es similar a la de la MTD

excepto cuando el control estado

finito estd en qg, lo que suceda en el siguiente paso, depende de una funcidn

omculo g:) * ) ¥
Comenzamos la computacidn con la entrada x,

miquina en estado qg. Durante la computacidn
la MTO:

1.- Si se llega al estado gp, la computacidn
2.- Si el estado es q€Q - {pr qc} , el

simbolo explorado sobre las dos cintas
explorando y moviendo dos cintas.

|x|=n, en la cinta principal, y la
pueden ocurrir tres movimientos de
termina

movimiento siguiente depende del
y de 4. Actua como una MTD pero
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3.- Si miaquina llega a pararse en estado go, €l préximo paso dependerd del
contenido de la cinta oraculo y de la funcidn oraculo g.

Si yé'z' es la cadena en cinta ordculo y todo lo demds blanco, y si
g(y)=2, Z€Z*, en un paso.

* La cinta oraculo pasa a contener Z en ....7.... a |z| El resto de la cinta
en blanco).

*# E1 cabezal oraculo se situa sobre "1"
% E1 control estados finito cambia de g¢ a qp-
LA DIFERENCIA PRINCIPAL ENTRE MTD Y MTO ES EL PUNTO 3, LA CONSULTA AL ORACULO.

Si la MTO escribe yfz* sobre la cinta oraculo y entra el estado ggo, la
respuesta z=g(y), es equivalente a tener una subrutina que nos compute g, PERO

EN UN SOLO PASO

LA COMPUTACION DE UNA MTO SOBRE ENTRADA DEPENDE DE "x" Y DE LA FUNCION ORACULO
g.

Si tenemos Lfq, Lp2; L1~‘—=Z[', L2 =22 asociados A T 1

L1 Turing reducible Lp (Lq 1 L)

SI ] MTO My, que actuando en tiempo polindmico X¢ L1 MLz se para
estado aceptador con entrada x y oraculo Lo ( ))x(L2)

(Referencias: Cook (1971), Turing-Pst (1937))

Si Lpi, Lmz (Lq,L2) L1 Es KARP reducible Lp

(LyecLp) ST 3f: 2} —> %D  x€L1<>f(x) Lz y f puede ser computada MTD
tiempo polindmico

(Referencias: Karp (1972), Post (1937))

DEFINICION L1 €NPDURA SI JLp €Np-Completa TAL QUE Lp «T L1

QUE 1I(L;7) € NP-DURA
#-(NECESARIAMENTE) QUE
HENP. 1111




Teorema: Si B¢ P, pero B es computable existe un A computable tal que Af P,
A¢#B, BCA :

Corolario: Si P # NPiL& NP-Py tales L¢ NP- Compl.

Demostracién: Si LE NP = P Teor3L'¢ P IL‘ ocL' => ['€NP
pero como Le£L*>'L' g NP-Compl.

Corolario: Es similar a la solucidn del problema de POST: Todo conjunto no
recursivo pero recursivamente enumerable, es Turing completo ??

La respuesta fue no (Friedberg)
La versidn polinimica del problema POST:

Es todo miembro de NP-P, NP-Completo?

REDUCCIONES QUE PRESERVAN LA ESTRUCTURA *

Definicidén: UN problema de optimizacion A:

A = <{ENTR, SAL, SOL, Q, m)>
en donde

ENTR: CONJUNTO ENUMERABLE (ENTRADAS DATOS) (Ea)

SAL: CONJUNTO ENUWMERABLE (SALIDAS)

SOL: ENTR—> $A | A<SAL A |Al<eo }
(es una funcidn recursiva que nos da soluc. aproximadas para cada
elemento de ENTR)

Q: CONJUNTO ORDENADO TOTALMENTE (Q = N)

m: SAL —»Q
(m nos da una medida de las salidas sobre las soluciones)

Definicidn:

E1 VALOR OPTIMO m*(x) de UNA ENTRADA x DE UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION A ES
m¥(x) = MEJOR | m(y)[ y SOL(x) }

LA SOLUCION OPTIMA A*(x) DE UNA ENTRADA x:
A¥(x) = iye SOL(x) / m(y):m'(x)}

* Este material estd sacado de:

- G. Ausiello, D. Atri, M.Protasi: "On the Structure of Combinatorial
Problems" Proc. th ICALP, Turku, 1977

- G. Ausiello, A. Marchetti Spacamela, M. Protasi: "Combinatorial Problems
over Power Sets". TR 79-43, CNR, Roma 1980
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EJEMPLO: MAX-CLIQUE=A

Dado un grafo G(V,A) encontrar un clique de cardinalidad maxima.
Entr: Conjunto grafos finitos ( Ep)

Sal: Conjunto de grafos completos finitos

Sol(x): Conjunto de subgrafos completos de un grafo dado x

Q: N (con la ordenacion usual)

mell Numero de nudos de un grafo completo

Consideremos x € ENTR.:

X: c SOL(X)= { cbd} bda} , bae}- {deb} lade
bdae} cb}, cd , i

b d }' ae,

1 ’

('l‘odos los subgraf‘os completos)

: (s
m*(x)= m(fbdac})

nnun
=D w

RREREENERRERERFEETER

# A%(x) = | bdael *
EREREREERRERRR AR A RN

Estructura Combinatoria:

f, 5 B, 5, 1%

ML 2 o e

Soluc. soluc. soluc. sol.
# Cardinalidad cardinalidad card. card.
1 2 3 4

Definicion: Dado un problema optimizacion
A = {ENTR, SAL, SOL, Q, m)>

Definiremos la estructura combinatoria de un entrada xgENTR, (1x), como la
lista de las cardinalidades de las soluciones aproximadas de x.



; *  Formalmente: *
% Ixesteari as e an nz0 tal que *

* U, ..., Un €Q, con uj<uj4 ien y que *

* (1) (Vi) fay = | Ap(x)]] .

’ * (2)  Aj(x) =1y | yeSOL(x) Am(y)= ui} .
* (3) UAi(x) = SOL(x) *

| 23232322 2 iR et s 22222222232 222 23]

NOTA: * An(x) = A%(x) *
. 133332333323 222 23

Definicion: Un problema de optimizacion se define como convexo si para cada x
| ¢t entr, para cada ajé¢ly, (correspondiente a un valor "uji" de m5, y para cada q
ll' uisq=m¥*(x), el conjunto de soluciones aproximadas de x, con medida g, no es
‘ vacio.

“ Algunos problemas convexos: max-clique, max-sat, min-recubr

| Probl. no convexo max. suma subconj.

Definicidén: SI A ES UN PROBLEMA OPTIMIZACION Y SI x, y €ENTR DIREMOS QUE x ES
EQUIVALENTE A Y EN A (xZpy) SII TIENEN LA MIS4A ESTRUCTURA (1x = ly)

[x) o REPRESENTARA LA CLASE EQUIVALENTE DE x BAJO =p

’i Si 1lp, lg son estructuras de r,s €ENTR, diremos 1lp=l si 1lp =<a1, ...anp ¥y
I 1g=<by, =+oybpdy Ji1, <..ip ocon i1<...<ipE=m y (zjm) a j=bj §

| Claramente es un orden parcial.

Si r,s¢ entrada, diremos r es un subproblema de S en A (rﬁhs) si la
estructura de r es una subestructura de s, 1p%1g.

SI [rla, [slp €ENTRADA/zp . [rlp =p [s]a SI rss

DECISTONAL ASOCIADO A. Es el conjunto Aq<= ENTRxQ donde Ag=<{¢x,k> | K< m*(x)}
(la desigualdad respecto a la ordenacidn de Q).

\
|
|
\
|
Definicidén: Si A=¢ENTR., SAL, Q, m es un problema optimizacion, EL PROBLEMA

i Ejemplo: SI A=MAX CLIQUE, Aj: Encontrar o no si un grafo tiene un CLIQUE de
orden= K.

Ad<Bd si J3: fij:lfpa—={pB
f2:Fa x Q—>Qp

tal que < x1kD € Ag<<XFi(x), fa(x,k))€ Bd

‘ Definicidn:. Si A4, By son problemas decisionales asociados a A y B
|
l
’ y f1fo computable tiempo polindmico con Algoritmo determ.
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Ejemplo: Consideremos MAX-CLIQUE.=A.

) TIPIE T . SOL (y)= -W {a},{v}, fc},{d},
g B
a . /. d -cly- {1,5,6, 2

c soL(z)= {9, {a}, {cY, {4},
z: r\!\ {ed}}cd «a{:éit])'eicd%

a c d 1,= 41,5,6,2F

Claramente tenemos:

= 1z > [y]A = (z]A

Vamos a ver relacidn xez
1y =<1,5,8:2;9> ]

= 1x=la
zZ =<1’5p6»2> }

Sofvla = [zZla=(x]a

Ejemplo: E4PAQUETAMIENTO CONJUNTOS

Entrada: Coleccidn C. de conjuntos finitos; K € 2%, Kel el
Propiedad: iC contiene K conjuntos mutuamente disjuntos?

Clique «pe EMPAQ. CONJUNTOS

= G(v,A) |vl=n :
£1(x) ={C1, C25 +++Cn ¥ ci={{i,s} {i.3} ¢a}
f2(x,k) = k
st x e ¢y ={{1,1} {31}
c2 =112,2}
2 \ y c§ = {{3,3 {{1 .3}, 13,51}
Cy =<{u,u}}
cs ={{5,5t {5,3}}
1 5 1%1/3 ,8,5,12
Agom G588 1P 0 conj.entre 1conj. 2conj.excl.

1x=1f1(x)
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La Unica manera de que Cancy 4 g @{u,ﬂ € Cy A{u,vlécv}

= Vsubgraf‘o Gi de x, *arco{u,v}éc'i los conjuntos entre C{Cy=Q {y viceversa)
Esto demuestra Yk-clique en x Jk conjuntos disjuntos entre 81 82 ... 8

Si dos cliques-k difieren al menos en 1 vertice =>las familias correspondientes

.de K-conjuntos disjuntos son diferentes (y viceversa)

= El1 nUmero soluciones de medida K par CLIQUE =

— numero soluciones medida K para EMPAQUETAYIENTO

Como fp(x,k)=k ¥ si en ly tenemos b soluciones de medida u y c¢ soluciones
de medida v, v>u, en lfl(x)

b estarad delante de c

FR NN RN RN N NN NN RNRN NN RN NN RRRNERRNRR

¥ Por lo tanto la reduccidn preserva estructura ¥
BE06 0030000000000 06 06 06 30 36 36 38 36 30 36 36 06 36 36 36 36 36 00 06 36 36 36 06 30 26 00 08 00 06 36 06 3630 00 6 00 36

CLIQUE =,¢ RV
X = G(v,A)

£1(x)=x=G(V,A)
fo(x,k)=1vl-K

X 2 F(x) 3

2 y B 4

1 5 1 5
1x2(1,5,8,5,1) R.\1I. Rec;xﬁrimiepto medida:

2-' {115} {1v3} 315} {2)3.} {‘“3}
3 {123& {125} 4{234F {235}
1345 f135F {1usp {345}
y,- 1234} {1235} {1345}
23457 q1245F
5.- {12345}
Solp(x= {1,5,8,5,1F

= 1x=1f, (x)

Esta definicidn de reduccidn = Karp
Casi todas las reducciones Karp =

Nuestro interes reside en estudiar que problemas NP-Completos pueden reducirse
de manera que preserven estructura.

Definicidén: SI A4,Bq son problemas decisionales asociados a problemas de

Optimizacion A y B.

La reduceidn<f1, f2>de Ag « By se dice que PRESERVA EL ORDEN “<po




lllllill.ll.llllI.I!ll!li!lllll!llilll.lll!*

SI ".[; } = Er (x0))p ¢ ley(2)s *

ll!.ll!llllll'il HERR l&.llll.lllllll*

La reduccién < f1, f2> de Aq a Bq se dice que

PRESERVA LA ESTRUCTURA C_Epe

HRNBREENERRRRFRRRRRRERRERFRRRRRRRRERRERRRRRE A AN R RRRRRTRRNEEE

s % Wxefp, Yyelg, fx=y =1 *1x = 1p(x) ¥

ﬂ.!l!lllllliilllll!lli!lIil.!lll!lllli.lixll '*Illll!liillllll

en donde ly, ly son las estructuras de x en A y de y en B

Lema SI<PRESERVA ESTRUCTURA —=><PRESERVA ORDEN

Definicién: Una reduccidn f={f1,f2> Aq =<Bg se denomina
PARSIMONIOSA SI ¥xe Ep , ¥ KeQy
[ {yesoLp(x)|mp(y)=k}| = |{y SOLp(f1(x))|mp(y)=f2(x,k)}

Es decir preservan soluciones (el nimero soluciones).
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Como nosotros estamos interesados en considerar el nUmero de soluciones

aproximadas:

Una reduccidén<fq, fp>: A =>Bq se denomina FUERTEMENTE PARSIMONIOSA SI

1) Es parsimoniosa )
2) §zerq(En) Ynegp : [yesoLp(2)|mp(y)=n} ¢ 0>1xelf,, Jxeq,
(i{y soLa(x)Imp(y)=K} ~ # 0 A Z = £1(x) A h=fp(x,k)]

Una reduccidn AC se dice ESTRICTAMENTE MONOTONICA
si Vx, k1<Kz en Qq => fo(x,Kq) <fa(x1,k2) en Qp

Teorema: Si una reduccion es fuertemente parsimoniosa y estrictamente

monotonica => preserva la estructura.

Demostracidn: Si la reduccidn es fuertemente parsimoniosa = V’aie 1y

m)) Jaj=bj y la longitud 1(x)= longitud 1(f1(x))
Como la reduccidn es estrictamente monotonica ==
Dados aj, , aj,€lx y los correspondientes aj, , aj€lr1(x)
Sii1<ip = j1=J2

Vi aj=bi = 1x T 1f; (%)



CARACTERIZACION DE REDUCCIONES QUE PRESERVAN ESTRUCTURA

Teorema: Si A es un problema Optimizacidn Convexo
f= <fq, f2> Ap<CBp tal que:

1) f es Parsimoniosa
a(x)+K si A y B son problemas Max-Min.
2) fa(x,K) =

a(x)-K en otro caso

3) f2 es tal que f2 (x, min {;mﬂ(y)ly GSOL(x)} ) =
¥ = min {mp(z) |z €SOL(f1(x))}

ENTONCES f PRESERVA LA ESTRUCTURA

Demostracion: 2 => f es estrictamente monotonica
1+2+3+Ap convexa => f Fuertemente Parsimoniosa

El teorema anterior completa la demostracidn &

Vamos a listar algunas reducciones que preservan estructural
CLIQUE «<R.V.

CLIQUE << Almacenamiento en Conjunto
PARTICION << SUMA SUBCONJUNTOS °

PROBLEMA CORTE SIMPLE

ENTRADA: GRAFO G(V,A), Pesos p(a)éZ+, VaéA. Ke Z%

PROPIEDAD: Existe una particion de V=VqUV2 (V1N V2 = g) tal que
-{é'f)(ai) =K en donde aj=(M,v)UEVI,vEV) ?
Uy

PARTICION GRAFOS

ENTRADA: Grafo G'=(V',A) pesos p'(v)€Z+ Vvev
y 1(a) €7+ Va€hn', enteros K, J€Z+
PROPIEDAD: Existe una participacidn de VEVqV VU ...Vp
(Viavon ...nVp) tal que V%p(v)ﬁk 1=i=m
“

Y tal que si A"=A, es el conjunto aristas con sus extremos en diferentes

conjuntos V/
=2 1la)sd ?

a €4v
Teorema: CORTE SIMPLE %, PARTICION GRAFO

Demostr. X=C.S, Y=P.G.

K K
-3 : : A
1x =<a1 oo AP => Zai = 2" - ly = <by ...bk>=?é‘b1 = —z( m )
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METODOS PROBABILISTICOS EN EL ANALISIS DE ALGORITMOS MAS EFICIENTES PARA LOS
PROBLEMAS NP-COMPLETOS

Dado,un grafo G(V,A), un I=V es un conjunto independiente en G
si Aeed 31 = (vq,v2) y vq,v2€ 1.

El problema del conjunto independiente mdximo consiste en encontrar un conjunto
independiente Iy en G, que tenga cardinalidad maxima.

AlIM_I =od(G) mle llamaremos el "numero estable" de G.
En forma decisional:

Dado G(V,A), |vl=n, y una cte. k, k&N, k=v encontrar si G tiene un conjunto
independ. de cardinalidad k.

ALGORITMO

1.- Construir las familias £, X2, B3y ---Bk
en donde ¥j es la familia de todos los conjuntos independientes de
cardinalidad i.

2.- Sifk # @, La respuesta serd SI.
Sigy = @, La respuesta sera NO.

Para construir & i+1 partiendo de £ j, verificaremos que para cada CJ e,q y
para cada V1¢Cj, si CJU {vl} continua siendo independiente 0 no lo es.

COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO

Cada paso de £ i a F j4+1 requiere

lﬁinl (n=(i+1)(is1))

Por lo tanto complejidad total sera

2l -i) i<n? . I(G
L i (-0 i<n® 1@

en donde I(G) es el nimero total de conjuntos independientes en G.

Vamos a demostrar el siguiente teorema:

Teorema: (Phan Dinh Di&u)(1977)
Cuando n —> c», para "casi todos" los grafos G de n vertices, tenemos que:

L logn-log logn-1 _1 logn+log logn+2
et U T
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Este teorema nos indica que el algoritmo de antes tiene una complejidad de
0(nc.108n) donde ¢>0

Para casi todas las entradas del problema.

DEMOSTRACION TEOREMA P.D.D.

(a) si X= {xhxz, ...xn} 5 le =n, el nimero de grafos diferentes que se
: &,

pueden formar tomando X como conjunto de Vertices es p=2'n= v

Denotemos estos p grafos por Gi G2 G3 ... Gp.

(b) Si 0=K<n, KéN, el nimero de subconjuntos de X con cardinalidad K es:
9=Ck =(§). Llamemos estos q subconjuntos de X por Eq E2 E3 ... Eq.

Dados un grafo G, y ctes. n,K €N. Definiremos:
I Ik(G): numero conjuntos independientes en G, de cardinalidad K.

Ix(G): valor medio de Ix(n) (sobre todos los grafos G de n nodos)

| i Pn,k(m): NUMERO DE GRAFOS G, CON X COMO CONJUNTO DE VERTICES Y QUE CONTIENE
| EXACTAMENTE UN NUMERO m DE conjuntos INDEPENDIENTES DE
CARDINALIDAD K.
I

g n k* VARIABLE ALEATORIA QUE TOMA EL VALOR m CON PROBABILIDAD pn,k(m)= Pn,k(m)
2(1.)

M¥nx: ESPERANZA MATEMATICA DE & n,k
LEMA 1 M & n k= Ix(n)

q=C > Ymq, Pn,k(m)=(1-;y Pn, k(m)=0 ——'Dq.M fn k= m{-"o m pn,k(m)=
b

|
Demostracién: El # subconjunto de K nodos que se pueden formar con X es
[t
‘ m=1 @ pn,k(m)+ n‘,s_;q” m pn, k(m) = 75 m=1 m Pn,k(m)=1 j= 4 I« (6¢) =L (m
P

..(_"1:-

b
Demostracién: Para todo grafo Gj (i=1,2,...,pj p-ZC" ), llamemos Ik(Gj)al#
subconjunto de k nodos que son independientes en Gi' y para cada conjunto de K
nodos Ej. (Jj=1,...,q; g=C§) llamamos di(Ej) al nimero de grafos de los que es
independiente. P aq
s

LEMA 2 an‘kzcg 2
&
Ej. Se cumple que : j=1 Ik(Gj) = j=7 dk(EJ)
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Vamos a calcular la parte derecha:

Si Ej independiente en Gj => Gj no tiene aristas que se apoyen en Ej.

Sea W el conjunto de todos los posibles arcos construidos sobre X excepto los
que se apoyen en Ej.

2 z
Tendremos que |W|= Cy - Cg

Por tanto cada grafo Gj del que Ej sea independiente correspondera a un
subconjunto de W.

= di (E3) = [P = 267 "Gk

: z
ZMEnk = Tg(n) =1 i1 Ik (61) =1 =1 dic (EY)
2 oo
= (2=Cn) j=1 ZCn?_C."( =
= 2-Cn, 2C3-C¢ J->;1 1 = q. 2=C&= ¢c§ . 2-C¢

LEMA 3: (CONDICION "CASI TODOS"). Si (1l es una funcidn de los p grafos con n
nodos en los N, y sea h la media de . Si llamamos A al numero de grafos Gi

tales que 1(Gj)=0. z se cumple que A <1 siendo 1z €R, 220
il 2

Demostracidn :

: > M (e >
ﬁ:}_zﬂ(b;): L(z nie) + 7A )
pay P N » nici)e

.z .z
5 dite imivery, = L 2 0aue
TP oati)> p e
a.z A-2
7 2 ol S S < o g
= .1.'. At s 2 1 - -l:' nZz < >
7 n e >

Az ]
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Teorema 4: Si h= E log n+1

Cuando n > o0 , para casi todos los grafos G, con n vertices, todo conjunto
independiente I de G, contiene como maximo h vertices. Por lo tanto X (G)=h.

Ejm. de un grafo que no cumple el teorema:

n-— oo

| I| =n-1

Demostracidn: Utilizaremos el lema 3 con

| N(G1) = Ins1(Gy)
o = Ipyq(n)
‘ z=h
‘ tendremos A ( % Cuando n= ™ A K<L p
f v W
‘ - 0

A 1
L
Tenemos A = # grafos 3Ip,1 (G)>In"(n)-h

w 5> Cuando n > «=, casi todos los grafos cumplen que Ip,1(G)= ihn(n).h

Es decir
- { I z
Tne1(6) =The1(n).h = CY, 27Cnut
o n! 4 h
AL R s
(BN i(ah-11 © 2 BEDH

h h
(h+1)1 - nln+=-1) ... (n-h+1)(n-h) = (h+1)1 - A
2 (h+i)h 3

3520

donde: A=n(n-1) ... (n-h+1)(n-h)<n. .... n=nb+!
y B=2'(h+7.1 )h — ph+1 (%)
(*) Sacando log queda: (h+1) . h 2 (h+1) log n

‘ A

\ 2

‘ = h logn, |2 log n+1122 log n
(3
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Substituyendo
wll
Ins1(G) =(he 1)1 (
plct i s st Ao iy b 3!
= (h+1)h! = h.h! = Thi

T
=
ki
¥
"

(h+1)l

Cuando n->o= , casi todos los grafos cumplen que:
=
In+1(G)X i

Teorema: Cuando n =>o2, para casi todos los grafos G, con V = X, \Zl =n, el
numero de conjuntos independientes I(G) satisface:

HEEREEREERERAERRRRRRRRNR RN
* I(g)<'n-7’; logn+log log n+2 #
HRREREERNRRRRRNENRRERERRRRE AR

Demostracidn:

* \Yk<n se tiene Igy1(n) = n - K
T ™) 2F(KTD)

en efecto Ig,q(n) = Ck+1 . 2-Cane
Ign) CF.2°Cr

Lema 2 n(h-1)(n=2)...(n-k+1)(n-k) - (k+1).K
(k+1)1! 2
= n(n-1) Kl (n-k+1) : 2 - ke (k1)
,E-k

RERRRERRERRRRRNRRERRRNRRRRRRRNRRR RN RN RN ERERRRR NN NN RRNENN

%% % Si K=logn-1 se cumple Ix,1(n) = 2(n-logn+1)_ 1 *
% Ix(n) n.log n (ogn ’

RREE RN NN NN RN RN NN RN RN E RN RERR RN RRRRRRRRERER R

Por (%) Igeq =n - k ,n-logn+l
Ik 2K(k+1)" 2 =T(logn-1+1)

= 2(n-logn+1) =1 . 2n-2logn+2 = 1
n logn logn n logn

ya que 2n-2logn+2>h<=> n+2 »2 logn
lo que es cierto para n suf. grande.
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'll“ll.‘l'.llll'..II...".'.'.’..".."l.........."'.'.'l..'.........
** # Para n suficientemente grande si K>logn-1 se cumple I LR .
¥ W : logn *
FE0 0000000 36 00 002606 T OR300 30 00 00 06 00 00 36 00 0 06 36 30 36 3 08 30 36 00 36 36 36 36 36 36 36 90 96 36 9% 3% 36 36 36 36 36 30 36 96 36 36 36 36 30 36 30 9 3 0% 00 3 3 0 %

De* : Ipy1 n-k n-logn -4
I 2K+ 1 5<21°SH-T(logn-l+1 )

logn n logn

B0 06630 00 90 06 3 36 06 30 3 36 36 36 3% 30 06 30 3% 36 06 96 36 36 96 06 36 96 96 06 36 36 36 36 3 36 e e ¢

- * Tomando h= riogn se cumple *
s lk(n)<flogn)h‘§£‘h . In(n) si h>k .
* Ik(n)<( 2/leyn )+ In(n) si h=k *
* *

F 302 0036 30 30 36 30 00 00 0 00 36 00 30 06 00 36 00 9 36 00 00 3 06 00 36 30 06 36 3 00 3 3 908 3 3 96

en efecto
h>k=> k= logn-1=> Ig=Iy,1. logn<Iy,2(logn)2 ... Ix+ (h=k) (1ogn)n-K

h=k = k>logn-1> I <Ixq1 . 2 <Ig-2[(2)PL..<Ik-(k-h) [(2N-D
l?sn LD? (0‘)’4
g TERREREEEERNRRERERR R RRNRRAN N
* & z (logn)h-k = p log logn

*k 5 K<h
HRERERRRNERNN RN RN RN NNEEE

s
en efecto kg-h (logn)h-k =1ogn h K‘Zh((_[) (sumando la prog.

(ogn geometrica)
—<lognlogn logn) <logn) (logn
( (07 i
4 \h
= n log logn _(ﬁf‘g_)_“_d = n loglogn (logn)h-j (_oilosn
fooph uﬁn)“ (ogn-1)

RERBBERBRBRRERERRRE AN

ke 2 (g )K‘h:Z’
* K:h \1lo *
W NN NN NRE A D
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en efecto Z ( ) Eh % 2 Yh Z 2 )"
logn = \ Togn k=n Togn! = (X prog. geometrica)

2 \h
2 yh ( (10 "( 1 )
- ) gn ogn/
“(Tosn < AT
logn
2
(_2_ i Togn = Begnitii
= \Togn i 2 logn-2
logn

ya que logn<=2 logn -4<logn 4

L b e s e R e e R LS S R e S s Rk s s

%
* % Para n suf. grande, como logn-1<h==logn, *
Kx% * =>ch = plogn-1 %
T e R S SRR R R S e e R L

en efecto C}"‘ = n(n-1) ... (h-h+1) .n,n ...n = nh
h! ht

_ nlog = plogn-1 ; vg que para n grande ([Togn)!=2logn
= —ZTogn

FH RN W R R AR HHERHXRLRHRERXEXHRKRHR R EETRNERKEN

:*:*: * (Como log n-1<h=logn, para n sufic. grande *
* (2> iogn (1zlogn-2) *

i{*i************;}******i***ﬁ***********{*’#******&

c,? = h(h;l) (logn-1 Zglogn- = 105n)2-3 logn+2

(1ogn)2-4logn = logn (1 logn-2)
>__8__2._J. 5

Si I(n) es la media de I(G) para ¥G de n nodos, si n es sufientemente grande:

n
I(n) = Z f(6s)= 2 Ty(n)
1—

1Cn k=1
* k-h
SE En L5 (2, cemEs 2 () )
< Ip(nlog logn +2)=cho- CA (nloglogns2) < plo8- 1(21°g“ 2“:{)108“ loglogn 2)
kkk kkk
abitiin AL
kkk kk*k

= prlogn*+! | (ploglogns2) p

logn+1 loglogn logn+loglogn+1
=n 2 (211 i 2.n1r
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Utilizando lema 3 con T=1I
N=1
#=n
Ol
LA FRACCION DE GRAFOS QUE CUMPLEN

1(6)=1(n) .[(n)
n ((%)

ES MENOR QUE 2
n

CUANDO m —> == CASI TODOS GRAFOS

1(6)=I(n) » = n‘hogn'flog logn+2
z ]

ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL TEOREMA 4

Corolario 1 Si h= {2 logn+1. Cuando n — o, para casi todos los grafos G con
n vertices, cada recubrimiento de vertices (vertex Cover) de G, contiene un
minimo de n-h.

Corolario 2 Si ¥(G) es el nimero cromdtico de G. Cuando n—><o, para casi
todos los grafos G de n nodos, x(G)Z___"__
|21logn+1
Trivial si consideramos que
X (G). X(G)"-n. C.Berge.

Corolario 3 Cuando n —= oo, para casi todos los grafos G de n vertices, cada
clique de G contiene un méximo de h = [2 logn+1 vertices.
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