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INSEPARABILIDAD RECURSIVA Y EFECTIVA 
Por José F. Prida

La inseparabilidad recursiva de los conjuntos de formulas del 

cálculo de predicados de primer orden r e s p e c t i v a m e n t e  i n satisfac- 

tibles y finitamente satisfactibles fuá d e m ostrada en 1953 por 

Trac h t e n b r o t  [10]. A partir de la i n separabilidad recursiva de los 

conjuntos de máquinas de Turing que r e s p e c t i v a m e n t e  ciclan y a c a ­

ban parándose cuando actúan sobre una cinta vacía, Büchi probo en 

1962 una versión más fuerte del teorema de T r a c h t e n b r o t  [1], r e ­

sultado que un año después fue utilizado por Lavrov para demostrar 

la inseparabilidad recursiva de las fórmulas válidas y finitamente 

refutables en la teoría de un predicado binario, irreflexivo y s i ­

m étrico y, como consecuencia, en la teoría de retículos [A]. A n á ­

logos resultados fueron obtenidos al comienzo de los años sesenta 

por Ershov y T aitslin para otras teorías algebraicas elementales 

[2], [6], [7] y [8], Mucho más recientemente, en 1980, de nuevo la

inseparabilidad recursiva de los referidos conjuntos de máquinas de 

Turing ha servido a Manaster y R o s e n s t e i n  para obtener teoremas 

de inseparabilidad relativos a "tiling problems" y a la teoría de 

retículos b i d i m e n s i o n a l e s .

Todos los resultados citados pueden f ortalecerse con relativa 

facilidad , probando que los conjuntos de máquinas de Turing en 

c uestión no sólo son r e c ursivamente i nseparables (como prueba 

Büchi), sino también efectivamente inseparables y observando que 

esta inseparabilidad fuerte se transmite m ediante inmersión.

Como consecuencia de la recursividad enumerable de todos los c o n ­

juntos citados, de su inseparabilidad efectiva se sigue su crea­

tividad, mejor posible c l a s ificación de acuerdo con un bien cono­

cido teorema de Myhill.

La n omenclatura utilizada a c o n t i nuación es la habitual, tomada 

de Hermes [3] para la teoría de las máqui n a s  de Turing y de Rogers 

[9] para la teoría de las funciones r e cursivas parciales.
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DF 1 Dos conjuntos disjuntos de números naturales A y B son
recursivamente inseparables si no existe un conjunto recur­
sivo C tal que A C C C B .

DF 2 Dos conjuntos disjuntos de números naturales A y B son efec­
tivamente inseparables (e.i.) si existe una función recursiva 
h tal que

(*) \/x V y  ( (A C W a  B c  W a  W /| W = 0) ---- > h (x , y) e W u Wx y x y x y .

Trivialmente se verifica:

TH 1 Dos conjuntos efectivamente inseparables son recursivamen­
te inseparables.

Es también obvio que se verifica:

TH 2 Dos conjuntos recursivamente enumerables y efectivamente
inseparables son creativos.

TH 3 Los conjuntos A = {x / <J>x (x) = 0 }  y B = {x / <j>x (x) = 1}
son efectivamente inseparables.

Demos tración:

Sea h una función tal que

■

W , y ) (z) = '

1 si 3 t (T jxzt a  Vs  ( s 4 t 
0 si 3t(T^yzt A Vs(s^ t

Si A c  W , B c W

i en los demás casos 

y W a  W = 0, entonces h(x,y)x y x y
En efecto:
h (x , y) e Wx > <f>x (h (x ,y) ) + y $ (h(x,y)) +

3t(TlXh(x,y)t A \ f s ( s ¿ t  > 1 T Ĵ yh (x ,y) s) )

+h(X ,y)(x'y) = 1 ---- > h (x , y) e B< W c F  ,y x
h(x,y) i W . Análogamente h(x,y) i W x y

> iTjyzs))
■>“t T^xzs))

i W v» W .x y

con lo que
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TH 4 

(**)

ii 

i i i

TH 5

Si A y B son conjuntos e.i., A ' B' = 
ci5n recursiva f tal que para todo x

x e A ---- > f (x) e A ’

y existe una fun-

x e B > f (x) e B' ,
e n t o n c e s A ’ y B ' son e.i.

D e m o s t r a c i ó n :

Si g es una f u n c i ó n r e c u r s  iva
x ,  y son tales que

A C W B c w , W n W = 0 ,X y X y
se t i ene :

A <  f" l u ') c f " x(w ) =X W g(x)

B C f " 1 (B ’) <= f" ‘ (“ y) = Wg ( y )

r t f_ 1 (w : g (z) z

wg(x) " Wg(y) ■ 0 •
siguiéndose de i-iii que 

h(g(x), g(y)) i w g(x)v  w g(y) 
y en consecuencia

f (h (g (x) , g (y ) ) ) i W v Wx y

Sea la máquina de Turing cuyo numero de Gtfdel es x.

Los conjuntos S = {x / termina parándose cuando ope-1
ra sobre una cinta vacía} y C = { x / M cicla cuardo ope-J x
ra sobre una cinta vacía] son e«;i.

Demos tracion

Sean A y B los conjuntos definidos en TH 3, M la náquina 
de Turing que computa de forma "standard" (cfr. (3), pp. 
94-96) la función recursiva parcial tj>(x) = <f>x (x).

Si <j>x ( x )  = 0 M realizará el programa

* l l l . . . | l i  -------> *111••• l l* l i
x+1 x+1
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r si 4>x (x) = 1,

■II I .-.11; ------- > *M I ... 11*| |;x+1 x+1

Si f es la función recursiva tal que
w  /. \X+1 w  «»2 1 ^ 7*
Mf(x) = (,r) M * -----> ri

is obvio que se cumple:
: e A -------- > f (x) e S
: e B ----> f(x) e C ,
:on lo que el teorema se sigue como consecuencia de TH 3 y TH 4.

A partir de TH 4 y TH 5 se obtienen sin dificultad resultados 
■elativos a la inseparabilidad efectiva de "dominos" periódicos 
¡ incoherentes, que a su vez pueden servir de partida para obte- 
ler una version más fuerte (inseparabilidad efectiva en vez de in- 
¡eparabilidad recursiva) del teorema de Buchi.
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