Por José F. Prida

La inseparabilidad recursiva de los conjuntos de fdrmulas del
cdlculo de predicados de primer orden respectivamente insatisfac-
tibles y finitamente satisfactibles fué demostrada en 1953 por
Trachtenbrot [10]. A partir de la inseparabilidad recursiva de los
conjuntos de mdquinas de Turing que respectivamente ciclan y aca-
ban paridndose cuando actuan sobre una cinta vacia, Bilichi probd en
1962 una versidn mds fuerte del teorema de Trachtenbrot [1], re-
sultado que un afio después fué utilizado por Lavrov para demostrar
la inseparabilidad recursiva de las fdrmulas vdlidas y finitamente
refutables en la teoria de un predicado binario, irreflexivo y si-
métrico y, como consecuencia, en la teoria de reticulos [4]. Ana-
logos resultados fueron obtenidos al comienzo de los afios sesenta
por Ershov y Taitslin para otras teorias algebraicas elementales
[2], [6], [7] y [8]. Mucho mds recientemente, en 1980, de nuevo 1la
inseﬁarabilidad recursiva de los referidos conjuntos de maquinas de
Turing ha servido a Manaster y Rosenstein para obtemer teoremas
de inseparabilidad relativos a "tiling ptoflems" y a la teoria de

reticulos bidimensionales.

Todos los resultados citados pueden fortalecerse con relativa
facilidad , probando que los conjuntos de midquinas de Turing en
cuestidn no sdlo son recursivamente inseparables (como prueba
Bichi), sino también efectivamente inseparables y observando que
esta inseparabilidad fuerte se transmite mediante inmers&idn.

Como consecuencia de la recursividad enumerable de todos los con-
juntos citados, de su inseparabilidad efectiva se sigue su crea-
tividad, mejor posible clasificacidn de acuerdo con un bien cono-

cido teorema delxyhill.

La nomenclatura utilizada a continuacidn es la habitual, tomada
de Hermes [3] para la teoria de las midquinas de Turing y de Rogers

[9] para la teoria de las funciones recursivas parciales.
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Dos conjuntos disjuntos de niimeros naturales A y B son
recursivamente inseparables si no existe un conjunto recur-

sivo C tal que A€ C € B

Dos conjuntos disjuntos de niimeros naturales A y B son efec=

tivamente inseparables (e.i.) si existe una funcidn recursiva

h tal que
VxVy ((aeW a BeW aW Al = @) —> h(x,y) e W oW,

Trivialmente se verifica:

Dos conjuntos efectivamente inseparables son recursivamen-

te inseparables.
Es también obvio que se verifica:

Dos conjuntos recursivamente enumerables y efectivamente

inseparables son creativos.

Los conjuntos A = {x / g (o) = 0} -y B = {x / ¢ (x) = 1}

son efectivamente inseparables.

Demostracidn:

Sea h una funcidn tal que

I | ed at(TlxztaVs(s‘t > AT, yzs))

o

¢h(x,y)(2) si 3t('1‘1yzt A Vs(s< t >'IT1xzs))

4 en los demds casos

Si Ae¢ Wx, Bcwy y Wxn Wy = ¢, entonces h(x,y) ¢ qu Wy X

En efecto:
h(x,y) € wx

> S (RIS YIIE Ty ¢y(h(x.y))+

3t(T1xh(x,y)t nYs(sgt > AT,yh(x,y)s))

¢h(x,y) (x,y) =1 > h(x,y) € B€ wycwx s, con lo que

h(x,y) ¢ W . Anialogamente h(x,y) ¢ Wy 5
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Si A y B son conjuntos e.i., A'qB' = § y existe una fun-

cidn recursiva f tal que para todo x

x € A > fi(x) e A?
x € B P ix) el B
entonces A' y B' son e.i.

Demostracidn:

Si g es una funcidn recursiva tal que wg(z)= f—l(Wé) y

X, y son tales que
AcW, B cwy, Wxnwy =0,

se tiene:

1

s ey e wmay e

% g (x)

1

- A ¢
BeE (BY) S £ (W) Wg(y)

y

wS(X) o wg(y)
siguiendose de i-iii que
h(g(x), g(y)) ¢ Vo (x)¥ wg(y)

y en consecuencia

f(h(g(x), g(y))) £ wxuwy .

Sea Mx la madquina de Turing cuyo nimero de GY¥del es x.

Los conjuntos S = {x / Mx termina parandose cuando ope=
ra sobre una cinta vacia} y C = { x / M cicla cuando epe-

ra sobre una cinta vacia}son eci.
Demostracidn

Sean A y B los conjuntos definidos en TH 3, M la maquina
de Turing que computa de forma "standard" (cfr. (3), pp.

94-96) la funcidn recursiva parcial Y(x) = ¢x(x).

Si ¢x(x) 0 M realizara el programa

oo i 1) L0 B S ey o i 1 6 O W
x+1 x+1
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b B8 ¢x(x) =1,

| Jeeoll® 'mmm——s *.|||...||*||5
x+1 x+1

Si f es la funcidn recursiva tal que

)
Mf(x) (lr)x+l M 12 1 A rl

's obvio que se cumple:

ke A > filx) e S

i ¢ B s Filx) € G

on lo que el teorema se sigue como consecuencia de TH 3 y TH 4.

A partir de TH 4 y TH 5 se obtienen sin dificultad resultados
‘elativos a la inseparabilidad efectiva de "dominds" periddicos
. incoherentes, que a su vez pueden servir de partida para obte-
er una versidn mas fuerte (inseparabilidad efectiva en vez de in-
eparabilidad recursiva) del teorema de Buchi.
|
(IBLTOGRAFIA
H] Bifichi, J.R. Turing-machines and the Entscheidungsproblem, Math.
Ann. 148 (1962), pp. 201-213.

.
%] Ershov, Yu.L. gnd Taitslin, M.A.. The undecidability of certain
theories, A.i.L. 2, 5(1963), pp. 37-42

3] Hermes, H., Enumerability, Decidability, Computability, Springer
‘ Verlag, Berlin, 1964.

A] Lavrov, I.A., The effective . inseparability of the sets of
identical true formulae and finitely refutable formulae for

certain elementary theories, A.i.L. 2, 1(963) pp. 5-18.

;I Manaster, A.B. and Rosenstein, J.G., Two-dimensional partial
orderings: Undecidability, J.S.L., vol 45, 1(1980), pp. 133-143.

] Taitslin, M.A. Undecidability of the elementary theory of
commutative cancellation semigroups, Sibirsk. Math. Zh. 3(1962),
pp. 308-309.

u Taitslin, M.A., Effective inseparability of the sets of iden-
ticall§ true and finitely refutable formulae of the elementary
lattice theory, A.i.L. 1,3(1962), pp. 24-26




60

[8]-Taitslin, M.A. Undecidability of the elementary theories of cerT

tain clases of finite commutative associative rings, A.i.L.
2, 3(1963), pp. 29-51.

[9J Rogers, H, Theory of recursive functions and effective compu-
tability, McGraw-Hill, New York, 1967.

[laTrachtenbtot, B.A. .0On mcursive separability. Doklady Akad.

Nauk SSSR, 88 (1953), pp. 953-956.




