
LA GEOMETRÍA EN EL PENSAMIENTO DE KANT

A Enrique d’Etigny

La peculiaridad más original de la filosofía teóricade Kant es la
tesis de que e] conocimiento humano puedeir más allá del conte-
nido informativo de nuestrosconceptossin apoyarseen los datos
de los sentidos.Esta tesisestá íntimamentevinculadaa la doctrina
kantianasegúnla cual tenemosaccesoa una fuente de conocimien-
tos que no es empíricani conceptual.Esta fuente, que Kant llama
la «intuición pura», nos proporciona según él nuestrasrepresenta-
ciones del tiempo y del espacio.Kant concibe a la geometríacomo
la ciencia de las determinacionesdel espacio.Kant aduce el cono-
cimiento geométricocuando quiere proponer un ejemplo incuestio-
nable de que hay conocimientosque rebasanel contenido informa-
tivo de los conceptosque combinan,sin apoyarseemperoen datos
sensoriales.Kant da también otros ejemplos de tales «juicios sin-
téticos a priori», como llama a este género de conocimientos.Pero
esos otros ejemplosno tienen el mismo valor y pertinencia que el
conocimientogeométrico.Una partede ellos, los llamadosprincipios
de la ciencia natural pura, no siemprehan sido reconocidoscomo
válidos y hasta cabe sostenerque uno de los propósitos de la
filosofía teórica de Kant ha sido el de justificar su validez. La parte

restanteconsisteen verdadesaritméticas,las cualesgozan por cier-
to de universal reconocimiento,pero no es fácil comprendercómo
pudieranfundarseen una «intuición pura» del espacioo del tiem-
po ~. Parece,por esto, razonablesuponerque las verdadesgeomé-

1 El pastorSchultz escribió que como «la geometríatiene como objeto el
espacioy la aritméticatiene como objeto e! contar (y éste sólo puede Llevarse
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tricas han sido el paradigmade los «juicios sintéticosa priori» de
Kant y que la reflexión sobresu naturalezay fundamentoha jugado
un papel sobresalienteen la edificación de la doctrina de la Crítica
de la razón pura.

En el último tercio dcl siglo XIX la autoridadde Kant y la con-

dición privilegiada que su filosofía atribuye a la geometríaclásica
solieron invocarsepara combatir los sistemasgeométricosalterna-
tivos, introducidospor Bolyai, Lobachevskyy Riemann,y que muchos
filósofos hallaban inquietantes.El descréditoque se quiso arrojar
sobre ellos en nombre de Kant revirtió luego sobre éste cuando
las nuevas geometríasacabaronde imponerse como matemática-
mente legítimasy la teoría general de la relatividad les dio además

el espaldarazode la aplicación física (Einstein, 1916). Los estudios
sobre la filosofía de las matemáticasde Kant publicadoshacia 1900
nacen al calor de la controversia.Se dirigen a refutar a Kant> como
el excelenteensayode Couturat (1904), o a mostrarque,no obstante
las aparienciasen contrario, Kant ha sido una especie de precursor
filosófico de la matemáticamoderna(Meinecke, 1906; Cassirer,1907).
En las décadassiguientes,cuando se quiso separar«lo vivo y lo
muerto» en la herencia kantiana, fue casi inevitable consignaral
cementerio a toda la concepción filosófica de la geometríay con
ella a la cardinal teoría del espacioy el tiempo (Walsh, 1947). En
los últimos añosrenaceel interéspor este aspectoesencialdel pen-
samientokantiano.Gottfried Martin (1951)y Heinz Heimsoeth(1960)

subrayannuevamentela importanciade los problemasfilosóficos del
espacioen la constituciónde la doctrinacrítica. 1?. F. Strawsontrata
con más simpatíaque comprensióna la teoría de la geometríade
Kant en la parte final de The boundsof sense(Straxvson,1966). Jules
Vuillcmin (1969), en una serie de notas más sugestivasque con-
cluyentes,busca interpretarla a la luz de las matemáticasdel si-
glo xix. Jaakko Hintikka, en una brillante serie de trabajos (1965,

1967, 1969, 1972, 1973), asimila a la teoría modernade la deducción

a cabo en el tiempo), es evidente de qué manera son posibles la geometríay
la aritmética» (Schultz (1784), pág. 24). Pero Kant no se dejó ofuscar por las
«evidencias»de su amigo el pastor. El 25 de noviembre de 1788 le escribe: «No
obstante la sucesión que se requiere siempre para construir una magnitud, la
ciencia del número es una síntesis puramenteintelectual, que nos representa-
mos en pensanzientos»<=1k.,1<, 557; cursiva mía).
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lógica uno de los puntos más vilipendiados de la teoría kantiana,

la tesis de que la demostracióngeométricaa cada paso se apoya
en la (<intuición».

Las páginas siguientes,libres de todo ánimo polémico o apolo-
gético, quisieran contribuir a un mejor conocimiento de las refle-

xionesfilosóficas de Kant sobrela geometría.Con estefin he elegido
varios textos redactados por Kant en diversos momentos de su
vida, cuyo análisis y comentariome ha parecidoque podía arrojar
luz sobresu pensamientoacercade estetema.

1. LA GEOMETRÍA SUPREMA

A los veintidós años Kant tercia en la disputa entre leibnizianos
y cartesianos2 con su disertación magisterial Sobre la verdadera
manera de calcular las fuerzas vivas (1746). En el § 9 de la misma
expresaque el espacioy la extensiónno existirían si «las sustancias
no tuviesen fuerzapara actuar fuera de sí». Sin dicha fuerza,agre-
ga, «no hay enlace; sin éste, no hay orden, y sin éste, finalmente,
no hay espacio»(Ak., 1, 23). Kant adopta ostensiblementela con-
cepción leibnizianadel espaciocomo un mero orden de coexistencia.
Pero declara que ve un círculo vicioso en la demostraciónde la
tridimensionalidad del espacioque Leibniz ofrece en el § 351 de
la Teodicea. A diferencia de Leibniz, el joven Kant no cree que la
tridimensionalidadpueda ser establecidapor una demostración16-
gica, digamos,analizando la noción misma de espacio.En el § 10
proponeuna explicación física de la tridimensionalidad del espacio.
Segúnél, este modo de explicación viene impuestopor la propia
concepción leibniziana: si las fuerzas que las sustanciasejercen
unas sobre las otras son el fundamentodel ser del espacio,ellas
serán también el fundamentode sus propiedades>inclusive la pro-
piedad de tener tres dimensiones.Kant prosigue:

2 Sobre la disputa entre leibnizianos y cartesianosacerca de la verdadera
manerade calcularlas fuerzasvivas, puedeconsultarsea Erich Adickes (1924),
págs. 65-82.
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Segúnesto sostengopuesque las sustanciasen el mundo
existentedel que somosparteposeenfuerzasesencialesque
vinculadasentre sí difunden sus efectos en proporción in-
versa al cuadradode las distancias; segundo,que el todo
que surge de esto poseeen virtud de estaley la propiedad
de ser tridimensional; tercero> que esta ley es arbitraria y
que Dios pudo haberelegido otra en vez de ella, por ejem-

pío la de la proporción inversaal cubo; y cuarto>por últi-
mo, que de una ley diferentehabría resultado una extensión
con otras propiedadesy dimensiones.Una ciencia de todas
estas posiblesclases de espacioseria ciertamente la geome-
tría suprema que un entendimientofinito pudiera desarro-
llar (Ak., 1, 24; cursiva mía).

Este texto sugieremás preguntasde las que permite contestar
con seguridad. Kant obviamentedistingue entre una geometríasu-
prema y la familiar geometríade Euclides aplicadapor la ciencia
de su tiempo en la descripciónde los procesosfísicos. Llamemosa
aquella> geometríageneral>a esta,geometríafísica. ¿Cuáles la rela-

ción entre ellas y de ambas con la realidad?La geometríageneral
se caracterizaexpresamentecomo la ciencia de un espaciode cual-
quier númerode dimensiones,o, como hoy diríamos, de un espacio
n-dimensional. ¿Qué otras característicasdel espaciodeja indeter-
minadas la geometríageneral? ¿Hay alguna determinación impor-
tante que el texto kantiano obligue a suponerque sería común a
todos los espaciosposiblesde que trate la geometríageneral?La
reflexión sobreestaspreguntas,aunqueinevitablementeplagadade
conjeturas>contribuye a arrojar luz sobre la doctrina posterior de
Kant sobre el espacioy la geometría.Empecemospor las dos úl-
timas.

Kant contemplaen forma explícita «una extensiónde otras pro-

piedadesy dimensiones».¿En qué propiedadesestápensando>apar-
te de la dimensión? La sola generalizacióndel número de dimen-
sionesnos sugierela idea de extendera los espaciosde tres o más
dimensionesciertos distingos familiares en el casode las superficies
o espaciosbidimensionales.Pero ¿se la sugería a Kant? No creo>
por ejemplo, que haya pensadonuncaen el distingo entreespacios
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orientables y no-orientables (en estos últimos> un zapato podría
sacarsede un pie y calzarseen el otro despuésde hacerlorecorrer
un trayecto apropiado),desdeluego, porqueno debehaberconocido
las superficiesno-orientables>aunqueuna de ellas> la cinta de Moe-
bius, es fácil de construir~. Es claro> en cambio, que le eran fami-
liares superficies como la esfera, sobre las cuales quien se aleja
constantementede un punto dado por el camino más corto acaba
retornando a ¿1 desdela dirección opuestaa aquella hacia la cual

partió. ¿Concibió Kant la posibilidad de espaciosde tres o más
dimensiones>con una propiedad análoga a ésta de la esfera?Un
detalle del texto fija un límite a las variacionesposiblesde un es-
pacio a otro que Kant habría admitido: la tridimensionalidaddel

espacioen que vivimos se debea que los efectosde las fuerzascon
que las sustanciasactúan unas sobre otras varían en proporción
inversa al cuadradode las distancias.Esto implica, al parecer>que
la distancia comparativa entre las posiciones en el espaciocons-
tituye, según Kant> un carácter fundamentale invariable de éste>
puesto que de ella dependela determinaciónde una de esasleyes
físicas que supuestamentedefinen los caracteresvariables del es-
pacio.Vale la penallamar la atenciónsobreestedetalle, por cuanto
nos hemos acostumbradoa considerara la métrica o función que

asigna distancias a los pares de puntos de un espacio>como una
característicade éste menos básicaque el número de dimensiones,

por ejemplo,o la orientabilidad,y el debatefilosófico contemporáneo
sobre estasmaterias estádominado por la idea de que un mismo
espacio,digamos,una misma extensión continua de cierto número
de dimensiones,puede admitir métricas alternativas,variando su
estructura geométrica según se adopte una u otra definición de
distanciat

Cuantomás remotose incomprensiblesnos aparezcanlos detalles
técnicosque presupondríauna elaboraciónprecisa de las ideas de
Kant, tanto más ha de sorprendernosla modernidadde la concep-

3 Tómese una cinta rectangular,bastantemás larga que ancha> numérense
los vértices en el orden en que los recorrerían las agujas de un reloj> únanse
los dos bordes opuestos más cortos> cuidando de hacer coincidir los vértices
1 y 3, 2 y 4. Moviendo una D sobre la superficie así obtenida podemos llevarla
a coincidir con una U.

4 Cf. Griinbaum (1973).
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ción general del conocimientogeométricoque habíaalcanzadoa los
veintidós años de edad. A esto se refiere la preguntaque formula-
mos arriba en primer término y que ahora pasamosa considerar.
El texto trascrito sugiereinequívocamentecuál es la relación entre
la «geometríasuprema»que Kant proyectay la geometríaeuclidiana
que empleanGalileo y Newton: éstadebeconcebirsecomo un caso

particular de aquélla,como una especificaciónresultantede asignar
determinadosvalores numéricos a unos parámetrosque la geome-

tría general deja indeterminados.Kant mencionasólo uno de estos,
la dimensión, pero insinúa que pudiera haber otros. Parececlaro

asimismo que la decisión sobreel valor efectivo de los parámetros
del espacio real debe basarse,según Kant, en la experiencia.No
podríamos,en efecto, determinara priori unas característicashin-
dadasen lo que Kant llama expresamente«una ley arbitraria». In-
cierta, en cambio, es la índole de esa experiencia. ¿Podemosesta-
blecer las propiedades universales del espaciopor observacióndi-
recta> como establecemos,por ejemplo, que el sol es más luminoso
que la luna, o que el agua de mar es salobre?¿O la determinación
de tales propiedadessólo puedehacerseindirectamente>observando
sus consecuenciasempíricas particulares?Podría pensarseque el
único parámetroque Kant expresamentemenciona> a saber, el nú-
mero de dimensiones,puede ser determinadopor observación di-
recta> con total exactitud(graciasa que sólo admite valoresenteros:
1, 2, 3, 4, etc.). Pero aun en este caso, como ha señalado Carnap

(1922, págs. 66-67), la observaciónsólo nos autoriza a emitir un
juicio acerca de la región del espacioque observamos,y no nos

permite saber si ella es o no un subespaciode un espaciode más
dimensiones.Con otros parámetrosla situación es más grave. Por
ejemplo, la suma de los ángulos de un triángulo, mayor que dos
rectos en un triángulo esférico, se aproxima indefinidamente a dos

rectos según decreceel área del triángulo en comparacióncon el
radio de la esfera sobre la cual está trazado. Las medicionesde
triángulos permiten pues,decidir, si una superficie es esférica>pero
sólo si se considerantriángulos suficientementegrandesen relación
a la curvaturade la superficie~. De otro modo, el excesode la suma
de los ángulos sobredos rectospuedeser tan pequeñoque nuestros

5 La curvatura do una esfera es el valor recíproco dcl radio.



LA GEOMETRÍA EN EL PENSAMIENTO DE KANT 15

instrumentosno permitandistinguirlo de cero. Consideracionesaná-
logas puedenaplicarsea la determinaciónempírica de las propie-
dadescaracterísticasde un espaciode tres dimensiones<o más).En
las obras de su madurez> Kant se muestramuy conscientede la
índole esencialmenteimprecisa e incompleta del saber empíricok
Por otra parte> seguramentese ha percatadode que la medición
empírica presuponeun saber o> en todo caso, una decisión acerca
de las propiedadesdel espacio.La consideraciónde estos hechos

¿habráinfluido en el abandonopor Kant de su incipiente concep-
ción de la geometría física como ciencia empírica? No podemos
saberlocon certeza,pueslos textos nadanos dicenal respecto,pero
esta conjetura pareceplausible.

Habíamospreguntadopor la relación entre las geometríasque

Kant distinguey la realidad.En el casode la geometríafísica parece
claro que se la concibe como un saberadecuadoacercade propieda-
des y relacionesde las cosasque pueblanel mundoen que vivimos.
Kant entenderáasí durantetoda su vida el valor cognoscitivode la
geometríaeuclidiana y aunqueen el escrito que comentamosno lo
dice, pareceque lo presupone.En cuanto a la geometríageneral>
pareceque él ve en ella un saber acercade caracterescomunesa
todos los mundos posibles. En el § 8 Kant define mundo como
rerum omnium contingentiumsirnultanearum et succesivaruminter
se connexarumseries y sostiene que Dios puedemuy bien crear
muchos mundos> esto es> muchas de estas series> inconexasentre
ellas. Al especificarde distintasmaneraslos parámetrosdel espacio
que la geometríageneral deja indeterminadosobtenemosdiversos
mundos posibles,cada cual con su peculiar geometríafísica. Pero

también podría haber> en principio> varios mundoso seriesincone-
xas de cosascon una misma geometría.Sobre esto Kant da su opi-
nión en el curioso § 11. Con Leibniz, Kant estima que las obras de
Dios <‘poseen toda la grandeza y variedad que pueden abarcar»

(Mc, 1, 25). Esto le hace pensar>a diferencia de Leibniz, que Dios
ha creadomás de un mundo. Sin embargo>si estos diversosmundos
tuviesen un espaciodel mismo tipo, digamos> un espaciotridimen-

6 Especialmenteelocuentesson dos pasajes del Opus postunium(=1k.,XXI>
61 y 99) que cito en alemán y en españolen Torretti (1967), págs. 485 s.

7 «Serie de todas las cosas contingentessimultáneas y sucesivas conexas
entre sí» (=1k.,1, 23 n.).
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sional, «entonceslos otros mundos..- podrían estar conectadoses-
pacialmentecon el nuestro.- - y habría que preguntarse>por qué
Dios ha separadoun mundode los otros cuandoal enlazarloshabría
comunicado a su obra una perfección mayor; pues> cuanto más
enlace, tanta más armoníay concordanciahay en el mundoy en
cambio las lagunas y separacionesinfringen las leyes del orden y
de la perfección»(AL, 1, 25). Kant concluye por esto que sólo puede
existir más de un mundo si puedehaber más de una clasede es-
pacio. Sólo la diversidad de la estructura geométricagarantizala
incomunicabilidad.Este pasaje> tan ajeno a la manerapost-kantia-

na de pensar que es la nuestra,es interesantepara nosotros> sin

embargo,porqueconfiere implícitamentea la geometríageneraluna
dignidad que no poseea primera vista. A travésde ella ganaríamos
accesoteórico a realidadesde las que estamosabsolutamentedes-
conectados.El interés de esta tesis resideen esto: muestraa Kant

tan poco dispuestoen 1746 como lo estarámás tarde, a reconocer
como ciencia a un saber que no se refiera a algo que, al menos

conjeturalmente,exista.
El escrito de 1746 no nos da basepara resolver un último inte-

rrogante: ¿Cómoestablecesus verdadesla geometríageneral?Los
conocedoresde Leibniz se inclinarán a sobreentenderque la verdad

en geometríaen general se caracterizasólo por la ausenciade con-
tradicción. Pero ¿podemosatribuir este modo de ver a Kant? La
cuestión es delicada.Por un lado, Kant ha comprendidoya en 1746
que el criterio leibniziano de la no contradicción no bastapara
determinaruna estructuratan específicacomo la del familiar es-
pacio euclidiano: el pasaje que estamos analizando parte de la
comprobación de que ni siquiera la tridimensionalidad puede es-
tablecerse—como había intentado Leibniz— recurriendo solamente
a este criterio. Pero ¿seha percatadoKant ya entoncesdel grado
de arbitrariedad que el uso exclusivo del criterio leibniziano intro-
duceen las matemáticas?Probablementeno. No es inverosímil que
el haberlo barruntado más tarde> asistido tal vez por su amigo
Lambert, haya contribuido poderosamentea que Kant dejaseatrás
el pluralismo geométrico de sus veinte años y procurasedar a la
geometría euclidiana del mundo real un fundamento filosófico que
certificara su valor cognoscitivoy su unicidad.
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2. CONTRAPARTIDAS INCONGRUENTES

En el artículo «Zenón»> nota 1, de su famosoDiccionario, Pierre
Bayle exponelas consecuenciasmetafísicasde la divisibilidad infinita
del espacio.Por una parte, si el espacioes infinitamente divisible,
las cosas espacialestambién lo son; no existen átomos,en sentido
estricto. <‘Pues toda extensión,por pequeñaque sea> tiene un lado
izquierdo y un lado derecho,un lado de arriba y un lado de abajo.
Por lo tanto, es una colección de cuerpos distintos. Puedo negar
del lado derecho lo que afirmamos del izquierdo. Estos dos lados
no estánen el mismo lugar. Un cuerpono puedeestaren dos luga-
res a la vez y, por lo tanto, toda extensiónque ocupavarias partes
del espacio contiene varios cuerpos» (Bayle, pág. 360). Por otra
parte, la divisibilidad infinita de las cosas espacialesno es compa-
tible con su existenciareal. Bayle arguye profusamenteen pro de
estaconclusión.Más concisoy contundenteque los suyos, me pare-
ce el siguiente argumento,inspirado en el tratamiento kantiano de

la cuestión~. Toda cosa divisible se compone de partesy subsiste
realmenteen la medidaen que subsistenéstas.La realidadexistente
en la cosa no puedeverse menoscabada,pues> si se suprimen los
vínculos que unen a las partesque la forman. Pero si la cosacom-
puesta es infinitamente divisible, cada una de sus partes también

lo es. Al suprimirse todos los vínculos que unen a éstaspara formar
a aquélla, se disipan las partesmismas y no restanada subsistente
que pudiera señalarsecomo basede la subsistenciade la cosa. Si
hay tanta realidaden la cosa compuestacomo queda en pie al su-
primirse los vínculos de composición, fuerza es concluir que una
cosa infinitamente divisible no tiene ninguna realidad.

La tesis de la irrealidad del espacioy de las cosas espaciales,
que Bayle atribuye a Zenón de Elea, puede eludirse, por cierto,
rechazandola divisibilidad infinita del espacioreal, en que existimos

nosotrosy los cuerposquenos rodean.Varios autoresdel siglo XVIII

8 Ak., 1, 105-108; KrV, A 434/B 462.
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se valen de estasalida9. Kant la rehuyósiempre. La geometríaclá-
sica suponela divisibilidad infinita del espacioen que recorta sus

figuras‘~. La física de Galileo y Newton suponeque los cuerposque
ella estudia y el espacioen que se muevenobedecena las leyes de
la geometríaclásica. Negar la divisibilidad infinita del espacioreal
equivale pues a negar que la física de Galileo y Newton hable de
los cuerpos reales.Como es sabido,antesque admitir esta restric-
ción del valor cognoscitivo de la ciencia matemáticade la natura-
leza> Kant preferirá sostenerque los cuerposque de ordinario llama-
mos realesno poseenese género de subsistenciaindependienteque
es requisito de la realidad metafísica. Pero antes de elaborar la
doctrina que llamará de la idealidad trascendentaldel espacioy
los cuerpos,ensayaráuna solución diferente de las dificultades de

la divisibilidad infinita.
Ella apareceexpuestaen la MonadologiaPhysica, la disertación

latina que Kant presentóen 1756 a la Facultad de Filosofía de
Kbnigsberg como «una primera muestra del empleo de la meta-
física unida a la geometríaen la filosofía natural» (AL, 1, 473). Se
sostieneallí, por un lado, que los cuerposse componende sustan-
cias simpleso mónadas,y por otro, que el espacioque los cuerpos
llenan es infinitamente divisible y por lo tanto no constade partes
simples. ¿Cómose concilia esta doble afirmación con el argumento
que hemos trascrito de Bayle? Kant sostieneque, aunquelas mó-
nadasocupanespacio>no son extensas,y por lo tanto puedenmuy
bien ser simples e indivisibles no obstantela divisibilidad del es-
pacio que ocupacadauna. La mónadano ocupa el espacioen que
está presentellenándolo con una pluralidad de partes sustanciales
suyas —como presuponíaBayle— sino con la actividad mediante
la cual impide el acercamientode otras mónadaspresentesen los
espaciosvecinos.

Si una mónada,como sostenemos>llena un espaciodeter-

minado, éstepuedeser representadopor cualquier otro es-

9 Véase,por ejemplo. Crusius (1753), págs. 188-202. Sobre estamateria puede
consultarsecon provecho a Tonelli (1959), págs. 177-185.

10 Kant ofrece una demostracióngeométrica de la divisibilidad infinita del
espacioen su obra juvenil MonadologíaPlzysica(=1k.,1, 478). Esa demostración
apareceresumida en españolen Torretti (1967), págs. 105-108.
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pacio finito. Representepues el pequeñocírculo ABCD al

pequeño espacioque la mónada ocupa con su actividad;
sea BD el diámetrode la esferade esta actividad, es decir>
la distanciaa la que impide que otras mónadas,presentes
a ella en B y U, se sigan acercandomutuamente.Cuidémos-
nos de aseverar>empero,que estees el diámetrode la mó-
nada misma, pues ello seríaabsurdo.Puescomo el espacio
se resuelveen puras relacionesexternas, lo que es interno
a la sustancia, esto es, la sustanciamisma, sujeto de las
determinaciones externas, no está en rigor determinadopor

el espacio, sino sólo aquellasdeterminacionessuyasque se
refieren a lo externo puedenlícitamentebuscarseen el es-
pacio. Pero>dices, en estepequeñoespacioestála sustancia,
presenteen todo lugar dentro de él, de suerteque al divi-
dirse el espaciose divide la sustancia.Respondo: eseespa-

cio es el ámbito de la presenciaexterna de este elemento.
Quien divide el espaciodivide puesla magnitud extensade
su presencia.Pero ademásde la presenciaexterna,esto es>
de las determinacionesrelativas de la sustancia,hay otras
internas, y si éstas no existieran,aquéllas no tendrían un
sujeto en el cual inherir. Pero las determinacionesinternas
no estánen el espacio>justamenteporque son internas. No
las divide, pues, la división de las determinacionesexternas,
y por lo tanto el sujeto mismo, esto es, la sustancia,tam-
poco resulta dividido (Ak., 1, 481; cursivamía).

La solución kantiana depende,pues, esencialmentede dos su-

puestos: la concepción de los cuerpos como compuestosde sus-
tancias simples que son centros inextensosde fuerzas que se ex-
tienden y la concepcióndel espaciomismo como un puro sistema
de relacionesabstraídasde la interacción de esas fuerzas. En un

ensayode 1762 ‘¼Kant menciona aún esta solución suya del pro-
blema de la divisibilidad infinita del espaciocomo un «ejemplo del
único método segurode la metafísica»(Ak., II, 286). Pero dos años

11 «Investigación sobre la nitidez de los principios de la teología natural y
de la moral». Una versión españolamía de este ensayoapareceráen Diálogos,
núm. 27 (1974>.
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más tarde, en Sueñosde un visionario, manifiestaciertas reservas
motivadaspor la dificultad de incorporara estadoctrina una solu-
ción aceptablede los problemasque suscita la interacción de alma
y cuerpo‘k No podemos determinar en qué medida estasdudas

han motivado las indagacionesque conducena Kant a un descubri-
miento que, a sus ojos, refuta definitivamentela concepciónreía-

cionista del espacio,quebrandoasí una de las basesen que des-
cansabasu solución del problemade la divisibilidad.

Kant publica este descubrimientoen 1768 en un breve artículo
en un semanario de Kdnigsberg”. Concierne a las consecuencias
ontológicas de un hechogeométrico familiar: existen cuerpostales
que, si los consideramospor separado,atendiendoa las relaciones
espacialesentre sus partes respectivas>nos aparecencomo geomé-
tricamente indiscernibles,y que> sin embargo,no son congruentes>
pues uno de ellos no puedehacersecaber dentro de la región del

espacioque ha llenado el otro. Ejemplos aproximadosson el pie
izquierdo y el pie derecho de una persona>o> mejor> un zapato
izquierdo y el zapato derechocorrespondiente.Para determinarun

ejemplo exacto recurrimos a una construcciónsencilla. Sea K un
cuerpo cualquiera, rl un plano cualquiera. De cada punto p de
1< - bajamos la perpendicular a rl. Sea q el punto en que esa

perpendicularllega a rl. Si prolongamosesa perpendicularal otro
lado de rl podemosmarcaren ella un punto p’, tal queel segmento

pq es igual al segmentoqp’. Llamamosa p’ la imagen de p, abrevia-
do i(p). La correspondenciaque asignaa cada punto p de K su
respectivaimagen«ji) se llama reflexión de K respectoal plano rl.
En virtud de ella> correspondea K un cuerpo i(K), que llamaremos
una contrapartida de K. En virtud de nuestromodo de construirla,
es claroque no se hallaráuna diferenciaentreK e i(K) si se atiende
exclusivamentea las relacionesespacialesentre sus partes respec-

tivas. Sin embargo,por regla general,K e i(K) no son congruentes;
K no puedeocupar un espacioque ha ocupadoi(K). Kant dice> en

‘2 Ah., II, 321-325; cf. carta a M. Mendelsohndel 8 de abril de 1766 (Ah.,
X, 71). Me refiero a este tema en Torretti (1967), págs. 113-115.

13 «Sobre el fundamento primero de la diferencia entre las regiones del
espacio»(Ah., II, 377-383). He publicado una versión españolade este ensayo
en Diálogos, núm. 22 (1972), págs. 139-146. Analizo su contenido y critico a dos
de sus críticos (Couturat y Reidemeister),en Torretíl (1967), págs. 119-131.
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tal caso> que K e 1(K) son contrapartidasincongruentes(inkongruen-
te Gegensti¿cke)~ En el mundo en que vivimos existen sin duda
contrapartidasincongruentes.Tal es el hecho geométrico familiar
del que Kant cree poder inferir importantes consecuenciasonto-
lógicas. La imposibilidad de que K ocupe el espacioque puede
ocupar su contrapartida i(K) es una característicaespacial de K.
Esta característicano depende>empero> de las relacionesmutuas

de suspartes,pues en esteaspectoK no se distinguede 1(K). Pero
si el espaciono fuesemás que un puro sistemade relacionesabs-
traído de la interacción entre las cosasde las que se dice que lo

ocupan> K no podría exhibir una característicaespacial indepen-
diente de las relacionesentrelas partesde que consta.La existencia
de cuerpos incongruentescon sus respectivascontrapartidasde-
muestra, pues> según Kant, que la concepción relacionalista del
espacioes falsa, y que el espacioes una entidad sui generis, que
condicionael modo mismo de ser de los cuerposque hay en él, los
cuales,por lo tanto> no puedenconcebirsesimplementecomo com-

puestosde sustanciasinextensas>conforme a la doctrinade la Mo-
nadologia physica. El derrumbe de esta doctrina hace necesario
buscar otra soluciónal problemade la divisibilidad infinita del es-
pacio. Kant, como se sabe,establecelas basesde su teoría de la

idealidadtrascendentaldel espacioy los cuerposen el curso de los
dos añossiguientes,publicándolasen 1770, en la célebredisertación
latina Sobre la formay los principios del mundosensibley el mundo
inteligible.

La doctrinakantianade las contrapartidasincongruentesha sido

estudiadapor numerosos autores, que generalmentela rechazan,
con diversos grados de desdén~ Estimo, con todo, que sólo re-
cientementehan aparecidoestudios que> sin aceptarlas conclusio-
nes que Kant deriva de la incongruenciade las contrapartidas,saben
al menos apreciarrectamenteel verdaderosignificado y la impor-
tancia de su análisis. Me refiero a los ensayosde Earman(1971) y

14 Digo que K e 1(K) son incongruentes,por regla general. La excepción
se produce si hay un plano que divide a 1< en dos partes, cada una de las
cualeses el producto de la reflexión de la otra con respectoa ese plano.

15 Véase Couturat (1904), Mayo (1954), Reidemeister (1957), Lange (1958-59),
Pears(1952), Remnant(1963), Bennett (1970). Despuésde redactadoeste trabajo
han llegado a mis manoslos artículos de Block (1974> y Sklar (1974>.
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Nerlich (1973). Seríaimpertinenteresumir aquí estostrabajosfácil-
menteaccesibles.Me limitaré a comentaruna idea importanteapor-
tadapor Slerlich. Paraentenderla,debemoshacer explícito un dis-
tingo, implícito en la exposiciónprecedente.Cadacuerpo K puede

tener infinitas contrapartidas,pero si es incongruentecon una es
incongruentecon todas.Cabe distinguir pues entre la relación que
K tiene en tal caso con cadacontrapartiday la propiedaden virtud

de la cual tiene con cada una precisamenteesa relación. Digamos
con Nerlich que un cuerpo K es enantiomorfosi es incongruente
con cualquiera de sus contrapartidas16 La argumentaciónkantiana
puedeentoncesresumirseasí:

1- Hay cuerposenantiomorfos.
2. La enantiomorfíaes un carácterconstitutivo del cuer-

po enantiomorfo.
3. La enantiomorfía dependede la relación del cuerpo

enantiomorfocon el espacioen el cual está.
4. El espacioes un ente sui generis y no una mera ex-

presión de las relacionesentre las cosas que estánen él
(abreviadamente:el espaciono dependeontológicamentede
las cosasespaciales).

5. El espaciocondicionael modo mismo de ser de los
cuerpos(abreviadamente:los cuerposdependenontológica-
mentedel espacio).

La conclusión 4 se desprende,según Kant> de las premisas1 y 3;

la conclusión 5 dependeademásde la premisa2; Kant sostienelas
tres premisasy por ende las dos conclusiones.Nerlich defiende la
conclusión 4 pero sacrifica la conclusión 5, pues,como veremosen
seguida,para demostrar 3 (y deducir 4), tiene que socavarla pre-
misa 2. Parael pensamientomaduro de Kant> empero,el resultado
más importantees justamenteel aserto5, la pieza decisivadel idea-
lismo trascendental.El razonamientode Nerlich resulta intuitiva-

86 Si leemos Px como ‘a es enantiomorro»,Oxy como «x es la contraparti-
da de y» y P.Lxy como ‘a es incongruentecon y». la propiedad P puede carac-
terizarse así;

<x) (Px e (y) (Qyx—*Ryx))



LA GEOMETRÍA EN EL PENSAMIENTO DE KANT 23

mente más obvio si en vez de hablar de cuerpos consideramos
figuras planas. La contrapartida de una figura plana F se define
medianteuna construcciónigual a la presentadaarriba; pero exigi-
mos que el plano rl sea perpendicularal plano de F <esto equivale
a efectuaruna reflexión en el plano de F respectode una recta en
ese plano). Decimos que F es incongruente con su contrapartida
i(F) si no se la puedetrasportardentro de la superficie en que está

hasta llevarla a ocupar la misma posición que ha ocupado i(F) 17

Consideremoslas figuras D y ci. Según nuestrasdefiniciones> son
contrapartidasincongruentes.Por lo tanto, 8 es enantiomorfa.¿Di-
remos que esta propiedades un carácterconstitutivo suyo? Una ob-
servaciónmuy simple se opone a esta conclusión.Si trazamos la
5 sobreuna cinta de Moebius~ podemostrasportaría,sin salir de
la cinta, hastallevarla a la posiciónocupadapor ci. Consideraciones
análogasse aplican a los cuerpos. Sólo hay enantiomorfosen un
espacioorientable.Si K es un cuerpo enantiomorfoen un espacio
de esta índole, hay una región finita R que contienea K. R puede
siempre concebirsecomo una región orientable de un espaciono
orientable19 Si R se concibe así, K no es enantiomorfo.Normal-
mente,pues,sólo podemosdecidir si un cuerpoK es o no enantio-
morfo si conocemosla naturalezaglobal del espacioen que está.
Nerlich concluye> razonablemente,que la enantiomorfíade un cuer-
po dependede su relación con el espacio total, lo que bastapara
establecerque el espacioes ontológicamenteindependientede los
cuerpos~. Peroel razonamientode Nerlich supone>como seha visto,

17 Obviamente,siemprees posible llevar a F a la posición de «F), sacando
a P de su planoy dándola vuelta. Otro tanto podríamoshacer con las contra-
partidasincongruentesdel espaciotridimensionalsi dispusiéramosde unacuarta
dimensión.

IB Véasela nota 3.
~ Los espaciosno orientablesde tres dimensiones no pueden, claro está.

representarseplásticamentecomo la cinta de Moebius. Pero así como ésta se
obtuvo identificando, en un orden apropiado> dos lados opuestosde un rec-
tángulo, se pueden construir espaciostridimensionalesno orientablesidenti-
ficando, según una norma apropiada>pares de caras de un poliedro. Véase
Seifert y Threlfall (1934), págs.206 y sigs.

»~ Adviértaseque esta conclusióncoincide con el aserto4, que atribulamos
a Kant. Las cosasespacialesde que éste habla no son sólo los cuerpos, sino
tambiénsus partes,queKant en su juventudconcebíaen último término como
mónadasinextensas.El razonamientode Nerlich nos lleva a concluir llnica-
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que no se puedeestablecerla enantiomorfíade un cuerpocon sólo
examinar al cuerpomismo> o a la región del espacioque lo rodea.
La enantiomorfíano puedeproclamarsesin más, como un carácter
constitutivo del cuerpoenantiamorfo(premisa2). Lo será,por cier-
to> si los cuerpos dependenontológicamentedel espacio total en
que se encuentran.Pero esteaserto(número5), que en la argumen-
tación de Kant debíainferirse de la premisa 2, pasaa ser entonces
un antecedenteen el cual ésta se puedeapoyar. El razonamientode
Nerlich funda, pues, en el fenómenode la enantiomorfíauna tesis
de corte newtonianosobre la independenciaontológica del espacio,
pero no nos permite apelar a ese fenómeno para probar la tesis
específicamentekantiana, de la dependenciaontológica de los cuer-
pos con respectoal espacio.asta, si vale, tendrá que establecerse
por otro camino. Kant, por cierto, no lo ha visto así. Ignorandoel
distingo entreespaciosorientablesy no orientables,no ha conocido
el respaldoque ese distingo aportaa su propia argumentación,pero
tampocoha visto las limitacionesque impone al alcancede ésta.

3. UN ESQUEMA QUE SURGE DE LA NATURALEZA DE LA MENTE

Si el espaciono dependede las cosasespaciales,es una entidad
peculiarísima,pues no es propiedadni relación,pero tampococabe
llamarlo sustancia. El marco de la ontología tradicional resulta

estrechoparaencuadrarlo.En la ya mencionadadisertaciónde 1770,
Kant propone una respuestaconjunta a la doble cuestión de la
naturaleza del espacioy la del tiempo. Esta respuestareaparece
casi inalteradaen la primera edición de la Crítica de la razón pura
(1781) y sirve de basea lo que normalmentellamaríamosla filosofía
de la geometríade Kant. Sus líneas generalesson bastanteconoci-

menteque el espaciono dependede los cuerpos,esto es, de las cosasextensas
que hay en él. Pero no se opone> por ejemplo, a una nuevamonadologíaque
cimiente la indole del espacio en la interacción de mónadasinextensas,pero
haga dependerdel espacio mismo> globalmente considerado,algunas de las
característicasde los cuerposen que se agrupany reparten las esferasde in-
fluencia de esasmónadas.
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das. El hombresólo puedeconoceruna realidadexistenteen virtud
de modificaciones que padeceen su propio estado.La conciencia
de una de estasmodificaciones>en cuanto se refiere exclusivamente
al sujeto que la padece,se llama sensación; en cuanto se refiere,
sin intermediarios,al objeto mismo que la modificación hace pre-

sente, se llama intuición empírica2¼El objeto de una intuición em-
pírica se llama fenómeno~ Aquello que en el fenómenocorresponde
a la sensaciónse llama la materia del fenómeno.Esta materia,que
varía con el contenido de las sensacionesque hacen presenteal
fenómeno,se distingue de la forma del fenómenoque es universal
e invariable. Kant ofrece por lo menos tres caracterizacionesgene-
rales de la forma. En la disertaciónde 1770 escribe que en la re-
presentaciónde los sentidos,ademásde la materia (que aquí sim~
plementese equiparaa la sensación),hay algo «que se puedellamar
forma, a saber,la figura de lo sensible,que se exhibe, en cuanto lo

múltiple que afectalos sentidoses coordinadoconformea una cierta
ley natural de la mente» (Ah., II, 392). Esta forma, prosigueKant,
«atestigua una cierta relación o respecto de lo múltiple sentido
[sensorum], pero no es en verdadpropiamenteuna silueta o esque-

ma del objeto, sino únicamenteuna cierta ley insita en la mente>
para coordinar lo múltiple sentido que nace de la presenciadel

objeto (non nisi lex quaedammenti insita, sensaab obiectí praesen-
tia orta sibimet coordinandi)» (Ah., II, 393). En la primera edición
de la Crítica de la razónpura (1781) la forma del fenómenose carac-

teriza como aquello que «hace que lo múltiple del fenómeno se
intuya ordenadoen ciertas relaciones»(A 20). En la segundaedición
(1787) estepasajeaparececorregido: forma del fenómenose llama
aquello que «hace que lo múltiple del fenómenopuedaser ordena-

21 La intuicidn según Kant es conocimiento (esto es, representacióncons-
ciente referidaa un objeto) inmediato de un objeto individual; se contrasta
con el concepto,que representasu objeto a travésde la mediacídnde caracte-
rísticas generales,que el objeto comparteconotros. Véase,por ejemplo, KrV,
A 320/B 376.

22 VéaseKrV, A 320/E 376; A 20/E 34. Kant distingue en la Critica entreel
objeto de una intuición empírica no determinadoconceptualmente,al cual
llama Erscheinung(KrV, A 20/E 34) y el mismo, en cuantoha sido concebido
como objeto conformea la unidad de las categorías,al cual llama phaenome-
non (KrV, A 248). El distingo es difícil de expresaren español y no tiene
importanciaen el presentecontexto.
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do en ciertas relaciones»(B 34) ~ El texto de 17811 puedeentenderse
como una expresiónabreviadade las ideasde 1770. El texto de 1782
empero dice claramente otra cosa: la forma del fenómeno aquí
haceposible ordenar de cierta manerala multiplicidad fenoménica,
pero no es ella misma un principio de orden, una ley o patrón de
ordenacióno coordinación.Veremosen la próxima secciónque este
cambio nada insignificante en el concepto kantiano de una forma
de los fenómenosera indispensablepara ajustarlo a la doctrinacrí-

tica del entendimiento,presentadaya en 1781, pero aclaraday pre-
cisadaen 1787. En la secciónpresenteconsideraremosla filosofía de
la geometríaque Kant asociaa su versión original del conceptode
una forma de los fenómenos,segúnapareceexpuestaen la diserta-
ción de 1770 y en aquellospasajesde la obra posteriornotoriamente
inspirados en ella. Como es sabido, Kant sostiene siempre, desde
1770> que hay dos formas de los fenómenos,el tiempo> o forma de
los fenómenosdel sentido interno24, y el espacioo forma de los

fenómenosdel sentidoexterno. En el presenteestudio, nos interesa
sólo este último.

No viene al caso repetir aquí los argumentosen virtud de los
cualesKant concluyeque eso que ordinariamentellamamosespacio
satisfacelos criterios de su noción deuna forma de los fenómenos25

Debemossubrayar> en cambio, un distingo importante. La forma de
los fenómenosu objetos de la intuición empírica se llama común-

mente en la obra kantiana forma de la intuición. Este modo de
expresarsees razonable,pues dicha forma no dependede las carac-

terísticas individuales de los fenómenos,según se manifiestan en
la peculiaridadde las sensacionesque los hacenpresentes>sino que
constituye un aspectouniversale invariable de nuestrarepresenta-

23 El texto alemán dice en 1781: «dasjenigeaber welches niacht, dass das
Mannigfaltige der Erscheinung,in gewissenVerháltnissengeordnet,angeschaut
wird, nenne ich dic Form der Erscheinung».En 1787 dice: «dasjenigeaber
welches macht, dassdas Mannigfaltigeder Erscheinungin gewissenVerhiiltnis-
sen geordnetwerden kann nenneich dic Forin der Erscheinung».

24 La forma de los fenómenosdel sentido interno es a la vez forma uni-
versal de los fenómenos, según Kant «por cuanto todas las representaciones,
tengano no como objeto a entes externos,en sí mismas,como determinacio-
nes de la mente> pertenecenal estadointerno» (KrV. A 34/E 50). He examinado
críticamenteesta doctrina en Torretti (1967)> págs.209-214.

25 VéaseAle., II, 402-406; RrV, A 22-30/E 37-45.
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ción de los fenómenos,de nuestroconocimientosensibleo intuición
empírica de ellos. El espacioes, según esto, una forma de la in-
tuición externa o conocimiento sensible de objetos fuera de mí ‘~.

Ahora bien, segúnKant, el espacioo forma de la intuición externa>
es tema él mismo de una intuición formal (otro tanto cabe decir
del tiempo). Es importante que la similitud verbal de estascarac-

terizacionesno nos haga perder de vista su diferencia conceptual.
No hay nada en la noción de una forma del fenómeno,en ninguna
de las tres versionesarriba ofrecidas, que imponga la conclusión
de que esa forma se conocepor sí misma> separadadel fenómeno,
ni la de que su conocimientoes una intuición. En particular, la
versión de 1770, que caracterizaa la forma del fenómenocomo una
ley ordenadora,sugeriríamás bien que su conocimiento,si lo hay>
es de índole conceptual27 Kant aduce el fadum de la ciencia geo-
métrica para probar que poseemosun conocimiento del espacioy
que este conocimiento es intuitivo. Utiliza esta prueba para corro-
borar su tesis de que el espacioes una forma de la intuición. Exa-
minemos esto con más detenimiento.

La geometríaes un conocimiento de configuracionesespaciales,
independientede la materialidad de los fenómenosque las exhiban.
Prescindiendode toda información particular que puedan suminis-
trar las sensaciones,la geometríadeterminapropiedadesy relacio-
nes de tales configuracionesespaciales,que necesariamenteposee
todo objeto que revista la configuración respectiva.El conocimiento
geométrico bien puede considerarse,pues,como un conocimiento
del espacio.Tal conocimientoes formal, puesno dependede lo que
Kant llama la materia del fenómeno.Pero ¿eslicito sostenerque es
intuitivo? Kant funda este asertoen tres consideraciones:en primer
lugar> la verdad de las proposicionesgeométricasno se puede ci-
mentar en un análisis de los conceptosque figuran en ellas; en

26 Externo (dusserUch)o fuera de m~ (ausser mick) es segúnKant una
expresiónambigua; puedesignificarya sea «lo queexisteseparadode nosotros
como cosa en sí», ya sea «lo que meramenteperteneceal fenómenoexterno»,
esto es> al que es representadoen el espacio (KrI’, A 373). Cuando se dice
queel espacioes la forma de la intuición externa,se usa la expresiónen este
último sentido (cf. KrV, A 23/B 38, bajo el número 1 de la «exposición mcta-
física» del espacio). La calificación del espacio como forma de la intuición
externano tiene puesvalor informativo alguno.

27 El distingo kantiano entre intuición y concepto se explicó en la nota 21.
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segundo lugar, hay conocimientosgeométricosque no se pueden

ni siquiera describirmedianteconceptos; por último> la demostra-
ción geométricaprocedeapoyadaa cada pasoen la intuición 28• En
la sección5 nos referimosa esteúltimo punto. Examinemosahora
a los dos primeros.

Kant sostieneen la disertación de 1770 que «ninguna agudeza
mental es capaz de describir discursivamente,esto es, de reducir
a característicasintelectuales»la diferenciaentre contrapartidasin-
congruentes; sólo mediante «una cierta intuición pura» puede ad-
vertirse la diversidad o incongruenciaentre ellas, en virtud de la
cual, como veíamos arriba> los cuerpos que estánen esta relación
no puedencaber en un mismo lugar, a pesar de que son indiscer-
nibles en «todo lo que es dable expresarpor caracteresinteligibles
a la mente a travésdel lenguaje»29• La misma idea reapareceen el
§ 13 de los Prolegómenos.«La diferencia entre cosassemejantese
iguales pero incongruentes(por ejemplo, caracolescuyas espirales
se desenvuelvenen sentidos opuestos)no puedehacersecompren-
sible mediante ningún concepto,sino sólo a través de la relación

con la mano derechay la izquierda, que nos remite inmediatamente
a la intuición» <Ah., IV, 286). Este es el único ejemplo propuesto
por Kant de un conocimientogeométricoque no es posibleexpresar
discursivamente,empleando términos generales.Este uso de las
contrapartidasincongruentes—el único que se les da en el más
difundido de los escritosteóricosde Kant, los Prolegómenos—ayuda

a explicar la postura desdeñosade algunos autores hacia la teoría
kantianade las contrapartidas.No es verdad que la geometríano
dispongade recursosconceptualespara describir la diferenciaentre

~ Las tres consideracionesaparecenclaramentepresentadasen el párrafo C
del § 15 de la disertaciónde 1770, dedicadoa establecerque la representación
del espacioes una «intuición pura» (Ak., II, 402403).

29 «Ouae iaceant in spatio dato unam plagam versus, quae in oppositam
vergant. discursivedescribi, scilicet ad notasintellectualesrevocan nulla mentis
acie possunt, ideoque, cum in solidis perfecte similibus atque aequalibus,sed
discongruentibus,cuias generis sunt manus sinistra et dextra (quatenussolus
secundumextensionemconcipiuntur) aut triangula sphaericae duobus hemis-
phaeriisoppositis,sit diversitas,per guamimpossibile est, ut termini extensio-
nis coincídant, quanquamper omnia, quae notis, menti per sermonemintellí-
gibilibus, efferre licet, sibi substitui possint, patet: hie non nisi quadarr, in-
tuitione pura diversitatem,nempe discongruentiam,notan posse»(Ale., II, 403).
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las contrapartidas.Arriba explicamosel concepto de contrapartida
medianteuna construcciónque asignabaen forma exclusivaa cada
punto de un cuerpoun punto del espaciofuera de él. Esta asigna-
ción puede entendersecomo la restricción al cuerpo considerado
de lo que se llama una transformacióndel espacioen sí mismo> esto
es, una correspondenciaque asigna, en forma exclusiva> a cada
punto m del espacio,un punto imagenni’ (que puedeser idéntico
a m o diverso de él). Consideremosla familia de transformaciones
que asignana cada figura espacial una contrapartidasuya. Obvia-
mente, estas transformacionespreservanlas distancias; vale decir>
si ni’ y n’ son las imágenesde dos puntos cualesquieram y n, la
distancia entre ni’ y n’ será igual a la distanciaentre m y n. Pero
no todas las transformacionesque preservanlas distancias—llamé-
moslas isometrías—asignan a cada figura espacialuna contrapar-
tida suya (piénsese,por ejemplo>en unarotaciónde todo el espacio
alrededorde una recta fija). Distinguimosdos clasesde isoinetrías:

las isometríasde la primera clase transformar a cada figura espa-
cial en una figura congruente con ella; las de la segundaclase
transformana cada figura espacialen una contrapartidasuya>que,
como sabemos,por regla general será incongruentecon ella. Es
claro que para expresardiscursiva o conceptualmentela diferencia
entre un cuerpo y sus contrapartidasbasta describir conceptual-
mente la diferencia entre las isometriasde la primera y de la se-
gunda clase. Esto puede hacersecomo sigue. Dados tres planos
mutuamenteperpendiculares,cadapunto del espaciopuedeser iden-
tificado indicando sus distancias a estos tres planos. Los valores
númericos de esas distanciasse llaman las coordenadasdel punto
(relativamenteal sistema de referenciadefinido por los tres planos
y a la unidad de distancia elegida). Paracaracterizaruna transfor-

mación del espacioque asignaa cadapunto m una imagenni’ basta
expresarlas coordenadasde ni’ como funcionesde las coordenadas
de ni. Si la transformaciónes una isometría,las coordenadasde ni’
son funcioneslinealesde las coordenadasde m (puesuna isometría,
obviamente, transformarectas en rectas), cuyos coeficientessatis-
facen cierto requisito. Sean(xi, x2, x3) las coordenadasde ni, (x’i,

x’,, x’3) las de ni’. Entoncesuna isometría (del espacioeuclidiano)
quedacaracterizadapor el siguiente sistema de ecuaciones
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As + Xa1ixi (1 = 1, 2, 3)
1=1

sujetoa la condición de que la matriz de los coeficientesa¡1 seaorto-
gonal, esto es,que el producto de estamatriz por su traspuestasea
igual a la matriz unidad.Como el determinantede la matriz unidad
es 1, el determinantedel producto de dos matriceses igual al pro-
ducto de los determinantesde éstas,y el determinantede unamatriz
es igual al de su traspuesta,es obvio que el determinantede la
matriz de los a1~ es igual a 1 o a -1. Si es igual a 1, la isometría
es de la primera clase; si es igual a -1 la isometríaes de la segunda
clase~ La diferenciaentre un cuerpo y suscontrapartidasse puede
concebirpues en términos de la diferencia entrenúmerospositivos
y negativos.Si bien los númerosde que hablamosaquí son números
reales, para concebir la diferencia indicada hasta remitirse a la

teoría más simple de los númerosenteros.Éstosse conciben como
pares ordenadosde númerosnaturales~ Se dirá que la noción de
orden supone,si no una intuición del espacio> en todo caso una
intuición del tiempo. Sin pretendernegar el posible origen psico-
lógico de la noción de orden en la experienciavivida de la sucesión
temporal, quisiéramos recordar empero que el concepto de par
ordenadopuede definirse sin apelar a la noción de orden. Puede
estipularseque el par ordenado (a, b) no es otra cosa que el con-

30 El lector matemático excusarála latitud, el lector filosófico el tono
dogmático tic estasexplicaciones. Me interesabadejar en claro a este último
que la diferencia entre las contrapartidasincongruentespuede describirsesin
apelara una supuestaintuición del espacio. Para no alargarmedemasiadohe
recurrido al final a conceptosque algunoshallaránesotéricos.Una matriz es
una familia de familias de números. Si es finita (como en nuestro caso en
que los índices i, j toman los valores1, 2 y 3) cada familia puede desplegaese
como unacolumna de números; la familia dc familias como una secuenciade
columnas,esto es, como un tablero rectangular.Exigir que la matriz fa51) sea
ortogonalequivale a postular las ecuacionessiguientes:

= (a11>2 -i— (a21)
2 + (a

31>2 == (a12)
2 -i— (a

22)
2 -1— (a

32)
2 = (a

13)
2 + (a~)2 -v (a

33)
2

O a
11a12 + a21a22 + a31a32 a12a13 + ~2fl% + a32a33 = a13a11 -1- a23a21 + a33a31

La traspuestade una matriz es la matriz obtenida invirtiendo los índices. El
concepto de determinantede una matriz se halla explicadoen cualquier texto
de álgebra. Para nuestros propósitos basta entender que se trata de un
número asociado a la matriz> conformea una regla.

31 Así concebidos,los enterosque llamamos 1 y —1 son los paresde natu-
rales(1, 0) y tO, 17j.
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junto {{a}, a, Ji)>, obviamentedistinto de (Ji, a) = {{b}, ja, Ji>> 32,

Hemos bosquejadouna manerade expresarconceptualmentela di-

ferencia entreun cuerpoy sus contrapartidas>apelandoa nociones
que,aunqueson relativamentesencillas>no eran familiaresen tiem-
pos de Kant. Pero podríamos llevar nuestracrítica aún más lejos:
mientras la geometríano dispone de recursos conceptualespara
expresaresa diferencia, tiene simplementeque ignorarla. Así, Eu-
clides entiendeque dos triángulos en que son respectivamenteigua-
les dos lados y el ángulo comprendidoentre ellos son geométrica-
menteequivalentes,sin pararsea distinguir si el mayorde los lados
iguales precedeo sigue al menor cuandoel ángulo entre ambos se

describe,digamos,en el sentidoen que marchanlas manecillasde
un reloj (Elementos,libro 1, prop. 4). La ciencia geométrica no
puede interesarsesino en lo que puede concebir; las diferencias
inconcebiblesle son lisa y llanamenteindiferentes,

Si bien no podemosaceptarla tesis kantiana de que poseemos
conocimientos geométricos inaccesiblesa nuestra facultad intelec-
tual, no cabesino aplaudir su clara y reiteradaaseveraciónde que
las verdadesde la geometríano puedenestablecersepor mero aná-
lisis de los conceptosgeométricos.Esta es la tesis que en la Crítica
y los Prolegómenosexpresadiciendo que las verdadesde la geome-

tría son (en buenaparte) proposicionessintéticas,esto es, proposi-
ciones cuyo contenidoinformativo rebasael de los conceptoscom-
binados en ellos~¾Aunque casi todas las proposicionesgeométricas

32 Escribimos {a, b} para indicar el conjunto cuyos elementosson a y b.
El orden es indiferente: {a, b> = {b, a).

33 En la disertación de 1770 Kant aduce tres ejemplos para ilustrar esta
tesis: «en el espaciono hay más que tres dimensiones; entredos puntos no
hay sino una recta única; desde un punto dado sobre una superficie plana
se puede describir un círculo con un radio dado»(Ak., II, 402). Vimos en la
sección 1 que Kant había reconocidoel caráctersintético del primer ejemplo
en su escrito primerizo de 1746. Éste y el segundoreaparecenen KrV, A 239/
B 299 y B 41. El tercer ejemplono vuelve a apareceraunquees el único que
trascribe literalmenteun postulado de Euclides(el postulado3). En la Crítica
hallamos ejemplos nuevos: la recta es la línea más corta entre dos puntos
(E 16; tambiénen Ale., IV, 269). tres puntos yacensiempre en un plano (A 732/
E 761), la sumade dos lados de un triángulo es siempre mayorque el tercero
(A 25/E 39). Un cuarto ejemplo equivale al segundo de la disertación: dos
rectasno puedenencerrarun espacio(E 65; A 220/E 268). Curiosamente,Kant
cita a ambos,uno tras otro, como si expresasenverdadesdiferentes,en A 163/
E 204.
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puedandemostrarsededuciéndolasde otras conforme a las leyes
de la lógica, la deducción tiene que remitirse en último término a
proposicionesindemostrables.Éstas, según Kant. incluyen necesa-
riamenteno sólo definiciones,que fijan el sentido de los términos>
sino asertosde los que cabepreguntarsesi son verdaderoso falsos.
La verdadde estos asertos,en la que tiene que apoyarsetodo el

edificio deductivo de la geometría>es evidente,según Kant. No cabe
duda> según él, de que los conceptosque figuran en estosasertosse
combinan necesariamentecomo los asertosexpresan.Pero esta ne-
cesidadno puedeconocersecon sólo atendera los conceptosmis-
mos. Para fundarla hay que recurrir a una fuentede conocimiento

extraconceptual.Ésta no puedeser sino una clasede intuición> dis-
tinta de la intuición empírica> pues es capaz de fundar verdades
necesarias~‘. Tal es, segúnKant la intuición formal del espacio.

La negaciónde un asertosintético no puedeenvolveruna contra-
dicción.La tesiskantianasobreel caráctersintético de las verdades
de la geometríaimplica, pues, que es posible edificar un sistema
deductivo coherenteadoptandocomo premisasindemostrablesalgu-
nos de los asertosbásicosde la geometríaordinaria y la negación
de los restantes.Distintas combinacionesde premisas indemostra-
bles generáriandistintos tipos de geometría.Sabernosque Kant ha-
bía comprendidoesta posibilidad desdeel mismo momentoen que
reconocióque la tridimensionalidaddel espaciono puededemostrar-
se, como había pretendidoLeibniz, por análisis de conceptosy que>
por ende, la geometríacontieneverdadessintéticas~. Sin embargo,

en las obras de su madurezla ignora por completoy nuncavuelve
a hablar de una «geometríasuprema»que reunauna pluralidad de

geometrías.Sólo en un paréntesisdel § 15 D del escrito de 1770
enuncia brevementela razón de este cambio radical de postura.Da
allí por supuesto que la ciencia fundada en nuestra intuición del
espaciono es otra que la geometríaclásica,y comenta:

Quien se esfuerceen idear mentalmentecualesquiera
otras relacionesque las que [nuestro conceptode espacio]

34 Véase,en especial, el § 7 de los Prolegómenos(>4k., IV, 281).
35 En 1746, claro está>Kant no usa esta terminología.
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prescribe, pierde su labor> pues se ve compelido a utilizar
este concepto mismo en apoyo de su ficción~.

¿Qué significan estas palabras?Cabe entender que aluden al
aserto de Kant mencionadoarriba (pág. 28), según el cual la de-
mostracióngeométricatiene que apoyarsea cada paso en la intui-
ción. En la sección 5 comentaremosdiversasinterpretacionesde
esteaserto.Señalemospor ahoraque en la Crítica de la razón pura
apareceíntimamenteasociadoa la concepciónkantianade la mate-

mática como una ciencia que tiene que «construir» sus conceptos,
o sea, «exhibir una intuición que les correspondaa priori» ~. Es
obvio que si la única intuición no empíricadisponibleparala «cons-

trucción» deconceptosgeométricoses la intuición formal del espacio
que segúnKant «prescribe»las relacionescaracterísticasde la geo-

metría euclidiana>toda pretendida geometríaalternativa quedafa-
talmente englobadaen ella. Esta concepción«constructivista»de la
matemáticaadoptadapor Kant debeprobablementebastantea la
influencia de Johann Heinrich Lambert <1728-1777)> matemáticoy
filósofo amigo de Kant, a quien éstesaluda, en su carta del 31 de
diciembre de 1765, como «el primer genio de Alemania capaz de

hacer una contribución importante y duraderaal género de inves-
tigaciones»con que Kant mismo se ocupa (Ak., X, 54). Lambert
observó agudamenteque Euclides emplea como sinónimos las ex-

presiones«por definición» y «por hipótesis»>pues «mientrasla posi-
bilidad del conceptono ha sido demostrada>la definición es sola-
mente una hipótesis»~. La posibilidad del concepto se establece

construyéndolo.En los años en que Lambert mantiene correspon-

36 Vale la penaatendera los términos precisosdel original: «qui relationes
quascunquealias, quam per ipsum (conceptum spatii) praecipiuntur, mente
effingere allaboraret,operam luderet, quia hoc ipso conceptu in figmenti sul
subsidium uti coactusesset»(>4k., II, 404 s.). Ésta no es> dicho sea de paso,
ni la primera ni la última vez que Kant llama conceptoa nuestrarepresenta-
ción del espacioa pocaslíneasde aseverarqueella es intuitiva y no intelectual.

37 KrV, A 713/E 741. En una nota del escrito contra Eberharddice Kant:
«In alígemeiner Bedeutung kann alíe Darstellung emes Begriffs durch die
(selhsttlitige) 1-lervorbringung ciner ihm korrespondierendenAnschauungKon-
struktion heissen»(>4k., VIII, 192 n.).

38 Lambert, carta a O. J. von Holland de 11 de abril de 1765. Citado por
Stiickel y Engel (1895), pág. 142.

ix.—3
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denciacon Kant se interesavivamentepor la discusiónen torno al
postulado5 de Euclides’9y redacta,al pareceren 1766, una Teoría
de Las Paralelas que JohannBernouilli publicó póstumamentevein-
te años más tarde40, En esta obra, Lambert consideratres geome-
trías (bidimensionales)alternativas>cuyas diferenciases fácil carac-
terizar con ayuda de una sencilla figura: dadasdos rectas que se
cortan perpendicularmenteen el punto A, marcamosun punto en

cadauna —llamémoslesE y C— en cadauno de los cualeslevanta-
mos una perpendicular; las perpendicularesse cortanen D; ABCD
es un cuadriláterocon ángulosrectosen A> E y C; en la geometría
euclidiana,el ángulo en D es recto necesariamente;las otras dos
geometríasconsideradaspor Lambert se caracterizanporque el án-

gulo en D es respectivamenteobtuso y agudo~ Lambert observa
que la geometríadel ángulo obtuso está realizadaen la superficie
de una esfera(si consideramosa los círculos máximos como rectas
sobreesa superficie)y agrega: «De esto casi me atreveríaa inferir
que la tercerahipótesis se cumple en el caso de una superficie es-
férica imaginaria»(esto es> una cuyo radio es un múltiplo de i =

V’ 1) 42 Las realizacionesindicadaspor Lamberthacen patentesin
duda,en su modo de ver> la posibilidad de estasconcepcionesgeo-
métricasanómalas.La geometríadel ángulo agudo se funda en la
negacióndel postulado5 combinadacon la afirmación de todos los
demás principios de la geometríaeuclidiana.Seráelaboradamedio
siglo despuéspor el húngaro Bolyai y el ruso Lobachevsky. Éste

39 El postulado5 de Euclidespuedeparafrasearseasí: dadastres rectasen
un plano. L, M, ti, tales que L corta a M en m y a ti en n M y ti se cortan
en aquel lado de L en que los ángulos internosen m y n suman menosde
dos rectos. Desde la antigtiedad se cuestionó la evidencia de este postulado>
demandándoseque se lo deniostrara,por cuanto aseverala existenciade un
punto de intersección de dos rectasque podría caer muy lejos de la región
del plano que somos capacesde visualizar.

40 Reproducidaen Stáckel y Engel (1895>, págs. 152-207. Bernouilli declara
en una nota que el escrito fue redactadoen septiembrede 1766.

4’ Girolamo Saccheri (1667-1733) había examinadouna figura similar a la
propuestapor Lambert (exactamente,la figura que se obtiene completando
ABCD con su reflexión respectode la recta AB), e intentando demostrarla
falsedadde lo que llamó las hipótesis del ángulo obtuso ~ d~iYngulo agudo,
para establecerla verdad de la hipótesis euclidianadel ángulo recto.

42 «Ich solíte daraus fust den Schluss machen,die dritte Hypothesekomme
bel ciner imaginliren Kugelflciche vor» (Stiickel y Engel (1895>, pág. 203).
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demostraráque> tal como se desprendede la sugerenciade Lambert,
las fórmulas trigonométricasde este sistemapueden obtenersedi-
rectamentede las fórmulas familiares de la trigonometríaesférica
con sólo reemplazaren ellas el radio r de la esferapor el número
imaginario ir. La realizaciónde la geometríade Bolyai y Lobachevs-
ky sobreuna esferade radio imaginario,genialmenteanticipadapor
Lambert, no es lo que Kant llamaríauna construccióndel concepto
en la intuición del espacio,pero constituye, me parece,un buen
ejemplo de lo que Kant denomina,con una expresiónque adopta
de Lambert, una «construcciónsimbólica del concepto»“a. La reali-
zación de la geometríadel ángulo obtusosobreuna esferaordinaria
ilustra exactamentela noción kantiana de una construcción intui-
tiva espacial.

Propongo,a título de conjetura,que al redactarel pasajede la
disertaciónsobrelas geometríasno euclídeas(trascrito en la nota36),
Kant ha tenido presentede algún modo la concepciónlambertiana

de cómo puederealizárselasconstructivamentey exhibir así su posi-
bilidad. El pasajeno sugiere que Kant haya tenido una idea muy
precisade ella> pero sí, verosímilmente,una idea vaga,como las que
uno puede formarse por una alusión hecha de paso en una carta
o por indicacionessomerascomunicadasen una conversación.No
es difícil imaginarseque Kant, que desdejoven se habíainteresado
por la cuestión de las geometríasalternativas a la euclidiana,se
enterasede este modo, quizás a través de un amigo común> de los
rudimentosde la concepciónlambertiana,digamosde la ideamisma
de una realizaciónconstructiva de una geometríano euclídea.La
observacióncontenidaen el pasajeque comentamosse aplica con
particular justezaal casomás obvio de la realizaciónde la geome-
tría del ángulo obtuso sobreuna esfera,más apropiadoque el otro

para mencionarseen una conversaciónentre personascultas pero
no especializadasen matemáticas.La realizaciónpropuestaen este

43 KrV, A 717/ E 745. Es curioso anotar que en su carta a Kant del 13 de
octubre de 1770, en que comenta la disertaciónpublicadapor Kant ese año,
Lambert destacael «conocimientosimbólico» comouna «cosa intermediaentre
la sensacióny el verdaderapensamientopuro». Gracias a él, dice, podemos
trascenderlos límites de nuestropensarefectivo. Lambert agregaesta curiosa
frase.»El signo y —1 representauna quimera impensabletein nielÉ gedenk-
bares linding], y sin embargo puede muy bien usárselopara descubrir teo-
remas»(Ak., X, 110).
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caso presuponeevidentemente>al parecer> una representacióndel
espacioeuclidiano. No hay nadaen los escritosde Kant que corro-
bore mi conjetura,a pesar de que contieneaquí y allá referenciasa
ideas y escritosde Lambert. De la correspondenciaque sostuvieron
entre1765 y 1770 quedantrescartasde Lamberta Kant y tresde Kant
a Lambert«; en estasseis cartasno hallamos ni una remotaalusión
a nuestro tema.Pero aunquemi conjetura seafalsa, creo que pode-
mos afirmar, sin temor de equivocarnos>que el pasajeque examina-
mos resume los comentariosque Kant habría hecho si hubiese
conocido la concepciónlambertianade las geometríasno euclídeas
y su realización constructiva. Esta última> diría Kant, demuestra
por cierto la posibilidad de dichas geometrías>pero exhibiéndolas
como parásitasde la geometríaeuclídea.Sin embargo>la concepción
lambertianapuedeemplearsepara combatir esta conclusión. Según
ella, en efecto, las mismasrepresentacionesintuitivas que tradicio-
nalmentehan servido de base a la construcción de los conceptos
de la geometríaeuclídeapuedendar pie también a una realización
constructivade los conceptosde otras geometrías.No parecerazo-
nable inferir, con Kant, que la geometríaeuclidea tiene una prima-
cía sobre las otras. Antes bien, el hecho anotado sugiere que la
intuición formal del espacio>que se deja concebir igualmentebien
de una u otra manera> no «prescribe», como pretende Kant, las
relacionespostuladasen la geometríaclásica> ni determina> por lo
tanto, inequívocamentela verdad geométrica, sino que suministra
tan sólo una multiplicidad ordenable,que el pensamientogeomé-
trico puede estructurar de diversas maneras.Con esta sugerencia
introducimosun enfoque del problemaque hará su aparición casi

un siglo después,en la obra de Bernhard Riemann.En la próxima
secciónmostraremosque este enfoqueno carecede antecedentesen
la filosofía madurade Kant. Antes de abordarla,veamosbrevemen-
te cómo Kant utiliza su pruebade que la geometríadescansaen una

intuición formal del espaciopara corroborarsu tesis de que el es-
pacio mismo es una forma de la intuición.

La intuición formal del espacioes intuición pura o a priori, pues
no depende de las característicasparticulares y cambiantes—la

44 Cartas 33. 34, 37 39 a> .57 y 61 en la edición académica(en cursiva, las
de Kant).
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«materia»—de los objetos espacialescuya «forma» revela> indepen-
dientementede su presenciaactual. «Si nuestra intuición —dice
Kant— fuese tal que representasecosastal como son en sí mismas
no tendría lugar ninguna intuición a priori (...). Pueslo que está
contenidoen el objeto en sí sólo puedosaberlosi me estápresente
y me está dado. (...). Hay pues una sola manera cómo puedeser
posibleque mi intuición precedaa la actualidaddel objeto y cons-
tituya un conocimiento a priori, a saber, si ella no contienenada
más que la forma de la sensibilidad que precede en mi sujeto a
todas las impresionesactualescon que me afectan los objetos»~.
No vamos a entrar aquí en una consideracióncrítica de este razo-
namiento,que citamos únicamentepara mostrar cómo la filosofía
de la geometríaintervieneen la fundamentaciónde una de las piezas
esencialesde la doctrinacrítica. De él se desprendeinmediatamente
la caracterizaciónontológica del espacioofrecida en la disertación

de 1770:

El espacio no es algo objetivo y real, ni sustancia,ni
accidente, ni relación; sino como un esquemasubjetivo e
ideal y que surge de la naturalezade la mente según una
ley estable,para coordinara cabalidadtodo lo externamen-

te sentido.
Aunqueel conceptodel espaciocomo un ente o afección

objetivo y real es imaginario, sin embargo, relativamentea
todo lo sensible no sólo es verísimo sino que es el funda-
mento de toda verdad en la sensibilidadexterna. Pueslas
cosasno puedenaparecera los sentidosbajo ningún aspec-
to, salvo mediantela facultad mental que coordina todas
las sensacionessegún una ley estableinsita en su natura-
leza~.

45 Prolegómenos,§ 9 (>4k., IV, 252). Cf. KrV, B 41.
46 >4k., II, 404. Esta doctrina del espacio garantizala aplicabilidad de la

geometríaa la descripciónexactade los fenómenosnaturales.Kant prosigue:
«Como nada absolutamentepuede darsea los sentidos,salvo en conformidad
con los axiomas primitivos del espacioy sus consecuencias(según preceptúa
la geometría),aunqueel principio de éstos es subjetivo, concordará[lo dado
a los sentidos]necesariamentecon ellos> porque sólo en esamedidaconcuerda
consigomismo, y las leyes de la sensibilidadserán leyes de la naturaleza,en
cuanto Asta puede presentarsea los sentidos. La naturalezaestá sometida,
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4. ALGO TAN UNIFORME E INDETERMINADO

Mientras la forma de la intuición se concibe como una suertede
esquemapara coordinar la materia que suministran los sentidos,los
términos materia y forma preservanen el lenguajekantiano algo
de su sentido aristotélico tradicional: la forma es lo determinante,

la materia lo determinable.Pero según la doctrinacrítica madura,
todo enlace, y por ende, toda ordenación>ya se trate de un enlace
entre conceptoso de un enlace de lo múltiple de la intuición, es
un acto del entendimiento(KrV, B 130). Sólo la espontaneidadmen-
tal así denominadapuedeser la sedede un principio determinante.
La forma de la intuición, reconocidacomo el carácterintrínseco y
universal de la receptividadde la mente,no puedeconcebirseen-
tonces como un principio de orden, sino sólo como aquello que

haceposible la ordenación de la materia sensiblesegún las normas
prescritas por el entendimiento~. Las formas de la intuición sen-

sible externa e interna hacen posible que lo múltiple suministrado
por los sentidossea combinadoen una intuición empíricaajustada
a tales normas, graciasa que ellas mismas, las formas del espacio
y el tiempo, vale decir> la doble «multiplicidad dada a priori» que
Kant ahora llama de ese modo, son materia de la actividad deter-
minante y estructuradora del entendimiento~ Esta rectificación

pues, exactamente[ad amussiin], a los preceptosde la geometría,en lo que
respectaa todas las propiedadesdel espacio allí demostradas>no por una
hipótesis ficticia, sino dada intuitivamente, como condición subjetiva de todos
l¿s fenómenosa través de los cualesla naturalezapudiera manifestarsea los
sentidos» (4k.. III, 404).

~ Véase arriba la nota 23 y el texto que remite a ella.
48 No podemos entrar aquí en una explicación de esta doctrina. Para

refrescarla memoria de quienesya la conocen,traduzco aquí algunospasajes
decisivos: «Porquehay en nosotros,comobasea priori de la intuición sensible,
una cierta forma que descansaen la receptividad de nuestracapacidadre-
presentativa(sensibilidad)> puede el entendimiento,como espontaneidad,de-
terminar el sentido con lo múltiple de las representacionesdadas,ajustándose
a la unidad sintéticade la apercepción,y así pensara priori una unidad sin-
tética de la apercepciónde lo múltiple de la intuición sensible, como la con-
dición a la cual todos los objetos de nuestraintuición humananecesariamente
han de someterse.(,.,) Esta síntesis dc lo múltiple de la intuición sensible,
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nadadesdeñablede conceptosfundamentalesdebe tenerseen cuenta
en la interpretaciónde la filosofía kantiana de la geometría.Ni la
«Estéticatrascendental»de la Crítica de la razónpura, ni el capítulo

de los Prolegómenostitulado « ¿Cómo es posible la matemática
pura?» tienen explícitamenteen cuenta esta rectificación. Pero no
faltan los pasajes,en ambas obras> que puedenayudarnosa escla-

recer susconsecuencias,en lo que conciernea nuestro tema.
La fuentedel conocimientogeométricoes segúnKant la intuición

formal del espacio.Hasta aquí ésta nos ha aparecidocomo una
mera toma de concienciade la forma de la intuición externa, sin
que ninguna iniciativa intelectual intervenga en su constitución.

Pareceríaque el pensamientogeométrico hubiera de limitarse a
tomar nota de las característicasevidentesde la multiplicidad es-
pacial, adoptándolascomo punto de partida de sus demostraciones.
Esta concepciónse ajusta a la doctrina sostenidaen la disertación
de 1770, sobre el uso meramentelógico del entendimientoen las

ciencias cuyos conceptosy principios son proporcionadospor la
intuición sensiblepura o empírica~. Pero no es compatible con la
doctrina propiamentecrítica de la función de la actividad intelec-
tual en la constitución del conocimiento humano y de sus objetos
propios. En una nota agregadaen la segundaedición de la Crítica,
Kant explica<pero no acabade aclarar)cómo debeentenderseahora
la intuición formal del espacio:

que es posible y necesariaa priori, puededenominarsesíntesisfigurativa. (...)

Para distinguirla del enlace puramente intelectual, debe llamársela síntesis
trascendentalde la imaginación £3. Como toda nuestraintuición es sensible,
la imaginación pertenecea la sensibilidad, debido a la condición subjetiva
bajo la cual únicamenteella puede proporcionara los conceptosdel entendi-
miento una intuición queles corresponda;perocomosu síntesises un ejercicio
de la espontaneidad,la cual es determinantey no, como el sentido, solamente
determinable,y por ende puede determinara priori al sentido en su forma
(den Sinn seinerForm nach) alustándosea la unidad de la apercepción,la
imaginación es una facultad para determinar la sensibilidad a priori y su sín-
tesis (.3 tiene que ser (...) un efecto del entendimientosobre la sensibilidad
y la primera aplicaci¿n del mismo (a la vez que la base de todas las otras)
sobre los objetos de la intuición posible para nosotros»(KW, B 150-152; cur-
siva mía). Véasetambiénel importantísimotercer párrafo del § 26 (B 160-161).

49 «Tisus autem intellectus in talibus scientiis quarum tam conceptuspn-
mitivi, quamaxiomata sensitivo intuitu dantur, non est nisi logicus, h. e. per
quem tantum cognitionis sibi invicem subordinamus quoad universalitateni
conformiter principio contradictionis,phaenomenaphaenomenisgeneralioribus,
consectariaintuitus puri axiomatibus intuitivis» (>4k., II, 410 sj.
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El espacio>representadocomo objeto (como efectivamen-
te se requiere en la geometría) contienemás que la mera
forma de la intuición, a saber,una recolección [Zusaminen-
fassung] de lo múltiple dado segúnla forma de la sensibili-

dad, en una representaciónintuitiva; de modo que la forma
de la intuición da sólo lo múltiple, pero la intuición formal
da la unidad de la representación(so dass die Porm der
Anschauungbloss Mannigfaltiges, die formale Anschauung
aber Fin/mit der Vorstellunggibt) (KrV, B 160 n4.

Kant prosiguecon estepasajeque,a pesarde su oscuridad,dice
lo que necesitamossaber:

En la Estéticasimplementeincluí estaunidad en la sen-
sibilidad> sólo para advertir que precedea todo concepto,
aunquepresuponepor cierto una síntesisque no pertenece
a los sentidos,en virtud de la cual, empero,todos los con-
ceptosdel espacioy el tiempovienen a ser posibles [zuerst
móglich werden]. Pues,ya que el espacioo el tiempo son
dados como intuiciones solamenteen virtud de ella (en
cuantoel entendimientodeterminaa la sensibilidad),la uni-

dad de esta intuición pertenecea priori al espacio y al
tiempo> y no al conceptodel entendimiento(KrV, 8 161 n.).

No es fácil conciliar con otros pasajesde la Crítica estaidea de
una representacióncuya unidad es preconceptual~. Pero estadificul-
tad no afectaa la conclusión a que queremosllegar. Kant nos dice
aquí claramenteque su exposición de la doctrinadel espacioen la
Estética trascendentaltiene carácterprovisorio, pues la intuición
del espacioatribuida allí a nuestrareceptividadsensiblesólo puede
darse «en cuantoel entendimientodeterminaa la sensibilidad».La

«intuición pura», que según la disertaciónde 1770 exhibe la estruc-

50 Recuérdeseel pasajeen que culmina el decisivo § 10 de la Crítica: «La
misma función que confiere unidad a las diversas representacionesen un
juicio, confiere asimismounidad a la mcm síntesisde representacionesdiversas
en una intuición, etc.» (KrV, A 79/E 105). Expresadaen toda su generalidad,
esa función se llama categoria. Véase asimismoel § 20.
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tura común a toda intuición empírica, se analizaahoraen dos com-
ponentes: la multiplicidad dadaa priori con nuestrasensibilidady

la unidad estructuranteque le impone el entendimiento~‘ - Las leyes
del espacio>tema de la geometría,sólo vienena estar dadascon el
segundode estoscomponentes.Paraapreciarcon justen la filosofía
kantianade la geometríay su lugar en la historia tiene sumaimpor-
tancia estableceren qué precisamedida la índole de la multiplici-

daddadaa priori restringe,segúnKant> la libertad del entendimiento
para prescribir las leyes del espacio.La obra de Kant no ofrece>
por desgracia,una respuestabien definida a estacuestión.Pero será
útil que tomemosnota de suspalabras,antesde ensayarcompletar-
las con una conjetura.

En un pasajede la primera partede los Prolegómenos,leemos
lo siguiente:

Como el espacio,segúnlo piensael geómetra,es exacta-
mente Lganz genau] la forma de la intuición sensible que
hallamosa priori en nosotrosy que contieneel fundamento
de la posibilidad de todos los fenómenosexternos(en lo
que respectaa •su forma), éstos tienen que concordarne-
cesariamentey con la máxima precisióncon las proposicio-
nes del geómetra,que éste no extrae de ningún concepto

inventado Laus keinemerdichtetenRegriffi, sino del funda-
mento subjetivo de todos los fenómenosexternos,a saber>
de la sensibilidadmisma (AL, IV, 288).

Sabemosya que estasformulaciones que ignoran el papel de la

espontaneidadintelectual en la constitucióndel «espacio,según lo
piensa el geómetra»,deben reputarse provisorias. Pero pareceria

51 Permítasemecitar un pasajemás en apoyo de este distingo: «La mera
forma de la intuición sensibleexterna,el espacio,no es por sí sola un conoci-
miento [ist.. noch gar keineErkenntnisj, sino que da únicamentelo múltiple
de la intuición a priori para un conocimientoposible. Pero para conoceralgo
en el espacio, por ejemplo> una línea, tengo que trazaría, efectuandoasí sin-
téticamenteun determinado enlace de lo múltiple dado. de modo que la
unidad de este acto es a la vez unidad de la conciencia (en el concepto de
una línea) y así solamenteviene a conocerseun objeto (un espacio determi-
nado)» (KrV E 137 s.). Obsérveseque Kant aquí declaraque la unidad de la
concienciaes conceptual.
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que, como quiera que se las reformule, no podrá eludirse el aserto
de que> según la doctrina kantiana>la estructurageométricade los
fenómenosdependeestrechamentede la índole misma de nuestra

sensibilidady de lo múltiple que ella proporciona a priori 52 Sin
embargo, en un largo pasaje del mismo libro, cuya importancia
para el estudio de la filosofía kantianade la geometríano ha sido
destacadacomo merece—tal vez porque sacade quicio a las cómo-

das ideas fijas en que reposa su interpretaciónhabitual—, Kant
sostieneque la forma a priori del sentido externo no aporta sino
el material sobre el cual se ejerce la actividad estructuradoradel
entendimiento,pero que las leyes que organizanese material son

introducidas en él por el entendimientomismo. Kant parte allí de
la tesis> sostenidaen el texto anterior, de que todos los fenómenos
físicos se ajustan necesariamentea las verdades de la geometría,
las cualesexpresan>por lo tanto, leyes naturalesa priori. Cita como

ejemplo el conocido teorema según el cual, si dos cuerdascuales-
quiera se cortan en el interior de un círculo, el producto de los
segmentosen que la primera corta a la segundaes igual al producto
de los segmentosen que la segundacorta a la primera~. Menciona
luego la generalizaciónde este teorema a las cónicas~. Comenta,
por último, un supuestofundamentogeométricode la ley newtonia-

na según la cual la atracciónuniversal de los cuerposmateriales
es inversamenteproporcional al cuadrado de las distancias.Tras
estos preparativos,Kant prosigue:

He aquí, pues,una naturalezaque reposasobreleyesque
el entendimiento conoce a priori> sobre todo a partir de

52 compárense estos pasajes de la Crítica de la razón pura que expresa-
mente tienen en cuenta la tunción del entendimientoen la constitución de la
geometría: «Sobre esta síntesis sucesiva de la imaginación productiva en la
generaciónde figuras [para aclararestaexpresión,cf. nota 48; tambiénnota 51]
se funda la matemáticade la extensión (geometría)con sus axiomas, los cuales
expresanlas condicionesde la intuición sensiblea priori bajo las cualesúnica-
mente puede establecerseel esquemade un concepto puro del fenómenoex-
terno; vgr, entre dos puntos puede haber sólo una línea recta> dos líneas
rectasno encierranun espacio, etc.» (KrV A 163/B 204; cursiva mía>.

53 Euclides, Elementos,libro III, proposición35.
54 En este caso, en vez de igualdad, hay una proporción fija (dependiente

de la cónica)entrelos productosde los segmentosen que se cortanlas cuerdas.
Cf. O. Salmon. A Treatiae of Coníc Sections.New York, Chelsea,a. 1., pág. 150.
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principios universalesde la determinacióndel espacio.Me
pregunto entonces: ¿residenestasleyes naturalesen el es-

paelo y las aprendeel entendimientocuandosólo busca in-
dagar el rico sentido contenido en aquél? ¿O residenen el
entendimientoy en el modo como éstedeterminaal espacio
conforme a las condicionesde la unidad sintética en que
todos sus conceptosvienen a parar?El espacio es algo tan
uniforme, tan indeterminadoen lo que respectaa todassus
propiedadesparticulares, que ciertamenteno ha de buscarse
en él ningún patrimonio de leyes naturales. En cambio,
aquello que determinael espacioa la forma circular, a la
figura del conoy de la esfera,es el entendimiento,en cuanto
contieneel fundamentode la unidad de la construcciónde
las mismas.La mera forma universal de la intuición que se
llama espacio es puesel sustrato de toda intuición determi-
nable como referida a objetos particulares, y en él reside

sin duda la condición de la posibilidad y la variedad de
éstos; pero la unidad de los objetos es determinadaexclu-
sivamentepor el entendimiento,según condicionesque re-
siden en su propia naturaleza(AL, IV, 321 s.; cursivamía).

El lector familiarizado con la matemáticaactualsentirá la tenta-
ción de concluir que,segúnKant, la multiplicidad dadaa priori con
la forma de la intuición externa son los puntos del espaciocuya
estructurael entendimientoes libre de definir> sin otras restriccio-
nes que las impuestaspor la cardinalidadde esacolección de pun-
tos~. Pero esta interpretaciónfácil y aparentementetan obvía del
texto que acabamosde leer, que haría de Kant un precursorde
Bourbaki, entra en conflicto con expresasdeclaracionessuyas. El
espacio,según él, no se relaciona con sus componentescomo una
clase con sus miembros,sino como un todo con sus partes~. En

otras palabras,la multiplicidad dadaa priori a la actividad estruc-

~3 Kant habría admitido en todo caso que dicha colección es infinita;
naturalmente,no conocíael distingo, debido a Georg Cantor, entre diversos
cardinalesinfinitos.

5~ KrV, A 25/B 39; iB 136 n.
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turadoradel entendimientono es una multiplicidad de puntos sino
una multiplicidad de espacios.

El espacioconstasólo de espacios>el tiempo de tiempos.
Puntos e instantes son sólo límites, esto es> meras posicio-
nes que los deslindan; pero estas posicionespresuponen
siempre aquellas intuiciones que deben delimitar o deter-
minar, y con meras posicionescomo componentesque pu-
dieran estar dados antes que el espacio o el tiempo, no es
posible constituir ni el espacioni el tiempo (KrV, A 169 sI
B 211).

Me parece>por esto> que la multiplicidad dadaa priori que Kant
atribuye a la forma de nuestro sentido externo debe entenderse
como una multiplicidad de espaciosparciales.Lo dado a priori con-

sistiría> en rigor, en la posibilidad de deslindar tal multiplicidad de
espacios.La naturalezamisma del sentidoexterno impondría ciertas
restriccionesa la libertad del entendimientoen la actualizaciónde
esa posibilidad. Creo lícito conjeturar que Kant habría aceptado
que todos los espaciosparciales>como quieraque el entendimiento
los deslinde>tienen que satisfacer las condicionessiguientes:

1. Todo espacioparcial está delimitado por una fron-
tera~. Ésta puede considerarsecomo pertenecientea él o
como estandoenterao parcialmentefuera de él; esto últi-
mo ocurre, por ejemplo, si se trata de una cavidad dentro
de un cuerpo bien delimitado. Llamaremos interior de un

espacioparcial a la parte del mismo que no coincide con
la frontera.

57 «Raum und Zeit sind quantacOntinua, weil kein Teil derselbengegeben
werden kann, olme ihn zwischen Grenzen (Punkten uné Augenblicken) cm-
zuschliessen,mithin nur so, dass dieserTeil selbst wiedenjm cm Raum, oder
cine Zeit ist» (KrV, A 169/B 211). Este pasaje documenta suficientemente
nuestroprimer asertoy casi hace ineludibles los que le siguen, pero contiene
una confusión: los limites que encierran una parte del espacio de tal modo
que ella misma sea un espacio no son puntos sino superficies, cuyas partes
pueden ser deslindadasa su vez por líneas> cuyas partes> por último, son
deslindablespor puntos (véaseaserto2>.
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2. En el interior de cada espacioparcial cabediscernir

puntos indivisibles58 que son límites de limites de limites
de algún espacioparcial~.

3. Si x es un punto en el interior del espacioparcial
A contenido en el espacioparcial B, x estáen el interior

defl.
4. Si x esun puntoenel interior de los espaciosparciales

A y E, cabe deslindarun espacioparcial C contenido en A
y en E, tal quex estáen el interior de C.

5. Si x es un punto en el interior de un espacioparcial

A, cabe deslindar un espacioparcial E contenido en A, tal
quex estáen el interior de E y todoslos puntosdiscernibles
en E estánen el interior de A.

Kant nuncahizo explícitas estascondiciones>excepto la primera;
pero es difícil imaginarseque hubiera puesto en duda las otras.
Ahora bien, si el entendimiento,al deslindar espaciosparciales no
puede menos que ajustarsea las condiciones antedichas,hemos

de concluir que la forma de la intuición externa impone> según
Kant, al entendimientola necesidadde determinar la multiplicidad
que ella le brinda a priori como un espaciotopológico tridimensio-
nal cuyo sistemade entornosconstade todos los espaciosparciales
que el entendimientopuedadeslindar~. Puestaslas cosas en estos

58 Kant no parece hacersemayor cuestión de la posibilidad de discernir
puntos en el espacio. Admite como obvio que la imaginacióngobernadapor
el entendimiento puede trazar líneas que comienzan y terminan en puntos
(véasela nota 51). En cambio, los autores del siglo xx que intentan elaborar
una teoría matemáticadel espacio que no lo conciba, según la costumbre
dominante,como una colección de puntos, concedensuma importanciaa la
construcción de los puntos a partir de los espaciosparciales, cuya deslinda-
bilidad dan por supuesta.Una exposición sumaria de estos intentos, con re-
ferenciasa la literatura, se hallará en Menger (1940).

~ «El límite de un sólido es una superficie,el de una superficieuna línea,
el de unalínea un punto. l-lay, pues,tresclasesde límites en un espacio,como
hay tres dimensiones»(>4k., II, 403 a.).

~ Si concebimos> según es habitual, un espacio como un conjunto de
puntos, una estructuratopológicase define en un espacioE asignandoa cada
punto x de E una colección de partes de E, llamadas entornos de x, que
cumplen los siguientesrequisitos: 1) Si A es un entorno de x, x es un punto
de A. 2) Si A es una partede E quecontieneun entorno de x, A es un entorno
de x. 3) Si A y E son entornosde x, la intersecciónde A y E es un entorno
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términos, estimo que no sería infiel a Kant agregarque la forma
de nuestra sensibilidad especifica todavía más la estructura topo-
lógica del espacio.Seguramentehabría sostenidoque> en virtud de
esaforma> ningunacolecciónfinita de espaciosparcialespuedeabar-
car el espacioentero (de suerte que el espaciono es compacto).
Probablementehabríaadmitido ademásque> si p y q sondos puntos
diferentes,cabe siempredeslindardos espaciosparcialesP y O, sin
una partecomún, tales que p se halla en el interior de P y q en el
interior de O (de modo que se trata de un espaciode Hausdorfí).
Me parece,en cambio, que las propiedadesmétricas del espacio,

esto es, las propiedadesque suponenla definición de una distancia
entre los puntos o de una medida (volumen> área, longitud) de los
espaciosparciales>superficies y líneas, no pueden depender,en la
filosofía madura de Kant> de la mera forma de la sensibilidad.En
efecto, las nociones de distanciay de medida envuelven la noción

de número,que> segúnKant> no es otra cosaque el esquemadc las
categoríasde la cantidad (KrV, A 142/182),esto es, «la síntesispura
[de la multiplicidad dada a priori], conforme a una regla de uni-
dad (...) que expresa la categoría”. Además> en el pasajede los
Prolegómenosque motiva estoscomentarios,Kant dice expresamen-
te que sólo el entendimientopuededeterminarel espacioa la forma
circular o a la figura de la esfera. Puesto que una esfera es un
espacio parcial cuyos puntos fronterizos equidistan todos de un
punto determinado, la determinaciónde la esfera presuponeuna

definición de.distancia y resulta inmediatamentede ella. Si la de-
finición de distancia dependierade la forma misma de la intuición,
la multiplicidad dadaa priori poseeríade suyo una articulación en
esferas,en contradicción con el texto citado.

Consideremoscon más calma esta cuestión.Definir un concepto
de distanciaentre puntos equivale a asignara cadapar de puntos
p y q un númeroreal no negativoD(p, q) tal que,cualesquieraque
seanlos puntosp, q, r, secumplen lascondicionessiguientes: D(p, q)

de x. 4) Si A es un entorno de x, A contiene un entorno de x, E, tal que A
es un entorno de cada punto de B. Para verificar que la colección de los
espacios parciales que puede deslindarel entendimiento,si cumple las cinco
condicionesenunciadasarriba, constituyeel sistemade entornosde un espacio
topológico, bastaconsiderarque un espacioparcial es un entorno de un punto
dado sólo si este punto se hnlla en su interior.
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= O; sip !=q, D(p, q) = D(q, p) > O; D(p, r) ~=D(p, q) + D(q, r).
Como hemosvisto> la definición de un concepto de distanciaen un
espaciohaceposible determinaresferascon centro en cada punto.
Ello confiere inmediatamenteal espaciouna estructura topológica
definida así: entornos de cada punto son todas las esferas con
centro en ese punto; además>si A es un entorno y A es parte de
B, B es un entorno; finalmente> la parte común a dos entornoses
un entorno. Llamemos a esta estructura,la topología inducida por
la definición de distancia. Es razonable pensar que Kant habría
entendido que la forma de la intuición impone en todo caso una
condición a la definición de distancia que puedaestipular el enten-
dimiento, a saber,que la topología inducida por ésta debecoincidir
con la topologíaimpuestapor la forma de la intuición (esto es,que
los entornosde ambastopologías debenser los mismos).Esta con-
dición es restrictiva, pero deja siempre latitud para una gran va-
riedad de definiciones de distancia, que no difieren trivialmente
entre ellas, pero inducenla mismatopología~ Kant, por cierto, nada
sabíade esto, y no parecehaber adivinado que al realzarel papel
del entendimientoen la constitución del espaciogeométricoabría
de nuevo la posibilidad de legitimar una pluralidad de geometrías.
Pero al sostenerque el espacioes algo tan uniforme, tan indeter-

minado en lo que respectaa toda propiedad particular (etwas so
Gleichfbrmiges und in Ansehungaher besondernEigenschaftenso
Unbestimmtes),que no se puedebuscaren él la fuentede las leyes

que fijan las propiedadesde la esferao de las seccionescónicas,
Kant se manifiestadecididamentecomo un precursorde Riemann%

~‘ Diñamos que dos definiciones de distancia difieren sólo trivialmente
entreellas si las esferasdeterminadasconformea una de ellas coincidencon
las determinadasconforme a la otra.

<~ Riemann sostendráque en el caso de una multiplicidad continua como
el espacio, el fundamentode las relacionesmétricas no puede residir en la
multiplicidad misma. Con palabrasque recuerdanal Kant de 1746, sugiereque
se busque dicho fundamentoen las fuerzasenlazantesque actúan sobre esa
multiplicidad (in daraul ,virkenden bindendenKrdften; Riemann(1854), pág. 20).
En nuestrosdías, Adolf Griinbaum ha rectificado el aserto de Riemann afir-
mando que para que seaválido no bastaque la multiplicidad en cuestiónsea
continua; es necesario que sea ademáshomogéneao uniforme (Griinbaum,
(1973>, págs.16 y sigs.). Convieneobservarque Riemannempleala misma pala-
bra alemanaMannigfaltigkeit usadapor Kant y que he traducido multiplicidad.
En la matemáticaactual esta palabra alemana designaun concepto técnico
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La elaboraciónmatemáticay filosófica de estasideasrevivirá el pro-
blema que Kant creía haber resueltodefinitivamente en 1770, con
su doctrina de la intuición pura: ¿Cuáles la geometríaverdadera?
Conscientescomo él de que no se podía resolverlo medianteexperi-
mentos,cuyo mismo diseño e interpretaciónpresuponenla adopción
de una geometría, los epistemólogosconvencionalistas—Poincaré,
Dingler— responderáncortando el nudo gordiano: el problemano
tiene sentido, las «condiciones a priori» de la manifestaciónde la
verdad no puedencalificarse de verdaderaso falsas.

No hemosconsideradohastaaquíel modo como el entendimiento
ha de efectuar, según Kant, la determinacióndel espacio.Según
Kant, el entendimientohumano es una facultad comparativamente
rígida, que opera con arreglo a un número limitado de normas in-
variables. ¿No podría estarigidez del entendimientogarantizar,en
el pensamientode Kant, la unicidad de la estructuramétrica im-
puestapor el entendimientoal espacio?Sugerimosen la sección 3
que Kant ha sabido algo acerca de la posibilidad de representar
intuitivamente concepcionesgeométricasincompatibles.Si sólo una
de ellas correspondea la estructura naturalmenteexhibida por la
intuición, las demáspuedendescartarsecomo espuriaso parásitas.
Pero todas tienen los mismos derechos,si la multiplicidad dada
a priori con la forma de la intuición no poseede suyo una estruc-

tura, o en todo caso,si no poseeuna estructuramétrica. Seade ello
lo que fuese,el modo como el entendimientodeterminaa la forma
del sentido externo para constituir la intuición formal del espacio
seriaun capítulo importantísimo en la filosofía de la geometríade
Kant, si éste le hubieraprestadola atenciónque merecía.Pero su
obra no nos proporcionasino muy exiguas indicacionesal respecto.
Ensayemosresumirías. El entendimientodeterminala multiplicidad
sensible (pura o empírica) cuando la refiere a la «unidad objetiva
de la apercepción», combinando lo múltiple en una síntesis con
arreglo a las categorías.La aplicación de las categoríasa la multi-
plicidad pura del espacioy el tiempo se efectúaa través de los «es-
quemastrascendentales».En la articulación del objeto de la geo-

preciso, que se inspira en ideas de Riemann pero que aún no había sido ela-
borado por éste; para designar ese concepto usamos en español la palabra
variedad (en francés, varíét¿; en inglés, manitold»
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metría intervienensolamentelas categoríasde la cantidad,cuyo es-
quema, segúnKant, es el número. ¿QuéentiendeKant por número?
Leemosen la Crítica de la razónpura que «el númeroes una repre-
sentaciónque abarcaLzusammenbefasst]la adición sucesivade uno
a uno (homogéneo)»(Krl/, A 142/H 182). Esto sugiereque Kant en-
tiende por número lo que llamamosenterospositivos. Se sabedesde
el siglo y a. C. que los enterospositivos son totalmente inadecuados
para concebir las relacionesgeométricas.Así, por ejemplo, es im-
posible concebir como una relación entre enteros la proporción
entre la basey la diagonal de un cuadrado.Por lo tanto> los nú-
meros a travésde los cualesse efectúasegúnKant la aplicación de
las categoríasde la cantidada la multiplicidad espacial,no pueden
ser los enteros positivos. Pero en la edad modernase usa común-
mente número en una acepción más amplia. Simon Stevin decía
que «nombre est cela par lequel s>expliquela quantitéde chascune

chose» y Newton declarabaabiertamente:

Por númerono entendemosla multitud de las unidades>
sino la relación [ratio] abstractade una cantidadcualquie-
ra a otra cantidad del mismo género que se toma como
unidad. Es de tres clases: entero, racional [fractus] e irra-
cional [surdus]. Entero, el quemide la unidad; racional, el
que mide una parte submúltiplo de la unidad; e irracional,
aquel con el cual la unidad es inconmensurable~¾

Sólo esta clasede números—conocidaya en el siglo xviii bajo
la denominaciónde números reales— puededesempeñarla función
que Kant le asignacomo «esquemade la cantidad»y caracterizarse
como «la unidad de la síntesisde lo múltiple de una intuición homo-
géneaen general»(KrV, A 143/B 182). Las oscuridadesde la noción
ingenua de número real moverán a Weierstrass,Méray, Cantor y
Dedekind a fundamentaría,medianteuna audaz construcción,en la
noción de número racional, fácilmente derivablea su vez de la no-
ción de entero. Pero Kant no puede haber tenido esto presente

63 Newton. Arithmetica Universalis, Leiden, 1732, pág. 4. citado por Gericke
(1970), pág. 71 s. La cita de Stevin, tomada del mismo libro (pág. 70), proviene
de su obra L>Arithmétique, Leiden> 1685, def. II.

Ix. —4
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cuandoofreció> a renglón seguido,las dos caracterizacionesdel nú-
mero que acabamosde citar. Como no podemossuponerque igno-
rara la existencia de magnitudes inconmensurables,debemosatri-
buir la primera de esascaracterizacionesa falta de reflexión. Ahora
bien, si aceptamosqueel númeroque es el «esquemade la cantidad»
no es otro que el número real, la concepciónkantianadel modus
operandi del entendimiento en la determinación del objeto de la
geometríaexpresamuy bien el predominio casi exclusivo> en la geo-

metría de la época, del método de las coordenadasintroducido en
el siglo xvii por Descartesy Fermat. De acuerdocon ese método,
cadapunto del espaciose representapor un trío de númerosreales
y el estudio de las figuras geométricas,sus propiedadesy relaciones
puede apoyarseen los poderososrecursosdel álgebra y el análisis.
El método conducenaturalmentea la noción de un espaciode un
número arbitrario de dimensionesy facilita la introducción de múl-
tiples definiciones dc distancia, posibilitando así la «geometríasu-
prema» soñadapor Kant en su juventud.

5. GuiAno SIEMPRE POR LA INTUICIÓN

Para terminar nos referimos, corno habíamos anunciado>a la
tesis kantiana sobre la intervención necesariade la intuición en
las demostracionesgeométricas.Advirtamos, ante todo, que la in-
tuición en que se apoya, segúnKant> toda demostracióngeométrica
no puede ser otra que esa intuición formal del espacioque Kant
concibe en su madurez como estructurada por el entendimiento.
Kant no hacereferenciaa esto en los textos en que explica su tesis

sobre el ingrediente intuitivo de las demostracionesgeométricas,

pero los pasajesanalizadosen la secciónprecedentehacen inevita-
Me esta conclusión.A la luz de ella vendría a resultar que en las
demostracionesgeométricas el entendimiento no puede extraer de
la intuición mucho más de lo que él mismo introduce en ésta al
constituirla. SeguramenteKant no quería sugerir eso cuandoescri-
bió en 1770 que «la geometríano demuestrasus proposicionesuni-
versales pensando el objeto por un concepto universal, como se
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hace en el orden racional Em rationahibus], sino presentándoloa

la vista por una intuición singular, como se hace en el orden sen-
sible rin sensitivis]» (Ak, II, 403). Pero en este punto como en
tantos otros las enseñanzasde la disertaciónde 1770 que la Crítica
recoge debenreinterpretarsepara ajustarlasa su nuevo contexto.
La tesis que comentamosse presentaen él como una consecuencia
inmediata del hecho de que, según Kant, la geometría (como en
general la matemática)establecesus conocimientosmediantelo que
él llama «construcciónde conceptos».La construcciónde conceptos
geométricos, consistentecomo sabemos64en determinarun objeto

que les correspondaen la intuición formal del espacio,no puede
entendersesino como el ejercicio en concreto de la actividad del
entendimientoque constituye dicha intuición formal ~. El matemá-
tico, escribe Kant, «emprendesu camino siguiendointuiciones que
exhibe a priori ajustándosea los conceptos [nach Anschauungen,
die er a priori den Begriffen gemássdarstehlet]» (KrV, A 717s.¡
B 745 s.). Cuando la Crítica afirma, pues, que las demostraciones
matemáticas tienen que avanzar siguiendo siempre «el hilo de la
intuición pura» (A 425/B 451), no nos cabe sino entenderque ese
hilo lo tiende el entendimiento.

La explicación más completa del tema que nos ocupaaparece
en la secciónde la Metodologíade la Crítica de la razónpura donde
Kant comparael método de la filosofía con el método de las mate-
máticas. En un ensayo redactadoen 1762 <~, donde también des-
arrolla esta comparación> Kant había escrito que «la matemática

64 Véase la nota 37 y el pasajeque remite a ella.
65 Para persuadirsede esto aconsejoreleer el pasajecitado en la nota 51.

Muy elocuentees también el siguienteejemplo con que Kant ilustra la cons-
trucción de conceptos geométricosen el escrito contra Eberhard: «Cuando
Arquímedes circunscribió un polígono de noventa y seis lados en torno al
círculo e inscribió otro igual dentro de él> para demostrarque el circulo es
menor que el primero y mayor que el segundoy calcular estasdiferenciasde
tamaño,¿supuso[Iegte unter] o no una intuición bajo su conceptode dicho
polígono regular? Inevitablementela supuso [legte.:. zum Grunde], mas no
porque trazara efectivamenteel polígono (lo que habría sido un requisito
innecesarioy absurdo),sino en cuanto conocía la regla de la construcciónde
su concepto,y con ella su facultad de determinarla magnitud del mismo tan
aproximadamentecomo quisiera a la del propio objeto, y por ende, de dar
a ésteen la intuición ajustándoseal concepto»(>4k., VIII, 212).

66 Citado en la nota 11.
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consideraen sus soluciones>demostracionesy conclusioneslo uni-
versal bajo los signos en concreto»> y había ilustrado este aserto
con el siguienteejemplo:

En la geometría, para conocer las propiedadesde un
círculo, se dibuja uno> en el cual> en lugar de todas las
líneas posiblesque se cortan en su interior, se trazan dos.
Se demuestranlas relacionesque hay entreéstasy se con-

templa en concretoen ellas la regla universal de las rela-
ciones entre todas las líneas que se cortan en todos los
círculos67

La misma idea reapareceen la Crítica:

El conocimiento matemáticocontemplapues lo particu-
lar sólo en lo universal, el matemáticolo universal en lo
particularo más bien en lo singular>pero a priori y median-
te la razón> de suerte que> según como esto particular se
determinebajo ciertas condicionesuniversalesde la cons-
trucción, así también hay pensar como universalmentede-
terminado el objeto del concepto, al cual esto particular
correspondesólo a modo de esquema(KrV, A 714/B 742).

Kant propone un ejemplo, que aclara mejor que sus formula-

ciones abstractaslo que nos quiere decir:

Désele a un filósofo el concepto de un triángulo y pida-
sele- que averigue-a su manera qué relación hay entre la
suma de susángulos y el ángulo recto. No tiene nada más
que el concepto de una figura encerradapor tres líneas
rectas y en ella el concepto de otros tantos ángulos.Por
mucho que reflexionesobreeste conceptono logrará extraer
de él nada nuevo. Puedeanalizar y esclarecerel concepto
de la línea recta,o el de ángulo>o el del número tres> pero

67 Ak., II, 278. Es interesanteobservarque el ejemplo se refiere al mismo
teorema(Euclides> III, 35) consideradoen el pasaje de la segundaparte de
los Prolegdmenosquetrascribimosy comentamosen la secciónanterior(nota 53).
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no puede llegar a otras propiedadesque lisa y llanamente

no están contenidasen estos conceptos.Hágasecargo del
problema un geómetra.En el acto empiezapor construir
un triángulo. Porquesabeque dos ángulosrectosequivalen
conjuntamentea la suma de todos los ángulos contiguos
que puedentrazarsedesdeun punto sobre una línea recta,
prolonga un lado de su triángulo y obtiene dos ánguloscon-
tiguos que sumadosequivalena dos rectos. Divide entonces
aquél de estos dos ángulos que es exterior [al triángulo],
trazandouna línea paralelaal lado opuesto del triángulo y
ve que aquí surgeun ángulo exterior contiguo que es igual
a un ángulo interior, etc. Llega así por una cadenade in-
ferencias,guiado siempre por la intuición> a una solución
totalmenteevidentey a la vez universal del problema (KrV,
A 716 s./B 744 s4.

Hintikka ha señaladoque esta concepcióndel método matemá-
tico debe entendersea la luz de las explicacionesde Proclo sobre
la estructura de las proposicionesy problemas en los Elementos

de Euclides~ Ella consta de seis partes: enunciado (prótasis), ex-
posición (ékthesis),especificación (diorismós), construcción (katas-
keué), demostración(apódeixis)y conclusión(sumpérasma).El enun-
ciado formula los datos y lo que se busca; la exposición exhibe
separadamentelos datos y los preparapara emplearlosen la inves-
tigación; la especificaciónpresentaseparadamentey aclara lo que
se busca; la construcciónagregaa los datos lo que hace falta para

hallar lo que se busca; la prueba saca la inferencia requeridara-
zonandocientíficamentea partir de lo que se ha admitido; la con-
clusión retorna al enunciado,confirmando lo que se ha demostrado.
¡‘rocio dice que, aparte del enunciadoy la conclusión,el único ele-

mento imprescindible es la demostración,que hemos de concebir
como un procedimientopuramentelógico ~. En efecto> toda la clan-

68 Hintikka (1967). pág. 126. Las explicacionesde Proclo aparecenen su
comentarioal libro 1 de los Elementos,págs.203 y sigs. de la edición Fried-
1cm (págs.159 y sigs. de la versión inglesa citada en la bibliografía).

69 Este carácterestrictamentelógico de la demostraciónpropiamentedicha
es reconocido por Kant, cuando dice que «las inferencias del matemático
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dad que puede suministrar la exposición puedeestar contenidaya
en el enunciado>el cual puede incluir todos los datos requeridos>
sin que sea menestercompletarlospor construcción.Pareceríaque
Proclo piensa que la estructura de la proposición o problema es
más perfectacuandose reducea prótasis, apódeixisy sumpérasma,
que cuando incluye los otros elementosenumerados.Kant, en cam-

No, opina, como hemosvisto, que las fasesque Proclo llama ékthe-
sis y kakiskeué,al exhibir los datos y completarlossegúnlas posi-
bilidades que esa misma exhibición hace presentes~», constituyen
el aspectodistintivo del método matemático>sin el cual ésteno es
capaz de procurarnosconocimientosrealmentenuevos.

La «construcción» en el sentido kantiano (que comprende la
ékthesis,más la kataskeuécuandoésta es necesaria)exhibe intui-
tivamente los datos en que ha de apoyarsela demostración.¿En
qué estriba la necesidadde esta base intuitiva? Tradicionalmente
se ha entendidoque lo importantepara Kant era el caráctera-lógico
de la intuición; segúnestainterpretaciónel pensamientogeométrico
debía su fecundidadal hecho de que se nutre de una fuente extra-
intelectual. Se razonabaasí~ En los Elementos de Euclides no
todos los supuestosindemostrablesde que dependenlas demostra-
ciones se han hecho explícitos en los axiomas y postulados.Sólo
en 1882, un siglo entero despuésde la Crítica de la razón pura>
apareceráun tratado>las Leccionesde geometríamodernade Pasch,
que verbaliza todos los supuestosen que descansa.En esta obra,
como en todas las axiomatizacionesde la geometríaque la suceden72,

los teoremasse derivan de los axiomas por medios puramenteló.

procedentodas conformeal principio de contradicción»(E 14; sobre el sig-
nificado del «principio de contradicción» en Kant, véase Torretti (1967), pá-
gina 236 n.). Pero para Kant la demostraciónpropiamentetal o apodeixis no
puede prescindir del apoyo intuitivo de la ekthesisy, si hace falta, de la
kataskeué. «En la matemáticaes la intuición a priori la que guía mi síntesis
y allí todas las inferenciaspuedenser conducidas inmediatamentepor la in-
tuición pura» (KrV, A 782 s./B 810 s.).

~Q En el último ejemplo citado, la éktkesisconsisteen trazar eí triángulo;
en la kataskeuése prolonga uno de sus lados más allá de su intersección
con otro y se traza por esa intersección la paralelaal tercero.

71 Véase, por ejemplo> mi propio tratamientode este tema, en Torretti
(1967), págs. 190-192.

72 Tales como Hilbert (1899), Veblen (1904), Hjemslev (1907>, Huntington
(1913>,
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gicos sin que se requiera ningún apoyo visual ~3. Pero en los Ele-
mentosde Euclidesesto no es posible.Porejemplo,en la proposición
1 del libro 1 se resuelveel problemade construirun triángulo equi-
látero trazando un segmentoAB y luego dos círculos de radio AB,
con centro respectivamenteen A o en B; si los círculos se cortan
en C, ABC es un triángulo equilátero. Pero ¿se cortan acaso los
círculos? Si atendemosa la figura, pareceobvio que sí. Pero los
axiomas y postuladosexpresamenteformulados por Euclides no lo
garantizan.Ejemplos como éste, se dice, habríanpersuadidoa Kant
de que la demostracióngeométrica tiene que apoyarseen el des-
pliegue constructivo de los datos y avanzarguiadaa cada pasopor
la intuición. Hintikka observaque ningún texto de Kant documenta
explícitamenteesta interpretación~. Por otra parte, tampoco hay
ninguno que explícitamenterespalde la interpretaciónofrecida por
él, que hemos de explicar en seguida.Antes de abordarla,considere-
mos un argumentode más pesocontra la interpretacióntradicional.
Es claro que los supuestosintuitivos de las demostracionesde Eu-
clides no verbalizadosen los postuladosy axiomas,tienen que ser
verbalizables.Una demostraciónpuedeapoyarseen premisastácitas,
cuya misma evidencia mueve a sobreentenderías;pero estas pre-

misas se tienen que poder expresar si así se desea,de otro modo
la demostraciónno seria válida: una verdad inefable no puede
servir de basea una inferencia lógica~. Por lo tanto, la necesidad
de apoyar las demostracionesgeométricasen construccionesad Mc

73 Pasch, que era empirista y pensabaque los axiomas geométricos «se
fundan en observacionesincesantementerepetidas,que se han grabado más
firmemente que las observacionesde otras clases», declara que ellos «deben
abarcarcompletamenteel material empírico que va a elaborar la matemática>
de modo que despuésde establecerlosno vuelve a ser necesarioremitirse a
las percepcionessensibles»(Pascb (1926), pág. 16). Basta reemplazar «obser-
vación>., «empine»y «percepciónsensible»por «intuición pura» para poner de
manifiesto la decisiva diferencia metodológicaentre la matemáticamoderna
y la concepciónkantiana.

74 Hintikka (1967), pág. 119, n. 3. Se dice allí que «there does not seem
to be a scrapof evidencefor nttributing to Kant the observation’ (.3 that
thegeometersof his day coníd not prove tbeir theoremsbr unaidedarguments,
but required an appeal to the figure». El tono de Hintikka me parece un
tanto arrogante,habida cuenta de la exigua base textual de su propia inter-
pretación.

75 Por esto, como observamosarriba (pág. 31), la geometríano puede in-
teresarsesino en lo que puedeconcebir.
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puede irse eliminando por la vía de verbalizar e incorporar a los
axiomas los supuestosintuitivos que esas construccionesexhiben.
La doctrina kantiana, en la interpretacióntradicional, se revela lisa
y llanamenteinsostenible.Esto es, se nos revela así a nosotros,que
sabemos graciasa Paschy Hilbert que basta un número finito y
más bien pequeñode oraciones para codificar las premisasde las
que se deducen todas las proposicionesde Euclides. A la luz de
estesaber,si el papel que Kant atribuyea la intuición en las demos-
traciones geométricasno es otro que el que dice la interpretación
tradicional, es claro que Kant estabaequivocadoy que esasdemos-
traciones pueden llevarse a cabo sin tal ayuda, en cuanto se dis-
ponga de un sistema axiomático adecuado.Pero ¿se sabía acaso
antes de establecerloque se podía disponerde un sistemaasí? Es
evidente que la investigación geométrica no podría prescindir del
apoyo de la intuición, en el sentidoaquí considerado,si los supues-
tos intuitivos a que las diversasdemostracionestácitamenteapelan
constituyesenun patrimonio inagotable.

La interpretación propuestapor Hintikka tiene la ventaja de

que, en virtud de ella, la doctrina de Kant que estamosexaminando
resulta ser verdadera.Según él, no hay que subrayarla índole a-ló-
gica de la intuición, sino su carácter de representaciónsingular.
Ella es indispensableen las demostracionesgeométricasen cuanto

éstas tienen que llevarse a cabo siempre con referencia a un caso
particular76 Los textos kantianos citados arriba destacansuficien-
temente esta propiedadde las demostracionesgeométricas.El em-
pleo de la intuición en estesentido es de veras imprescindible,dice
Hintikka, por cuanto la geometríadescansaen generalizaciones(uni-
versaleso existenciales)y> como ha quedadoen evidencia graciasa
las investigacionesde la lógica contemporánea,la inferencia lógica
a partir de premisasgeneralesno puedeprescindirde la ejemplifica-
ción ~‘. Hintikka reconoce que no todos los asertosde Kant sobre

~6 «Kants characterizationof mathematicsas based on the use of cons-
tructions has to be taken to mean njerely that, in mathematics.one is alí
the time introducing particularrepresentativesof generalconceptsasid carrying
out arguments in terms of sud, particular representatives.arguments which
cannotbe carried out by Ihe sole meansof generalconcepts»(Hintikka (1967),
pág. 121>.

77 Cualquier buen manual reciente deja esto en claro. Véase,por ejemplo.
Mates (1965>, capítulo 7, regias US y ES. La comprensiónactual de la calme-
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este tema se encuadran cómodamenteen su interpretación. Para
Kant, al fin y al cabo, la representaciónsingular que sirve de base
a una demostracióngeométricatiene que ser una intuición espacial;
pero la ejemplificación requeridapara la inferencia lógica se efectúa

con sólo disponerde un nombreal que se atribuyenlos predicados
que aparecenen la premisageneral.Además,en el pensamientode
Kant, la intuición de lo singular se contrastacon el concepto uni-
versal; en la inferencia lógica, el casoparticular ejemplifica una
proposición general~ Kant quieremostrarnosque la meracombina-

ción de conceptosno puede proporcionar conocimientos nuevos,
que surgen en cambio al llenárselos del contenido que aporta la
multiplicidad dada a priori; gracias a la construcciónintuitiva del
concepto logra el geómetra«ir más allá de él a propiedadesque ese

conceptono contiene,pero que le pertenecen [iiber ihn ni Rigen-
schaften, die in diesem Begrilfe nicht liegen, aher doch ni ibm
gehéren, hinausgehen]»~%Pero la inferencia por ejemplificación no
va más allá de los conceptosincluidos en la premisageneral que se
ejemplifica; el ejemplo propuestose limita a ilustrar dichos concep-
tos en un objeto cualquiera,designadopor un nombre arbitrario,
en el cual no se consideraninguna determinaciónque no esté con-
tcnida en aquellos conceptos.Porestasrazones,me parecebastante

exageradopretenderque la caracterizaciónkantianade la matemá-
tica como basadaen la construcciónde conceptosno significa más
que lo que Hintikka dice que significa. Aquí, como casi siempre,

tura y los requisitos de la inferencia lógica procede sobre todo de los tra-
bajos de Gentzen(1934) y Ja~kowski ~

78 Dada una generalizaciónexistencial de la forma «Existe un objeto con

la propiedad P», ejemplificamos diciendo: «Seau un objeto con la propiedad
P,,.

~ Prosiguiendo la citada comparación entre el filósofo y el matemático>
escribe Kant: «Pues no debo atendera aquello que pienso efectivamenteen
mi concepto de triángulo (esto no es más que la mera definición): antes bien,
debo ir más allá de él a propiedadesno contenidas en este concepto pero
que le pertenecen.Esto solamentees posible si determino mi objeto conforme
a las condicionesya sea de la intuición empírica o de la intuición pura. Lo
primero darla sólo una proposición empírica,que no poseeríauniversalidadni
menos necesidad,y no viene a cuento. El segundo procedimiento es el mate-
mático; en este caso, la construcción geométrica, mediante la cual añado
tkinzusetzelen la intuición pura> al igual que en la empírica.lo múltiple que
perteneceal esquemade un triángulo en general y, por ende, a su concepto»
(KrV, A 718/B 746).
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Kant teje su pensamientocon hilo de muchos ovillos. No hay que
fiarse del intérprete que prefiere saberde uno solo.

ROBERTO TORRETTI
Universidad de Puerto Rico.
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