LA GEOMETRIA EN EL PENSAMIENTO DE KANT

A Enrigue d’Etigny

La peculiaridad mas original de la filosoffa tedrica de Kant es la
tesis de que el conocimiento humano puede ir mas alla del conte-
nido informative de nuestros conceptos sin apoyarse en los datos
de los sentidos. Esta tesis estd intimamente vinculada a la doctrina
kantiana segun la cual tenemos acceso a una fuente de conocimien-
tos que no es empirica ni conceptual. Esta fuente, que Kant llama
la «intuicién pura», nos proporciona segin él nuestras representa-
ciones del tiempo y del espacio. Kant concibe a la geometria como
la ciencia de las determinaciones del espacio. Kant aduce el cono-
cimiento geométrico cuando quiere proponer un ejemplo incuestio-
nable de que hay conocimientos que rebasan el contenido informa-
tivo de los conceptos que combinan, sin apoyarse empero en datos
sensoriales. Kant da también otros ejemplos de tales «juicios sin-
téticos a priori», como llama a este género de conocimientos. Pero
esos otros ejemplos no tienen el mismo valor v pertinencia que el
conocimiento geométrico. Una parte de ellos, los llamados principios
de la ciencia natural pura, no siempre han sido reconocidos como
validos y hasta cabe sostener que uno de los propésitos de la
filosofia tedrica de Kant ha sido el de justificar su validez. La parte
restante consiste en verdades aritméticas, las cuales gozan por cier-
to de universal reconocimiento, pero no es féacil comprender cémo
pudieran fundarse en una «intuicién pura» del espacio o del tiem-
pol. Parece, por esto, razonable suponer que las verdades geomé-

‘ 1 El pastor Schultz escribié que como «la geomeirfa tiene como objeto el
espacio y la aritmética tiene como objeto el contar (y éste sélo puede Ilevarse
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tricas han sido el paradigma de los «juicios sintéticos a priori» de
Kant y que la reflexién sobre su naturaleza y fundamento ha jugado
un papel sobresaliente en la edificacién de la doctrina de la Critica
de la razdn pura.

En el ultimo tercio del siglo xix la autoridad de Kant y la con-
dicidon privilegiada que su filosofia atribuye a la geometria clasica
solieron invocarse para combatir los sistemas geométricos alterna-
tivos, introducidos por Belyai, Lobachevsky y Riemann, y que muchos
filosofos hallaban inquietantes. El descrédito que se quiso arrojar
sobre ellos en nombre de Kant revirtié Iuego sobre éste cuando
las nuevas geometrias acabaron de imponerse como matemética-
mente legitimas y la teoria general de la relatividad les dio ademas
el espaldarazo de la aplicacién fisica (Einstein, 1916). Los estudios
sobre la filosofia de las matemdticas de Kant publicados hacia 1900
nacen al calor de la controversia. Se dirigen a refutar a Kant, como
el excelente ensayo de Couturat (1904), o a mostrar que, no obstante
las apariencias en contrario, Kant ha sido una especie de precursor
filosdfico de la matematica moderna (Meinecke, 1906; Cassirer, 1907).
En las décadas siguientes, cuando se quiso separar «lo vive y lo
muerto» en la herencia kantiana, fue casi inevitable consignar al
cementerio a toda la concepcidén filoséfica de la geometria y con
ella a la cardinal teoria del espacio y el tiempo (Walsh, 1947). En
los Gltimos afios renace el interés por este aspecto esencial del pen-
samiento kantiano. Gottfried Martin (1951) v Heinz Heimsoeth (1960)
subrayan nuevamente la importancia de los problemas filoséficos del
espacio en la constitucidn de la doctrina critica. P. F. Strawson trata
con mas simpatia que comprensién a la teoria de la geometria de
Kant en la parte final de The bounds of sense (Strawson, 1966). Jules
Vuillemin (1969), en una serie de notas més sugestivas que con-
cluyentes, busca interpretarla a la luz de las matemdticas del si-
glo X1x. Jaakko Hintikka, en una brillante serie de trabajos (1965,
1967, 1969, 1972, 1973), asimila a la teoria moderna de la deduccién

a cabo en el tiempo), es evidente de qué manera son posibles la geometria y
la aritmética» (Schultz (1784), pag. 24). Pero Kant no se dejé ofuscar por las
«evidencias» de su amigo el pastor. El 25 de noviembre de 1788 lec escribe: «No
obstante la sucesién que se requiere siempre para construir una magnitud, la
ciencia del niimero es una sintesis puramente intelectual, gue nos representa-
mas en pensartientoss (Ak., X, 557; cursiva mia).
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logica uno de los puntos mdas vilipendiados de la teoria kantiana,
la tesis de que la demostracién geométrica a cada paso se apoya
en la «intuicidn.

Las paginas siguientes, libres de todo dnimo polémico o apolo-
gético, quisieran contribuir a un mejor conocimiento de las refle-
xiones filosoficas de Kant sobre la geometria. Con este fin he elegido
varios textos redactados por Kant en diversos momentos de su
vida, cuyo andlisis ¥ comentario me ha parecido que podia arrojar
luz sobre su pensamiento acerca de este tema.

1. LA GEOMETRIA SUFREMA

A los veintidés afios Kant tercia en la disputa entre Ieibnizianos
y cartesianos? con su disertacion magisterial Sobre la verdadera
manera de calcular las fuerzas vivas (1746). En ¢! § 9 de la misma
expresa gue el espacio y la extensidn no existirfan si «las sustancias
no tuvicsen fuerza para actuar fuera de si». Sin dicha fuerza, agre-
ga, «no hay enlace; sin ¢ste, no hay orden, y sin éste, finalmente,
no hay espacio» (Ak., I, 23). Kant adopta ostensiblemente la con-
cepcidn leibniziana del espacio como un mero orden de coexistencia.
Pero declara que ve un circulo vicioso en la demostracién de la
tridimensionalidad del espacio que Leibniz ofrece en el § 351 de
la Teodicea. A diferencia de Leibniz, el joven Kant no cree que la
tridimensionalidad pueda ser establecida por una demostracién 16-
gica, digamos, analizando la nocién misma de espacio. En el § 10
propone una explicacién fisica de la tridimensionalidad del espacio.
Segun é€l, este modo de explicacidn viene impuesto por la propia
concepcion leibniziana: si las fuerzas que las sustancias ejercen
unas sobre las otras son el fundamento del ser del espacio, ellas
serdn también el fundamento de sus propiedades, inclusive la pro-
piedad de tener tres dimensiones. Kant prosigue:

2 Sobre la disputa entre Ileibnizianos y cartesianos acerca de la verdadera
manera de calcular las fuerzas vivas, puede consultarse a Erich Adickes (1924),
pdgs. 65-82.
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Seglin esto sostengo pues que las sustancias en el mundo
existente del que somos parte poseen fuerzas esenciales que
vinculadas entre si difunden sus efectos en proporcién in-
versa al cuadrado de las distancias; segundo, que el todo
que surge de esto posee en virtud de esta ley la propiedad
de ser tridimensional; tercero, que esta ley es arbitraria y
que Dios pudo haber elegido otra en vez de ella, por ejem-
plo la de la proporcién inversa al cubo; y cuarto, por tlti-
mo, que de una ley diferente habria resultado una extension
con otras propiedades y dimensiones. Una ciencia de todas
estas posibles clases de espacio seria ciertamente la geome-
tria suprema que un entendimiento finito pudiera desarro-
lar (Ak., 1, 24; cursiva mfia).

Este texto sugiere mds preguntas de las que permite contestar
con seguridad. Kant obviamente distingue entre una geometria su-
prema y la familiar geometria de Euclides aplicada por la ciencia
de su tiempo en la descripcidén de los procesos fisicos. Llamemos a
aquella, geometria general, a esta, geometria fisica. ¢Cudl es la rela-
cién entre ellas y de ambas con la realidad? La geometria general
se caracteriza expresamente como la ciencia de un espacio de cual-
quier numero de dimensiones, o, como hoy diriamos, de un espacio
n-dimensional. ¢Qué otras caracteristicas del espacio deja indeter-
minadas la geometria general? ¢Hay alguna determinacién impor-
tante que el texto kantiano obligue a suponer que seria comin a
todos los espacios posibles de que trate la geometrfa general? La
reflexién sobre estas preguntas, aunque inevitablemente plagada de
conjeturas, contribuye a arrojar luz sobre la doctrina posterior de
Kant sobre ¢l espacio v la geometrfa. Empecemos por las dos 1l
timas.

Kant contempla en forma explicita «una extensién de otras pro-
piedades v dimensiones». ¢En qué propiedades estd pensando, apar-
te de la dimensién? La sola generalizacion del numero de dimen-
siones nos sugiere la idea de extender a los espacios de tres o més
dimensiones ciertos distingos familiares en el caso de Ias superficies
o espacios bidimensicnales, Pero ¢se la sugeria a Kant? No creo,
por ejemplo, que haya pensado nunca en el distingo entre espacios
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orientables y no-orientables (en estos ulitimos, un zapato podria
sacarse de un pie y calzarse en el otro después de hacerlo recorrer
un trayecto apropiado), desde luego, porque no debe haber conocido
las superficies no-orientables, aunque una de ellas, la cinta de Moe-
bius, es facil de construir3 Es claro, en cambio, que le eran fami-
liares superficies como la esfera, sobre las cuales quien se aleja
constantemente de un punto dado por el camino mas corto acaba
retornando a ¢l desde la direccién opuesta a aquella hacia la cual
partié. ¢Concibié Kant la posibilidad de espacios de tres o mads
dimensiones, con una propiedad analoga a ésta de la esfera? Un
detalle del texto fija un limite a las variaciones posibles de un es-
pacio a otro que Kant habria admitido: la tridimensionalidad del
espacio en que vivimos se debe a que los efectos de las fuerzas con
que las susiancias actiian unas sobre otras varian em proporcion
inversa al cuadrado de las distancias. Esto implica, al parecer, que
la distancia comparativa entre las posiciones en el espacio cons-
tituye, segin Kant, un cardacter fundamental e invariable de éste,
puesto que de ella depende la determinacién de una de esas leyes
fisicas que supuestamente definen los caracteres variables del es-
pacio. Vale la pena llamar la atencidén sobre este detalle, por cuanto
nos hemos acostumbrado a considerar a la métrica o funcién que
asigna distancias a los pares de puntos de un espacio, como una
caracteristica de €ste menos basica que €l mimero de dimensiones,
por ejemplo, o la orientabilidad, v el debate filoséfico contemporaneo
sobre estas materias estd dominado por la idea de que un mismo
espacio, digamos, una misma extension continua de cierto ntimero
de dimensiones, puede admitir métricas alternativas, variando su
estructura geomeétrica segun se adopte una u otra definicién de
distancia %

Cuanto mds remotos e incomprensibles nos aparezcan los detalles
técnicos que presupondria una elaboracién precisa de las ideas de
Kant, tanto mds ha de sorprenderncs la modernidad de la concep-

3 Témese una cinta rectangular, bastante mas larga que ancha, numérense
los vértices en el orden en que los recorrerian las agujas de un reloj, Unanse
los dos bordes opuestos mas cortos, cuidando de hacer coincidir los vértices
1y 3, 2y 4 Moviendo una D sobre la superficic asi obtenida podemos llevarla
a coincidir con una @

4 Cf. Griinbaum (1973).
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cién general del conocimiento geométrico que habia alcanzado a los
veintidds afios de edad. A esto se refiere la pregunta que formula-
mos arriba en primer término y que ahora pasamos a considerar.
El texto trascrito sugiere inequivocamente cuél es la relacién entre
la «geometria suprema» que Kant proyecia y la geometria euclidiana
que emplean Galileo y Newton: ésta debe concebirse como un caso
particular de aquélla, como una especificacién resultante de asignar
determinados valores numéricos a unos pardmetros que la geome-
tria general deja mdeterminados. Kant menciona sélo uno de estos,
la dimensidn, pero insintia que pudiera haber otros. Parece claro
asimismo que la decisién sobre el valor efectivo de los parametros
del espacio real debe basarse, segiin Kant, en la experiencia, No
podriamos, en efecto, determinar a priori unas caracteristicas fun-
dadas en lo que Kant llama expresamente «una ley arbitrarias. In-
cierta, en cambio, es la indole de esa experiencia. ;Podemos esta-
blecer las propiedades universales del espacio por observacién di-
recta, como establecemos, por ejemplo, que el sol es mas luminoso
que la luna, o que el agua de mar es salobre? ;O la determinacion
de tales propiedades s6lo puede hacerse indirectamente, observando
sus consecuencias empiricas particulares? Podria pensarse que el
Unico parametro que Kant expresamente menciona, a saber, el no-
mero de dimensiones, puede ser determinado por observacién di-
recta, con total exactitud (gracias a que sélo admite valores enteros:
1, 2, 3, 4, etc.). Pero aun en este caso, como ha sefialade Carnap
(1922, pags. 66-67), la observacion sélo nos autoriza a emitir un
juicio acerca de la regidn del espacio que observamos, v no nos
permite saber si ella es o no un subespacio de un espacio de mas
dimensiones. Con otros parametros la situacién es mas grave. Por
ejemplo, la suma de los angulos de un tridngulo, mayor que dos
rectos cn un triangulo esférico, se aproxima indefinidamente a dos
rectos seglin decrece el area del tridngulo en comparacién con el
radio de la esfera sobre la cual estd trazado. Las mediciones de
triangulos permiten pues, decidir, si una superficie es esférica, pero
s6lo si se consideran tridngulos suficientemente grandes en relacién
a la curvatura de la superficie . De otro modo, el excesc de la suma
de los angulos sobre dos rectos puede ser tan pequeno gue nuestros

5 La curvatura de una esfera es el valor reciproco del radio.
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instrumentos no permitan distinguirlo de cero. Consideraciones ana-
logas pueden aplicarse a la determinacién empirica de las propie-
dades caracteristicas de un espacio de tres dimensiones (o mas). En
las obras de su madurez, Kant se muestra muy consciente de la
indole esencialmente imprecisa e incompleta del saber empirico®.
Por otra parte, seguramente se ha percatado de que la medicidn
empirica presupone un saber o, en todo caso, una decision acerca
de las propicdades del espacio. La consideraciéon de estos hechos
¢habra influido en el abandono por Kant de su incipiente concep-
ciéon de la geometria fisica como ciencia empirica? No podemos
saberlo con certeza, pues los textos nada nos dicen al respecto, pero
esta conjetura parece plausible.

Habiamos preguntado por la relacidén enire las geometrias que
Kant distingue y la realidad. En el caso de la geometria fisica parece
claro que se la concibe como un saber adecuado acerca de propieda-
des y relaciones de las cosas que pueblan el mundo en que vivimos.
Kant cntendera asi durante toda su vida el valor cognoscitivo de la
geometria euclidiana y aunque en el escrito que comentamos no lo
dice, parece que lo presupone. En cuanto a la geometria general,
parece que €l ve en ella un saber acerca de caracieres comunes a
todos los mundos posibles. En el § 8 Kant define mundo como
rerum omnium contingentium simultanearum et succesivarum inter
se connexarum Sseries? y sostiene que Dios puede muy bien crear
muchos mundos, esto es, muchas de estas series, inconexas entire
ellas. Al especificar de distintas maneras los parametros del espacio
que la geometria general deja indeterminados obtenemos diversos
mundos posibles, cada cual con su peculiar geometria fisica. Pero
también podria haber, en principio, varios mundos o series incone-
xas de cosas con una misma geometria. Sobre esto Kant da su opi-
nién en el curioso § 11. Con Leibniz, Kant estima que las obras de
Dios «poseen toda la grandeza y variedad que pueden abarcars
(Ak., I, 25). Esto le hace pensar, a diferencia de Leibniz, que Dios
ha creado més de un mundo. Sin embargo, si estos diversos mundos
tuviesen un espacio del mismo tipo, digamos, un espacio tridimen-
malmente elocuentes son dos pasajes del Opus postiomum (Ak., XXI,
61 v 99) que cito en alemdn v en espafiol en Torretti (1967), pags. 485 s.

7 «Serie de todas las cosas contingentes simultdneas y succsivas conexas
entre si» (Ak., I, 23 n.).
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sional, «entonces los otros mundos... podrian estar conectados es-
pacialmente con el nuestro... y habria que preguntarse, por qué
Dios ha separado un mundo de los otros cuando al enlazarlos habria
comunicado a su obra una perfeccién mayor; pues, cuanto més
enlace, tanta més armonia y concordancia hay en el mundo y en
cambio las lagunas y separaciones infringen las leyes del orden y
de la perfeccion» (Ak., I, 25). Kant concluye por esto que sélo puede
existir mds de un mundo si puede haber mas de una clase de es-
pacio. Sélo la diversidad de la estructura geométrica garantiza la
incomunicabilidad. Este pasaje, tan ajeno a la manera post-kantia-
na de pensar que es la nuestra, es inferesante para nosotros, sin
embargo, porque confiere implicitamente a la geometria general una
dignidad que no posee a primera vista. A través de ella ganariamos
acceso tedrico a realidades de las que estamos absolutamente des-
conectados, El interés de esta tesis reside en esto: muestra a Kant
tan poco dispuesto en 1746 como lo estard mds tarde, a reconocer
como ciencia a un saber que no se refiera a algo que, al menos
conjeturalmente, exista.

El escrito de 1746 no nos da base para resolver un tltimo inte-
rrogante: ¢Como establece sus verdades la geometria general? Los
conocedores de Leibniz se inclinaran a sobreentender que la verdad
en geometria en general se caracteriza sélo por la ausencia de con-
tradiccién. Pero ¢podemos atribuir este modo de ver a Kant? La
cuestion es delicada. Por un lado, Kant ha comprendide ya en 1746
que ¢l criterio leibnizianc de la no contradiccidon no basta para
determinar una estructura tan especifica como la del familiar es-
pacio euclidiano: el pasaje que estamos analizando parte de la
comprobacién de que ni siquiera la tridimensionalidad puede es-
tablecerse —como habia intentado Leibniz— recurriendo solamente
a este criterio. Pero ¢se ha percatado Kant ya entonces del grado
de arbitrariedad que el uso exclusivo del criterio leibniziano intro-
duce en las matematicas? Probablemente no. No es inverosimil que
el haberlo barruntado mas tarde, asistido tal vez por su amigo
Lambert, haya contribuido poderosamente a que Kant dejase atras
el pluralismo geométrico de sus veinte afios y procurase dar a la
geometria euclidiana del mundo real un fundamento filoséfico que
certificara su valor cognoscitivo y su unicidad.
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2. CONTRAPARTIDAS INCONGRUENTES

En el articulo «Zendn», nota I, de su famoso Diccionario, Pierre
Bayle expone las consecuencias metafisicas de la divisibilidad infinita
del espacio. Por una parte, si el espacio es infinitamente divisible,
las cosas espaciales también lo son; no existen Atomos, en sentido
estricto. «Pues toda extensién, por pequefia que sea, tiene un lado
izquierdo y un lado derecho, un lado de arriba y un lado de abajo.
Por lo tanto, es una coleccién de cuerpos distintos. Puedo negar
del lado derecho lo que afirmamos del izquierdo. Estos dos lados
no estan en el mismo lugar. Un cuerpo no puede estar en dos luga-
res a la vez y, por lo tanto, toda extension que ocupa varias paries
del espacio contiene varios cuerpos» (Bayle, pag. 360). Por otra
parte, la divisibilidad infinita de las cosas espaciales no es compa-
tible con su existencia real. Bayle arguye profusamente en pro de
esta conclusién. Mas conciso y contundente que los suyos, me pare-
ce el signiente argumento, inspirado en el tratamiento kantiano de
la cuestidn 8. Toda cosa divisible se compone de partes y subsiste
realmente en la medida en que subsisten éstas. La realidad existente
en la cosa no puede verse menoscabada, pues, si se suprimen los
vinculos que unen a las partes que la forman. Pero si la cosa com-
puesta es infinitamente divisible, cada una de sus partes también
lo es. Al suprimirse todos los vinculos que unen a éstas para formar
a aquélla, se disipan las partes mismas y no resta nada subsistente
que pudiera sefialarse como base de la subsistencia de la cosa. Si
hay tanta realidad en la cosa compuesta como gueda en pie al su.
primirse los vinculos de composicidén, fuerza es concluir que una
cosa infinitamente divisible no tiene ninguna realidad.

La tesis de la irrealidad del espacio y de las cosas espaciales,
que Bayle atribuye a Zenén de Elea, puede eludirse, por cierto,
rechazando la divisibilidad infinita del espacio real, en que existimos
nosotros y los cuerpos que nos rodean. Varios autores del siglo xvitr

3 Ak, T, 105-108; KrV, A 434/B 462.

IX.—2
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se valen de esta salida® Kant la rehuyd sicmpre. La geometria clé-
sica supone la divisibilidad infinita del espacio en que recorta sus
figuras *, La fisica de Galileo y Newton supone que los cuerpos que
ella estudia y el espacio en que se mueven obedecen a las leyes de
la geometria clasica. Negar la divisibilidad infinita del espacio real
equivale pues a negar que la fisica de Galileo y Newton hable de
los cuerpos reales. Como es sabido, antes que admitir esta restric-
cion del valor cognoscitivo de la ciencia matemdtica de la natura-
leza, Kant preferird sostener que los cuerpos que de ordinario llama-
mos reales no poseen ese género de subsistencia independiente que
es requisito de la realidad metafisica. Pero antes de elaborar la
doctrina que liamard de la idealidad trascendental del espacio y
los cuerpos, ensayara upa solucion diferente de las dificultades de
la divisibilidad infinita.

Ella aparece expuesta en la Monadologia Physica, la disertacién
latina que Kant presenté en 1756 a la Facultad de Filosoffa de
Konigsberg como «una primera muestra del empleo de la meta-
fisica unida a la geometria en la filosofia natural» (Ak., I, 473). Se
sostiene alli, por un lado, que los cuerpos se componen de sustan-
cias simples o ménadas, ¥ por otro, que el espacio que los cuerpos
llenan es infinitamente divisible y por lo tanto no consta de partes
simples. ¢Cémo se concilia esta doble afirmacién con el argumento
que hemos trascrito de Bayle? Kant sostiene que, aunque las mé-
nadas ocupan espacio, no son extensas, y por lo tanto pueden muy
bien ser simples e indivisibles no obstante la divisibilidad del es-
pacio que ocupa cada una. La ménada no ocupa el espacio en que
estd presente llenandolo con una pluralidad de partes sustanciales
suyas —como presuponia Bayle-~ sino con la actividad mediante
la cual impide el acercamiento de otras monadas presentes en los
espacios vecinos.

Si una modnada, como sostenemos, llena un espacio deter-
minado, éste puede ser representade por cualguier otro es-

9 Véase, por ejemplo, Crusius (1753), pags, 188-202. Sobre esta materia puede
consultarse con provecho a Tonelli (1959), pdgs. 177-185,

10 Kant ofrece una demostracién geoméirica de la divisibilidad infinita del
espacic en su obra juvenil Monadologia Physica (Ak., 1, 478). Esa demostracién
aparece resumida en espafiol en Torretti (1967), pags. 103-108.
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pacio finito. Represente pues el pequefio circulo ABCD al
pequefio espacio que la mdnada ocupa con su actividad;
sea BD el diametro de la esfera de esta actividad, es decir,
la distancia a la que impide que otras mdnadas, presentes
a ella en B y D, se sigan acercando mutuamente, Cuidémos-
nos de aseverar, empero, que este es el didmetro de la mé-
nada misma, pues ello seria absurdo. Pues como el espacio
se resuelve en puras relaciones externas, lo que es interno
a la sustancia, esto es, la sustancia misma, sujeto de las
determinaciones externas, no estd en rigor determinado por
el espacio, sino sélo aquellas determinaciones suyas que se
refieren a lo externo pueden licitamente buscarse en el es-
pacio. Pero, dices, en este pequefio espacio esta la sustancia,
presente en todo Iugar dentro de él, de suerte que al divi-
dirse el espacio se divide la sustancia. Respondo: ese espa-
cio es el ambito de la presencia exterma de este elemento.
Quien divide el espacio divide pues la magnitud extensa de
su presencia. Pero ademas de la presencia externa, esto es,
de las determinaciones relativas de la sustancia, hay otras
internas, y si éstas no existieran, aquéllas no tendrian un
sujeto en el cual inherir. Pero las determinaciones internas
no estdn en el espacio, justamente porque son internas. No
las divide, pues, la divisién de las determinaciones externas,
y por lo tanto el sujeto mismo, esto es, la sustancia, tam-
poco resulta dividido (Ak., I, 481; cursiva mia).

La solucién kantiana depende, pues, esencialmente de dos su-
puestos: la concepcién de los cuerpos como compuestos de sus-
tancias simples que son centros inextensos de fuerzas que se ex-
tienden y la concepcidn del espacio mismo como un puro sistema
de relaciones abstraidas de la interaccién de esas fuerzas. En un
ensayo de 1762, Kant menciona atin esta solucién suya del pro-
blema de la divisibilidad infinita del espacio como un «ejemplo del
tnico método seguro de la metalisica» (Ak., II, 286). Pero dos afios

11 «Investigacién sobre la nitidez de los principios de la teologia natural y
de la moral». Una version espafiola mia de este ensayo aparecerda en Didlogos,
niam. 27 (1974).
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més tarde, en Suefios de un visionario, manifiesta ciertas reservas
motivadas por la dificultad de incorporar a esta doctrina una solu-
cién aceptabie de los problemas que suscita la interaccién de alma
¥ cuerpo’?. No podemos determinar en gqué medida estas dudas
han motivado las indagaciones que conducen a Kant a un descubri-
miento que, a sus ojos, refuta definitivamente la concepcién rela-
cionista del espacio, quebrando asi una de las bases en que des-
cansaba st solucién del problema de la divisibilidad.

Kant publica este descubrimiento en 1768 en un breve articulo
en un semanario de Konigsberg®®. Concierne a las consecuencias
ontoidgicas de un hecho geométrico familiar: existen cuerpos tales
que, si los consideramos por separado, atendiendo a las relaciones
espaciales entre sus partes respectivas, nos aparecen como geomé-
tricamente indiscernibles, y que, sin embargo, no son congruentes,
pues uno de ellos no puede hacerse caber dentro de la regidn del
espacio que ha llenado el otro. Ejempios aproximados son el pie
izquierdo y el pie derecho de una persona, o, mejor, un zapato
izquierdo y el zapato derecho correspondiente. Para determinar un
ejemplo exacto recurrimos a una construccién sencilla. Sea K un
cuerpo cualquiera, [T un plano cualquiera. De cada punto p de
Kibajamos la perpendicular a 1. Sea ¢ el punto en que esa
perpendicular llega a [1. Si prolongamos esa perpendicular al otro
lado de [1 podemos marcar en ella un punto p, tal que el segmento
pq es igual al segmento gp’. Llamamos a p’ la imagen de p, abrevia-
do i(p). La correspondencia que asigna a cada punto p de K su
respectiva imagen i{p) se llama reflexién de K respecto al plano [1.
En virtud de ella, correspende a K un cuerpo i(K), que llamaremos
una contrapartida de K. En virtud de nuestro modo de construirla,
es claro que no se hallard una diferencia entre K e i(K) si se atiende
exclusivamente a las relaciones espaciales entre sus partes respec-
tivas. Sin embargo, por regla general, K e i{(K) no son congruentes;
K no puede ocupar un espacio que ha ocupado i(K). Kant dice, en

12 Ak, II, 321-325; cf. carta a M. Mendelsohn del 8 de abril de 1766 (Ak.,
X, 71). Me refiero a este tema en Torretti (1967), pags. 113-115.

13 «Sgbre el fundamento primero de la diferencia entre las regiones del
espacio» {Ak., II, 377-383). He publicado una versién espaficla de este ensayo
en Didlogos, nim. 22 (1972), pags. 139-146. Analizo su contenido y critico a dos
de sus criticos (Couturat y Reidemeister), en Torretti (1967), pégs. 119-131.



LA GEOMETRIA EN EL PENSAMIENTO DE KANT 21

tal caso, que K e i(K) son contrapartidas incongruentes (inkongruen-
te Gegenstiicke)Y, En el mundo en que vivimos existen sin duda
contrapartidas incongruentes. Tal es el hecho geométrico familiar
del que Kant cree poder inferir importantes consecuencias onto-
[6gicas. La imposibilidad de que K ocupe el espacio que puede
ocupar su contrapartida i(K) es una caracteristica espacial de K.
Esta caracteristica no depende, empero, de las relaciones mutuas
de sus partes, pues en este aspecto K no se distingue de i(K). Pero
si el espacio no fuese mas que un puro sistema de relaciones abs-
traido de la interaccién entre las cosas de las que se dice que lo
ocupan, K no podria exhibir una caracteristica espacial indepen-
diente de las relaciones entre las partes de que consta. L.a existencia
de cuerpos incongruentes con sus respectivas contrapartidas de-
muestra, pues, segiin Kant, que la concepcién relacionalista del
espacio es falsa, y que el espacio es una entidad sui generis, que
condiciona el modo mismo de ser de los cuerpos que hay en €1, los
cuales, por lo tanto, no pueden concebirse simplemente como com-
puestos de sustancias inextensas, conforme a la doctrina de Ia Mo-
nadologia physica. El derrumbe de esta doctrina hace necesario
buscar otra solucién al problema de la divisibilidad infinita del es-
pacio. Kant, como se sabe, establece las bases de su teoria de la
idealidad trascendental del espacio y los cuerpos en el curso de los
dos afios siguientes, publicindolas en 1770, en la célebre disertacién
latina Sobre la forma y los principios del mundo sensible y el mundo
inteligible,

La doctrina kantiana de las contrapartidas incongruentes ha sido
estudiada por numerosos autores, que generalmente la rechazan,
con diversos grados de desdén?!®. Estimo, con todo, que sélo re-
cientemente han aparecido estudios que, sin aceptar las conclusio-
nes que Kant deriva de la incongruencia de las contrapartidas, saben
al menos apreciar rectamente el verdadero significado y la impor-
tancia de su andlisis. Me refiero a los ensayos de Earman (1971) y

4 Digo que K e i(K) son incongruentes, por regla general. La excepcidon
se produce si hay un plano que divide a K en dos partes, cada una de las
cuales es el producto de la reflexidén de la otra con respecto a ese plano.

I3 Véase Couturat (1904), Mayo (1954), Reidemeister (1957), Lange (1958-59),
Pears (1952), Remnant (1963), Bennett (1970). Después de redactado este trabajo
han llegado a mis manos los articulos de Block {1974} y Sklar (1974).
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Nerlich (1973). Seria impertinente resumir aqui estos trabajos facil-
mente accesibles. Me limitaré a comentar una idea importante apor-
tada por Nerlich. Para entenderla, debemos hacer explicito un dis
tingo, implicito en la exposicién precedente. Cada cuerpo K puede
tener infinitas contrapartidas, pero si es incongruente con una es
incongruente con todas. Cabe distinguir pues entre la relacidén que
K tiene en tal caso con cada contrapartida y la propiedad en virtud
de la cual tieme con cada una precisamente esa relacidon. Digamos
con Nerlich que un cuerpo K es enantfiomorfo si es incongruente
con cualquiera de sus contrapartidas . La argumentacién kantiana
puede entonces resumirse asi:

1. Hay cuerpos enantiomorfos.

2. La enantiomorfia es un cardcter constitutivo del cuer-
po enantiomorfo,

3. La enantiomorfia depende de la relacién del cuerpo
enantiomorfo con el espacio en el cual esta.

4. El espacio es un ente sui generis y No una mera ex-
presion de las relaciones entre las cosas que estdn en él
(abreviadamente: el espacio no depende ontolégicamente de
las cosas espaciales).

5. El espacio condiciona el modo mismo de ser de los
cuerpos (abreviadamente: los cuerpos dependen ontolégica-
mente del espacio).

La conclusién 4 se desprende, segiin Kant, de las premisas 1 y 3;
la conclusién 5 depende ademads de la premisa 2; Kant sostiene las
tres premisas y por ende las dos conclusiones, Nerlich defiende la
conclusién 4 pero sacrifica la conclusién 5, pues, como veremos en
seguida, para demostrar 3 (y deducir 4), tiene que socavar la pre-
misa 2. Para el pensamiento maduro de Kant, empero, €l resultado
mdis importante es justamente el aserto 3, la pieza decisiva del idea-
lismo trascendental, El razonamiento de Nerlich resulta intuitiva-

16 Si leemos Px come «x es enantiomorfo», Qx¥ como «x es la contraparti-
da de y» v Rxy como «x es incongruente con y» la propiedad P puede carac-
terizarse asf:

(x) (Px o () (Qyx— Ryx))
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mente mds obvio si en vez de hablar de cuerpos consideramos
figuras planas. La contrapartida de una figura plana F se define
mediante una construccidn igual a la presentada arriba; pero exigi-
mos que el plano [] sea perpendicular al plano de F (esto equivale
a efectuar una reflexion en el plano de F respecto de una recta en
ese plano). Decimos que F es incongruente con su contrapartida
i(F) si no se la puede trasportar dentro de la superficie en que esta
hasta llevarla a ocupar la misma posicién que ha ocupado #(F)7.
Consideremos las figuras D y . Segin nuestras definiciones, son
contrapartidas incongruentes. Por lo tanto, S es enantiomorfa. ;Di-
remos que esta propiedad es un caricter constitutivo suyo? Una ob-
servacion muy simple se opone a esta conclusidn. Si trazamos la
S sobre una cinta de Moebius 8, podemos trasportarla, sin salir de
la cinta, hasta llevarla a la posiciéon ocupada por d. Consideraciones
analogas se aplican a los cuerpos. Sélo hay enantiomorfos en un
espacio orientable. Si K es un cuerpo enantiomorfo en un espacio
de esta indole, hay una region finita R que contiene a K. R puede
siempre concebirse como una regién orientable de un espacio no
orientable ®. 8i R se concibe asi, K no es enantiomorfo. Normal-
mente, pues, solo podemos decidir si un cuerpo K es o no enantio-
morfo si conocemos la naturaleza global del espacio en que esta.
Nerlich concluye, razonablemente, que la enantiomorfia de un cuer-
po depende de su relacién con el espacio total, lo que basta para
establecer que el espacio es ontolégicamente independiente de los
cuerpos ?, Pero el razonamiento de Nerlich supone, como se ha visto,

17 Obviamente, siempre es posible llevar a F a la posicidn de i(F), sacando
a F de su plano y dandola vuelta. Otro tanto podriamos hacer con las contra-
partidas incongruentes del espacio tridimensional si dispusiéramos de una cuarta
dimensién,

1B Véase la nota 3.

19 Los espacios no orientables de tres dimensiones no pueden, claro esta,
representarse pldsticamente como la cinta de Moebius. Pero ast como ésta se
obtuvo identificando, en un orden apropiado, dos lados opuestos de un rec-
tingulo, se pueden construir espacios tridimensionales no orientables identi-
ficando, seglin una norma apropiada, pares de caras de un poliedro. Véase
Secifert v Threlfall (1934), pags. 206 v sigs.

X Adviértase que esta conclusién coincide con el aserto 4, que atribufamos
a Kant. Las cosas espaciales de que éste habla no son sélo los cuerpos, sino
también sus partes, que Kant en su juventud concebia en dltimo términe como
ménadas inextensas. Bl razonamiento de Nerlich nos lleva a concluir tinica-
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que no se puede establecer la enantiomorfia de un cuerpo con sélo
examinar al cuerpo mismo, o a la regién del espacio que lo rodea.
La enantiomorfia no puede proclamarse sin mds, como un cardcter
constitutivoe del cuerpo enantiamorfo (premisa 2). Lo serd, por cier
to, si los cuerpos dependen ontolégicamente del espacio total en
que se encuentran. Pero este aserto (numero 53), que en la argumen-
tacidn de Kant debia inferirse de la premisa 2, pasa a ser entonces
un antecedente en el cual ésta se puede apoyar. El razonamiento de
Nerlich funda, pues, en el fenémeno de la enantiomorffa una tesis
de corte newtoniano sobre la independencia ontoldgica del espacio,
pero no nos permite apelar a ese fendmeno para probar la tesis
especificamente kantiana, de la dependencia cntolégica de los cuer-
pos con respecto al espacio. Esta, si vale, tendra que establecerse
por otro camino. Kant, por cierto, no lo ha visto asi. Ignorando el
distingo entre espacios orientables ¥ no orientables, no ha conocido
el respaldo que ese distingo aporta a su propia argumentacion, pero
tampoco ha visto las limijtaciones que impone al alcance de ésta.

3. TN ESQUEMA QUE SURGE DE LA NATURALEZA DE LA MENTE

Si el espacio no depende de las cosas espaciales, es una entidad
peculiarisima, pues no es propiedad ni relacién, pero tampoco cabe
llamarle sustancia. El marco de la ontologia tradicional resulta
estrecho para encuadrarlo. En la ya mencionada disertacion de 1770,
Kant propone una respuesta conjunta a la doble cuestidn de la
naturaleza del espacio y la del tiempo. Esta respuesta reaparece
casi inalterada en la primera edicién de la Critica de la razdn pura
(1781) y sirve de base a lo que normalmente llamariamos la filosofia
de la geometria de Kant. Sus lineas generales son bastante conoci-

mente que el espacio no depende de los cuerpos, esto es, de las cosas extensas
que hay en él. Pero no se opone, por €jemplo, 2 una nueva monadologia que
cimiente 1a indole del espacio en la interaccién de moénadas inextensas, pero
haga depender del espacio mismo, globalmente considerado, algunas de las
caracteristicas de los cuerpos en que se agrupan y reparten las esferas de in-
fluencia de esas moénadas.
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das. El hombre sélo puede conocer una realidad existente en virtud
de modificaciones que padece en su propio estado. La conciencia
de una de estas modificaciones, en cuanto se refiere exclusivamente
al sujeto que la padece, se llama sensacién; en cuanto se refiere,
sin intermediarios, al objeto mismo que la modificacion hace pre-
sente, se llama intuicién empirica?. El objeto de una intuicién em-
pirica se llama fendmeno 2. Aquello que en el fenémeno corresponde
a la sensacion se lama la muateria del fenémeno. Esta materia, que
varia con el contenido de las sensaciones que hacen presente al
fenémeno, se distingue de la forma del fendmeno que es universal
¢ invariable. Kant ofrece por lo menos tres caracterizaciones gene-
rales de la forma. En la disertacidén de 1770 escribe que en la re-
presentacién de los sentidos, ademas de la materia (que aqui sim-
plemente se equipara a la sensacidon), hay algo «que se puede lamar
forma, a saber, la figura de lo sensible, que se exhibe, en cuanto lo
multiple que afecta los sentidos es coordinado conforme a una cierta
ley natural de la mente» (Ak, II, 392). Esta forma, prosigue Kant,
«atestigua una cierta relacién o respecto de lo maltiple sentido
[sensorum], pero no es en verdad propiamente una silueta o esque-
ma del objeto, sino dnicamente una cierta ley insita en la mente,
para coordinar lo multiple sentido que nace de la presencia del
objeto (non uisi lex quaedam menti insita, sensa ab obiecti praesen-
tia orta sitbimet coordinandi)» (Ak., II, 393). En la primera edicidn
de la Critica de la razén pura (1781} la forma del fendmeno se carac-
teriza como aquello que «hace que lo muiltiple del fendémeno se
intuya ordenado en ciertas relaciones» (A 20). En la segunda edicién
{1787) este pasaje aparece corregido: forma del fenémeno se llama
aquello que «hace que Jo multiple del fendmeno pueda ser ordena-

2l la infuicién segin Kant es conocimiento (esto es, representacién cons-
ciente referida a un objeto) inmediato de un objeto individual, se contrasta
con ¢l concepto, que representa su objeto a través de la mediacidn de caracte-
risticas generales, que el objeto comparte con otros. Véase, por ejemplo, KrV,
A 320/B 376.

2 Véase KrV, A 320/B 376; A 20/B 34. Kant distingue en la Critica entre el
objeto de una intuicidén empirica no determinado conceptualmente, al cual
llama Erscheinung (KrV, A 20/B 34) y el mismo, en cuanto ha sido concebido
como objeto conforme a la unidad de las categorias, al cual llama phaenonte-
non (KrV, A 24B). El distingo es dificil de expresar en espafiol v no tiene
importancia en el presente contexto.
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do en ciertas relaciones» (B 34) 2, El texto de 1781 puede entenderse
como una expresién abreviada de las ideas de 1770. El texto de 1787
empero dice claramentie otra cosa: Ja forma del fendmeno aqui
hace posible ordenar de cierta manera la multiplicidad fenoménica,
pero no es ella misma un principic de orden, una ley o patrdén de
ordenacién o coordinacién. Veremos en la préxima seccién que este
cambio nada insignificante en el concepto kantiano de una forma
de los fendmenos era indispensable para ajustarlo a la doctrina cri-
tica del entendimiento, presentada ya en 1781, pero aclarada y pre-
cisada en 1787. En la seccidén presente consideraremos la filosofia de
la geometria que Kant asocia a su versidén original del concepto de
una forma de los fenémenos, segin aparece expuesta en la diserta-
cién de 1770 y en aquellos pasajes de la obra posterior notoriamente
inspirados en ella, Como es sabido, Kant sostiene siempre, desde
1770, que hay dos formas de los fenémenos, ef tiempo, ¢ forma de
los fendmenos del sentide interno?, y el espacio o forma de los
fenémenos del sentido externo. En el presente estudio, nos interesa
sélo este dltimo.

No viene al caso repetir aqui los argumentos en virtud de los
cuales Kant concluye que eso que ordinariamente llamamos espacio
satisface los criterios de su nocién de una forma de los fenémenos .
Debemos subrayar, en cambio, un distingo importante. La forma de
los fenémenos u objetos de la intuicién empirica se llama comin-
mente en la obra kantiana forma de la intuicion. Este modo de
expresarse €s razonable, pues dicha forma po depende de las carac-
teristicas individuales de los fendmenos, segin se manifiestan en
la peculiaridad de las sensaciones que los hacen presentes, sino que
constituye un aspecto universal e invariable de nuestra representa-

2 El texto alemin dice en 1781: «dasjenige aber welches macht, dass das
Mannigfaltige der Erscheinung, in gewissen Verhiltnissen geordnet, angeschaut
wird, nenne ich die Form der Erscheinung». En 1787 dice: «dasjenige aber
welches macht, dass das Mannigfaltice der Erscheinung in gewissen Verhilinis-
sen geordnet werden kann nenne ich die Form der Erscheinung».

2 La forma de los fenémenos del sentido interno es a la vez forma umi-
versal de los fendmenos, segiin Kant «por cuante todas las representaciones,
tengan ¢ no como objeto a entes externos, en si mismas, como determinacio-
nes de la mente, pertenecen al estado interno» (KrV, A 34/B 50). He examinado
criticamente esta doctrina en Torretti (1967), pags. 209-214.

B Véase Ak, 11, 402406, KrV, A 22:30/B 3745,
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cién de los fendmenos, de nuestro conocimiento sensible o intuicién
empirica de ellos. El espacio es, segiin esto, una forma de la in-
tuicién externa o conocimiento sensible de objetos fuera de mi®.
Ahora bien, segin Kant, el espacio o forma de la intuicidon externa,
es tema ¢l mismo de una infuicidn formal (otro tanto cabe decir
del tiempo). Es importante que la similitud verbal de estas carac-
terizaciones no nos haga perder de vista su diferencia conceptual.
No hay nada en la nocién de una forma del fenémeno, en ninguna
de las tres versiones arriba ofrecidas, que imponga la conclusidn
de que esa forma se conoce por si misma, separada del fendmeno,
ni la de que su conocimiento es una intuicién. En particular, la
version de 1770, que caracteriza a la forma del fendmeno como una
ley ordenadora, sugeriria mas bien que su conocimiento, si lo hay,
es de indole conceptual ¥. Kant aduce el factum de la ciencia geo-
métrica para probar que poseemos un conocimiento del espacio y
gue este conocimiento es intuitivo. Utiliza esta prueba para corro-
borar su tesis de que el espacio es una forma de la intuicién. Exa-
minemos esto con mdas detenimiento.

La geometria es un conocimiento de configuraciones espaciales,
independiente de la materialidad de los fenédmenos que las exhiban.
Prescindiendo de toda informacién particular que puedan suminis-
trar las sensaciones, la geometria determina propiedades y relacio-
nes de tales configuraciones espaciales, que necesariamente posee
todo objeto que revista la configuracion respectiva. El conocimiento
geométrico bien puede considerarse, pues, como un conocimiento
del espacio. Tal conocimiento es formal, pues no depende de lo que
Kant llama la materia del fenémeno. Pero ces licito sostener que es
intuitivo? Kant funda este aserto en tres consideraciones: en primer
lugar, la verdad de Ias proposiciones geométricas no se puede ci-
mentar en un analisis de los conceptos que figuran en ellas; en

% Externo {(dusserlich) o fuera de mi (ausser mich) es seginm Kant una
expresién ambigua; puede significar ya sea «lo que existe separado de nosoctros
como cosa en si», ya sea «lo que meramente pertenece al femdmeno externos,
esto es, al que es representado en el espacio (KrV, A 373). Cuando se dice
que el espacio es la forma de la intuicién externa, se usa la expresién en este
ultimo sentido (cf. KrV, A 23/B 38, bajo €l ntimero 1 de la «exposicién meta-
fisica» del espacio). La calificacién del espacic como forma de la intuicién
externa no tene pues valor informativo alguno.

7 El distingo kantiano entre intuicién y concepto se explicé en la nota 21.
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segundo lugar, hay conocimientos geométricos que no se pueden
ni siquiera describir mediante conceptos; por tltimo, la demostra-
cién geométrica procede apoyada a cada paso en la intuicién ?. En
la seccion 5 nos referimos a este ultimo punto. Examinemos ahora
a los dos primeros.

Kant sostiene en la disertacién de 1770 que «ninguna agudeza
mental es capaz de describir discursivamente, esto es, de reducir
a caracteristicas intelectualess la diferencia entre contrapartidas in-
congruentes; sélo mediante «una cierta intuicién pura» puede ad-
vertirse la diversidad o incongruencia entre ellas, en virtud de la
cual, como velamos arriba, los cuerpos que estin en esta relacién
no pueden caber en un mismo lugar, a pesar de que son indiscer-
nibles en «todo lo que es dable expresar por caracteres inteligibles
a la mente a través del lenguaje» ?, La misma idea reaparece en el
§ 13 de los Prolegémenos. «La diferencia entre cosas semejantes e
iguales pero incongruentes (por ejemplo, caracoles cuyas espirales
se desenvuelven en sentidos opuestos) no puede hacerse compren-
sible mediante ningan concepto, sino sélo a través de la relacién
con la mano derecha y la izquierda, que nos remite inmediatamente
a la intuicién» (Ak., IV, 286). Este es el tnico ejemplo propuesto
por Kant de un conocimiento geométrico que no es posible expresar
discursivamente, empleando términos generales. Este uso de las
contrapartidas incongruentes —el tnico que se les da en el maés
difundido de los escritos teéricos de Kant, los Prolegdmenos— ayuda
a explicar la postura desdefiosa de algunos autores hacia la teorfa
kantiana de las contrapartidas. No es verdad que la geometria no
disponga de recursos conceptuales para describir la diferencia entre

2 Las tres consideraciones aparecen claramente presentadas en el parrafo C
del § 15 de la disertacién de 1770, dedicado a establecer que la representacién
del espacio es una «intuicién pura» (Ak., II, 402-403).

2 «Quae jaceant in spatic dato unam plagam versus, quae in oppositam
vergant, discursive describi, scilicet ad notas intellectuales revocari nulla mentis
acie possunt, ideoque, cum in solidis perfecte similibus atque aequalibus, sed
discongruentibus, cuius generis sunt manus sinistra et dextra (quatenus solus
secundum extensionem concipiuntur) aut triangula sphaerica e duobus hemis-
phaeriis oppositis, sit diversitas, per quam impossibile est, ut termini extensio-
nis coincidant, quanquam per omnia, quae notis, menti per sermocnem intelli-
gibilibus, efferre licet, sibi substitui possint, patet: hic non nisi quadam in-
tuitione pura diversitatem, nempe discongruentiam, notari posses {Ak., II, 403).
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las contrapartidas, Arriba explicamos el concepto de contrapartida
mediante una construccién que asignaba en forma exclusiva a cada
punto de un cuerpe un punto del espacio fuera de él. Esta asigna-
cién puede entenderse como la restriccién al cuerpo considerado
de lo que se llama una transformacién del espacio en si mismo, esto
es, una correspondencia que asigna, en forma exclusiva, a cada
punto m del espacio, un punto imagen m’ (que puede ser idéntico
a m o diverso de él). Consideremos la familia de transformaciones
que asignan a cada figura espacial una contrapartida suya. Obvia-
mente, estas transformaciones preservan las distancias; vale decir,
si m" y n* son las imagenes de dos puntos cualesquiera m y n, la
distancia entre m’ y n’ serd igual a la distancia entre m y n Pero
no todas las transformaciones que preservan las distancias —llamé-
moslas isometrias— asignan a cada figura espacial una contrapar-
tida suya (piénsese, por ejemplo, en una rotacién de todo el espacio
alrededor de una recta fija). Distinguimos dos clases de isometrias:
las isometrias de la primera clase transformap a cada figura espa-
cial en una figura congruente con ella; las de la segunda clase
transforman a cada figura espacial en una contrapartida suya, gque,
como sabemos, por regla pgeneral serda incongruente con ella. Es
claro que para expresar discursiva o conceptualmente la diferencia
entre un cuerpo y sus contrapartidas basta describir conceptual-
mente la diferencia entre las isometrias de la primera y de la se-
gunda clase. Esto puede hacerse como sigue. Dados tres planos
mutuamente perpendiculares, cada puntio del espacio puede ser iden-
tificado indicando sus distancias a estos tres planos. Los valores
namericos de esas distancias se llaman las coordenadas del punto
(relativamente al sistema de referencia definido por los tres planos
v a la unidad de distancia elegida). Para caracterizar una transfor-
macién del espacio que asigna a cada punto m una imagen " basta
expresar las coordenadas de m’ como funciones de las coordenadas
de m. Si la transformacién es una isometria, las coordenadas de m’
son funciones lineales de las coordenadas de m (pues una isometria,
obviamente, transforma rectas en rectas), cuyos coeficientes satis-
facen cierto requisito. Sean (x, x; x3) las coordenadas de m, (x,
x'y, x'3) las de mw’. Entonces una isometria (del espacio euclidiano)
queda caracterizada por el siguiente sistema de ecuaciones
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3 .
=k + x ajj X3 (i=1, 2, 3)
i=1

sujeto a la condicién de que la matriz de los coeficientes ay sea orto-
gonal, esto es, que el producto de esta matriz por su traspuesta sea
igual a la matriz unidad. Como el determinante de la matriz unidad
es 1, el determinante del producto de dos matrices es igual al pro-
ducto de los determinantes de €stas, y el determinante de una matriz
es igual al de su traspuesta, es obvio que el determinante de la
matriz de los ¢; es igual a 1 o a -1. 8i es igual a 1, la isometria
cs de la primera clase; si es igual a -1 la isometria es de la segunda
clase ®, La diferencia entre un cuerpo y sus contrapartidas se puede
concebir pues en términos de la diferencia entre ntimeros positivos
y negativos. 8i bien los nimeros de que hablamos aqui son numeros
reales, para concebir la diferencia indicada hasia remitirse a la
teorfa mds simple de los mimeros enteros. Estos se conciben como
pares ordenados de nimeros naturales’. Se dird que la nocién de
orden supone, si no una intuicién del espacio, en todo caso una
intuicién del tiempo. Sin pretender negar el posible origen psico-
légico de la nocién de orden en la experiencia vivida de la sucesidn
temporal, quisiéramos recordar empero que el concepto de par
ordenado puede definirse sin apelar a la nocidén de orden. Puede
estipularse que el par ordenado (@, b} no es otra cosa que el con-

30 El lector matematico excusard la latitud, el lector filosdfico el tono
dogmitico de estas explicaciones. Me interesaba dejar en claro a este dltimo
que la diferencia entre las contrapartidas incongruenies puede describirse sin
apelar a una supuesta intuicién del espacio, Para no alargarme demasiado he
recurrido al final a conceptos que algunos hallardn esotéricos. Una matriz es
una familia de familias de ntmeros. Si es finita (como en nuestro caso en
que los indices i, j toman los valores 1, 2 y 3) cada familia puede desplegarse
como una columna de mimeros; la familia de familias como una secuencia de
columnas, esto es, como un tablero rectangular. Exigir que la matriz [a;;] sea
ortogonal equivale a postular las ecuaciones siguientes:

1 (an) + (ay? + (ay)? (822 + (a3)? + (a;p)2 = (agk + (ay)? + {(auk
0 = apay, + ayip + aydy = apd;y + apap+ dpfy = dpdy) + Gpdy + dyufy

¥

La traspuesta de una matriz es la matriz obtenida invirtiendo los indices. EI
concepto de determinante de una matriz se halla explicado en cualquier texto
de algebra. Para nuestros propésitos basia entender que se trata de un
nimere asociade a la matriz, conforme a una regla.

31 Asi concebidos, los enteros que llamamos 1 y —1 son los pares de natu-
rales (1, 0) v (0, 1).
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junto {{a}, {a, b}}, obviamente distinto de (b, a) = {{b}, {a, b}} 3%
Hemos bosquejado una manera de expresar conceptualmente la di-
ferencia entre un cuerpo y sus contrapartidas, apelando a nociones
que, aunque son relativamente sencillas, no eran familiares en tiem-
pos de Kant. Pero podriamos llevar nuestra critica ain mas lejos:
mientras la geometria no dispone de recursos conceptuales para
expresar esa diferencia, tiene simplemente que ignorarla. Asi, Eu-
clides entiende que dos tridngulos en que son respectivamente igua-
les dos lados y el angulo comprendido entre ellos son geométrica-
mente equivalentes, sin pararse a distinguir si el mayor de los lados
iguales precede ¢ sigue al menor cuando el dngulo entre ambos se
describe, digamos, en el sentido en que marchan las manecillas de
un reloj (Elementos, libro I, prop. 4). La ciencia geométrica no
puede interesarse sino en lo que puede concebir; las diferencias
inconcebibles le son lisa y llanamente indiferentes.

Si bien no podemos aceptar la tesis kantiana de que poseemos
conocimientos geométricos inaccesibles a nuestra facultad intelec-
tual, no cabe sino aplaudir su clara y reiterada aseveracion de que
las verdades de la geometria no pueden establecerse por mero ana-
lisis de los conceptos geométricos. Esta es la tesis que en la Critica
v los Prolegdmenos expresa diciendo que las verdades de la geome-
tria son (en buena parte) proposiciones sintéticas, esto es, proposi-
ciones cuyo contenido informativo rebasa el de los conceptos com-
binados en ellos ¥. Aunque casi todas las proposiciones geométricas

32 Escribimos {a, b} para indicar el conjunto cuyos elementos son a y b.
El orden es indiferente: {a, b} = (b, a}.

3 En la disertacién de 1770 Kant aduce tres ejemplos para ilustrar esta
tesis: «en el espacio no hay mis que tres dimensiones; entre dos puntos no
hay sino una recta Unica; desde un punto dado sobre una superficic plana
se puede describir un circulo con un radio dado» (Ak., II, 402). Vimos en la
seccion 1 que Kant habia reconocido el caracter sintético del primer ejemplo
en su escrito primerizo de 1746. Este y el segundo reaparecen en KrV, A 239/
B 299 y B 41. El tercer ejemplo no vuelve a aparecer aunque es el dnico gue
trascribe literalmente un postulado de Euclides (el postulade 3). En la Critica
hallamos ejemples nuevos: la recta es la linea mas corta entre dos puntos
(B 16; también en Ak, IV, 269), tres puntos yacen siempre en un plano (A 732/
B 761), la suma de dos lados de un tridngulo es siempre mayor que el tercero
(A 25/B 39). Un cuarto ejemplo equivale al segundo de la disertacién: dos
rectas no pueden encerrar un espacio (B 65; A 220/B 268). Curiosamente, Kant
cita a ambos, uno tras otro, como si expresasen verdades diferentes, en A 163/
B 24.
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puedan demostrarse deduciéndolas de otras conforme a las leyes
de la ldgica, la deduccién tiene que remitirse en udltimo término a
proposiciones indemostrables. Estas, segin Kant, incluyen necesa-
riamente no sélo definiciones, que fijan el sentido de los términos,
sino asertos de los que cabe preguntarse si son verdaderos o falsos.
La verdad de estos asertos, en la que tiene que apoyarse todo el
edificio deductivo de la geometria, es evidente, segin Kant. No cabe
duda, segun é€l, de que los conceptos que figuran en estos asertos se
combinan necesariamente como los asertos expresan. Pero esta ne-
cesidad no puede conocerse con soélo atender a los conceptos mis-
mos. Para fundaria hay que recurrir a una fuente de conocimiento
extraconceptual. Esta no puede ser sino una clase de intuicidn, dis-
tinta de la intuicién empirica, pues es capaz de fundar verdades
necesarias ¥, Tal es, segon Kant la intuicion formal del espacio.

La negacion de un aserto sintético no puede envolver una contra-
diccion. La tesis kantiana sobre el caricter sintético de las verdades
de la geometria implica, pues, que es posible edificar un sistema
deductivo coherente adoptando como premisas indemostrables algu-
nos de los asertos basicos de la geometria ordinaria y la negacién
de los restantes. Distintas combinaciones de premisas indemostra-
bles generarian distintos tipos de¢ geometria. Sabemos que Kant ha-
bia comprendido esta posibilidad desde el mismo momento en que
reconocié que la tridimensionalidad del espacio no puede demostrar-
se, como habia pretendido Leibniz, por analisis de conceptfos y que,
por ende, la geometria contiene verdades sintéticas 3. Sin embargo,
en las obras de su madurez la ignora por completo y nunca vuelve
a hablar de una «geometria supremar gue reuna una pluralidad de
geometrias. Sélo en un paréntesis del § 15 D del escrito de 1770
cnuncia brevemente la razén de este cambio radical de postura. Da
alli por supuesto que la cilencia fundada en nuestra intuicion del
espacic no es otra que la geometria clasica, y comenta:

Quien se esfuerce en idear mentalmente cualesquiera
otras relaciones que las gue [nuestro concepto de espacio]

M Véase, en especial, €l § 7 de los Prolegémenos (Ak, IV, 281).
35 En 1746, clare estd, Kant no usa esta terminologia.
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prescribe, pierde su labor, pues se ve compelido a utilizar
este concepto mismo en apoyo de su ficcidn %,

¢Qué significan estas palabras? Cabe entender que aluden al
aserto de Kant mencionado arriba (pag. 28), segin el cual la de-
mostracion geométrica tiene que apoyarse a cada paso en la intui-
cién. En la seccién 5 comentaremos diversas interpretaciones de
este aserto. Sefialemos por ahora que en la Critica de ila razén pura
aparece intimamente ascciado a la concepcidén kantiana de la mate-
matica como una ciencia que tiene que «construirs sus conceptos,
0 sea, «exhibir una intuiciéon que les corresponda a priori»*. Es
obvio que si la tnica intuicidn no empirica disponible para la «cons-
truccién» de conceptos geométricos es la intuicion formal del espacio
que segun Kant «prescribe» las relaciones caracteristicas de la geo-
metria euclidiana, toda pretendida geometria alternativa queda fa-
talmente englobada en ella. Esta concepcidn «constructivista» de la
matematica adoptada por Kant debe probablemente bastante a la
influencia de Johann Heinrich Lambert (1728-1777), matematico y
filosofo amigo de Kant, a quien éste saluda, en su carta del 31 de
diciembre de 1765, como «el primer genio de Alemania capaz de
hacer una contribucion importante y duradera al género de inves-
tigaciones» con que Kant mismo se ocupa (Ak., X, 54). Lambert
observd agudamente que Euclides emplea como sinénimos las ex-
presiones «por definicién» y «por hipétesis», pues «mientras la posi-
bilidad del concepto no ha sido demostrada, la definicién es sola-
mente una hipdtesis» ®¥. La posibilidad del concepto se establece
construyéndolo, En los aflos en que Lambert mantiene correspon-

3% Vale la pena atender a los términos precisos del original: «qui relationes
quascunque alias, quam per ipsumn [conceptwn spatii] praecipiuntur, mente
effingere allaboraret, operam luderet, quia hoc ipso conceptu in figmenti sui
subsidium uti coactus esset» (Ak. II, 404 s.). Esta no es, dicho sea de paso,
ni la primera ni la 0ltima vez que Kant llama conceplo a nuestra representa-
cion del espacio a pocas lineas de aseverar que ella es intuitiva ¥ no intelectual.

” KV, A 713/B 741. En una nota del escrito conira Eberhard dice Kant:
«In allgemeiner Bedeutung kann alle Darstellung eines Begriffs durch die
(selbsttitige) Hervorbringung einer ihm korrespondierenden Anschauwung Kon-
struktion heissen» (Ak., VIII, 192 n.).

38 Lambert, carta a G. J. von Holland de 11 de abril de 1765. Citado por
Stickel v Engel (1895), pag. 142.

x,—3
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dencia con Kant se inferesa vivamente por la discusién en forno al
postulado 5 de Euclides* y redacta, al parecer en 1766, una Teoria
de las Paralelas que Johann Bernouilli publicé péstumamente vein-
te afios mas tarde®, En esta obra, Lambert considera tres geome-
trias (bidimensionales) alternativas, cuyas diferencias es facil carac-
terizar con ayuda de una sencilla figura: dadas dos rectas que se
cortan perpendicularmente en el punto A, marcamos un punto en
cada una —llamémosles B y C— en cada uno de los cuales levanta-
mos una perpendicular; las perpendiculares se cortan en D; ABCD
es un cuadrilatero con angulos rectos en A, B y C; en la geometria
euclidiana, el dngulo en D es recto necesariamente; las otras dos
geometrias consideradas por Lambert se caracterizan porque el 4n-
gulo en D es respectivamente obtuso y agudo . Lambert observa
que la geometria del angulo obtuso estd realizada en la superficie
de una esfera (si consideramos a los circulos maximos como rectas
sobre esa superficie} v agrega: «De esto casi me atreveria a inferir
que la tercera hipétesis se cumple en el caso de una superficie es-
férica imaginaria» {esto es, una cuyo radio es un multiplo de i =

\ —I)#. Las realizaciones indicadas por Lambert hacen patente sin
duda, en su modo de ver, la posibilidad de estas concepciones geo-
métricas anomalas. La geometria del angulo agudo se funda en la
negacién del postulado 5 combinada con la afirmacién de todos los
deméas principios de la geometria euclidiana. Serd elaborada medio
siglo después por el hungaro Bolyai y el ruso Lobachevsky. Este

3% El postulado 3 de Euclides puede parafrasearse asi: dadas tres rectas en
un plano, I, M, N, tales que L corta a Men my a N en n, M y N se cortan
en aquel lado de L en que los dngulos internos en # y n suman menos de
dos rectos. Desde la antigiiedad se cuestiond la evidencia de este postulado,
demanddndose que se lo demostrara, por cuanto asevera la existencia de un
punto de interseccién de dos rectas que podria caer muy lejos de la region
del plane que somos capaces de visualizar.

# Reproducida en Stickel v Engel (1895), pégs. 152-207. Bernouilli declara
en una nota que el escrito fue redactado en septiembre de 1766,

41 Girolamo Saccheri (1667-1733) habia examinado una figura similar a la
propuesta por Lambert (exactamente, la figura que se obtiene completando
ABCD con su reflexién respecto de la recta AB), e intentando demeostrar la

falsedad de lo que llamé las hipsicsis del dngufo obfuso y del dngulo agudo,
para establecer la verdad de la hipétesis euclidiana del angulo recto.

42 «Ich sollte daraus fust den Schluss machen, die dritte Hypothese komme
bei einer imaginiren Kugelfliche vor» (Stéckel y Engel (1895), pag. 203).



LA GEOMETRIA EN EL PENSAMIENTO DE KANT 35

demostrara que, tal como se desprende de la sugerencia de Lambert,
las formulas trigonométricas de este sistema pueden obtenerse di-
rectamenie de las férmulas familiares de la trigonometria esférica
con s6lo reemplazar en ellas el radio r de la esfera por el ntimero
imaginario ir. La realizacion de la geometria de Bolyai y Lobachevs-
ky sobre una esfera de radio imaginario, genialmente anticipada por
Lambert, no es lo que Kant llamarfa una construccién del concepto
en la intuicién del espacio, pero constituye, me parece, un buen
ejemplo de lo que Kant denomina, con una expresién que adopta
de Lambert, una «construccién simbdlica del concepto»®, La reali-
zacion de la geometria del dngulo obtuso sobre una esfera ordinaria
ilustra exactamente la nocién kantiana de una construccidon intui-
tiva espacial.

Propongo, a titulo de conjetura, que al redactar el pasaje de la
disertacidén sobre las geometrias no euclideas (trascrito en la nota 36),
Kant ha tenido presente de algin modo la concepcidén lambertiana
de como puede realizédrselas constructivamente y exhibir asi su posi-
bilidad. El pasaje no sugiere que Kant haya tenido una idea muy
precisa de ella, pero si, verosimilmente, una idea vaga, como las que
uno puede formarse por una alusion hecha de paso en una carta
o por indicaciones someras comunicadas en una conversacion. No
es dificil imaginarse que Kant, que desde joven se habia interesado
por la cuestidon de las geometrias alternativas a la euclidiana, se
enterase de este modo, quizds a través de un amigo comiin, de los
rudimentos de la concepcién lambertiana, digamos de la idea misma
de una realizacién constructiva de una geometria no euclidea. La
observacién contenida en el pasaje que comentamos se aplica con
particular justeza al caso mas obvio de la realizacidén de la geome-
tria del dngulo obtuso sobre una esfera, mas apropiado que el otro
para mencionarse en una conversacidn entre personas cultas pero
no especializadas en matemadticas. La realizacién propuesta en este

4 KrV, A 717/ B 745. Es curioso anotar que en su carta a Kant del 13 de
octubre de 1770, en que comenta la disertacién publicada por Kant ese afio,
Lambert destaca el «conocimiento simbdlico» comoe una «cosa intermedia entre
la sensacidn v el verdadera pensamiento puros. Gracias a él, dice, podemos
trascender los limites de nuestro pensar efectivo. Lambert agrega esta curiosa
frase: <El signo th representa una quimera impensable [ein nicht gedenk-
bares Unding]l, v sin embargo puede muy bien usirselo para descubrir teo-
remas» {Ak., X, 110).
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caso presupone evidentemente, al parecer, una representacion del
espacio euclidiano. No hay nada en los escritos de Kant que corro-
bore mi conjetura, a pesar de que contiene aqui y alld referencias a
ideas y escritos de Lambert. De la correspondencia que sostuvieron
entre 17653 y 1770 quedan tres cartas de Lambert a Kant y tres de Kant
a Lambert #; en estas seis cartas no hallamos ni una remota alusién
a nuestro tema. Pero aunque mi conjetura sea falsa, creo que pode-
mos afirmar, sin temor de equivocarnos, que el pasaje que examina-
mos resume los comentarios que Kant habria hecho si hubiese
conocido la concepcidén lambertiana de las geometrias no euclideas
y su realizacién constructiva. Esta ultima, diria Kant, demuestra
por cierto la posibilidad de dichas geometrias, pero exhibiéndolas
como parasitas de la geometria euclidea. Sin embargo, la concepcion
lambertiana puede emplearse para combatir esta conclusidén. Segun
ella, en efecto, las mismas representaciones intuitivas que tradicio-
nalmente han servide de base a la construccién de los conceptos
de la geometria euclidea pueden dar pie también a una realizacién
constructiva de los conceptos de otras geometrias. No parece razo-
nable inferir, con Kant, que la geometria euclidea tiene una prima-
cia sobre las otras. Antes bien, el hecho anotado sugiere que la
intuicién formal del espacio, que se deja concebir igualmente bien
de upa u otra manera, no «prescribe», como pretende Kant, las
relaciones postuladas en la geometria clasica, ni determina, por lo
tanto, inequivocamente la verdad geométrica, sino que suministra
tan sélo una multiplicidad ordenable, que e! pensamiento geomé-
trico puede estructurar de diversas maneras. Con esta sugerencia
introducimos un enfoque del problema que hara su aparicién casi
un siglo después, en la obra de Bernhard Riemann. En la préxima
seccién mostraremos que este enfoque no carece de antecedentes en
la filosofia madura de Kant. Antes de abordarla, veamos brevemen-
te cémo Kant utiliza su prueba de que la geometria descansa en una
intuicién formal del espacio para corroborar su tesis de que el es-
pacio mismo es una forma de la intuicion.

La intuicién formal del espacio es intuicién pura o a priori, pues
no depende de las caracteristicas particulares y cambiantes —la

4 Cartas 33, 34, 37, 39a, 57 y 61 en la edicién académica (en cursiva, las
de Kant).
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«materia»— de los objetos espaciales cuya «forma» revela, indepen-
dientemente de su presencia actual. «Si nuestra intuicion —dice
Kant— fuese tal que representase cosas tal como son en si mismas
no tendria lugar ninguna intuicién a priori (...). Pues lo que esta
contenido en el objeto en si sdélo puedo saberlo si me estd presente
y me estd dado. (...). Hay pues una sola manera cémo puede ser
posible que mi intuicién preceda a la actualidad del objeto y cons-
tituya un conocimiento a priori, a saber, si ella no contiene nada
mas que la forma de la sensibilidad que precede en mi sujeto a
todas las impresiones actuales con que me afectan los objetos» ¥,
No vamos a entrar aqui en una consideracién critica de este razo-
namiento, que citamos Unicamente para mostrar cémo la filosofia
de la gecometria interviene en la fundamentacién de una de las piezas
esenciales de la doctrina critica. De él se desprende inmediatamente
la caracterizacién ontoldgica del espacio ofrecida en la disertacion
de 1770:

El espacio no es algo objetivo y real, ni sustancia, ni
accidente, ni relacidon; sino como un esquema subjetivo e
ideal y que surge de la naturaleza de la mente segiin una
ley estable, para coordinar a cabalidad todo lo externamen-
te sentido.

Aunque el concepto del espacio como un ente o afeccién
objetivo y real es imaginario, sin embargo, relativamente a
todo lo sensible no sélo es verisimo sino que es el funda-
mento de toeda verdad en la sensibilidad externa. Pues las
cosas no pueden aparecer a los sentidos bajo ningtan aspec-
to, salvo mediante la facultad mental que coordina todas
las sensaciones seglin una ley estable insita en su natura-
leza %,

45 Prolegémenocs, § 9 (Ak,, 1V, 282). CF. K7V, B 41,

% Ak, II, 404. Esta doctrina del espacio garantiza la aplicabilidad de la
geometria a la descripcién exacta de los fendmenos naturales. Kant prosigue:
«Como nada absolutamente puede darse a los sentidos, salvo en conformidad
con los axiomas primitivos del espacio y sus consecuencias (segtin preceptiia
la geometria), aunque el principio de éstos es subjetivo, concordari [lo dado
a los sentidos] necesariamente con ellos, porque s6lo en esa medida concuerda
consigo mismo, y las Ieyes de la sensibilidad serdn leves de la naturaleza, en
cuanto ésta puede preseniqrse a los sentidos. La naturaleza estd sometida,
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4. ALGO TAN UNIFORME E INDETERMINADO

Mientras la forma de la intuicién se concibe como una suerte de
esquema para coordinar la materia que suministran los sentidos, los
términos materia vy forma preservan en el lenguaje kantiano algo
de su sentido aristotélico tradicional: la forma es lo determinante,
la materia lo determinable. Pero segiin Ia doctrina critica madura,
todo enlace, v por ende, toda ordenacion, ya se trate de un enlace
entre conceptos 0 de un enlace de lo multiple de la intuicién, es
un acto del entendimiento (K#V, B 130). Sdlo la espontaneidad men-
tal asi denominada puede ser la sede de un principio determinante,
La forma de la intuicidn, reconocida como el cardcter intrinseco y
universal de la receptividad de la mente, no puede concebirse en-
tonces como un principio de orden, sino sélo como agquello gue
hace posible la ordenacién de la materia sensible segin las normas
prescritas por el entendimiento . Las formas de la intuicién sen-
sible externa e interna hacen posible que lo multiple suministrado
por los sentidos sea combinado en una intuicién empirica ajustada
a tales normas, gracias a que ellas mismas, las formas del espacio
y el tiempo, vale decir, la doble «multiplicidad dada a priori» que
Kant ahora llama de ese modo, son materia de la actividad deter-
minante y estructuradora del entendimiento®. Esta rectificacién

pues, exactamente [ad ammissim], a los preceptos de la geometria, en lo que
respecta a todas las propiedades del espacio alli demostradas, no por una
hip6tesis ficticia, sino dada intuitivamente, como condicién subjetiva de todos
los fendmenos a través de los cuales la naturaleza pudiera manifestarse a los
sentidos» (Ak., 11, 404).

47 Véase arriba la nota 23 y el texto que remile a ella.

4 No podemos entrar aqui en una explicacion de esta doctrina. Para
refrescar la memoria de quienes ya la conocen, traduzco agqui algunos pasajes
decisivos: «Porque hay en noseoiros, como base @ priori de la intuicién sensible,
una cierta forma que descansa en ia receptividad de nuestra capacidad re-
presentativa (sensibilidad), puede el entendimiento, como espontaneidad, de-
terminar €l sentido con lo multiple de las representaciones dadas, ajustindose
a la unidad sintética de la apercepcién, vy asi pensar a priori una unidad sin-
tética de la apercepcién de lo muliiple de la intuicidn sensible, como la con-
dicién a la cual todos los objetos de nuestra intuicidn humana necesariamente
han de someterse. (...} Esta sintesis de lo muitiple de la intuicién sensible,
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nada desdefiable de conceptos fundamentales debe tenerse en cuenta
en la interpretacién de la filosoffa kantiana de la geometrfa. Ni la
«Estética trascendental» de la Critica de la razdn pura, ni el capitulo
de los Prolegdmenos titulado «;Como es posible la matematica
pura?» tienen explicitamente en cuenta esta rectificacién. Pero no
faltan los pasajes, en ambas obras, que pueden ayudarnos a escla-
recer sus consecuencias, en lo que concierne a nuestro tema.

La fuente del conocimiento geométrico es segiin Kant la intuicién
formal del espacio. Hasta aqui ¢sta nos ha aparecido como una
mera toma de conciencia de la forma de la intuicién externa, sin
que ninguna iniciativa intelectual intervenga en su constitucién.
Pareceria que el pensamiento geométrico hubiera de limitarse a
tomar nota de las caracteristicas evidentes de la multiplicidad es-
pacial, adoptandolas como punto de partida de sus demostraciones.
Esta concepcidén se ajusta a la doctrina sostenida en la disertacién
de 1770, sobre el uso meramente légico del entendimiento en las
ciencias cuyos conceptos y principios son proporcionados por la
intuicién sensible pura o empirica®#. Pero no es compatible con la
doctrina propiamente critica de la funcién de la actividad intelec-
tual en la constitucién del conocimiento humano ¥ de sus objetos
propios. En una nota agregada en la segunda edicidén de la Critica,
Kant explica (pero no acaba de aclarar) cémo debe entenderse ahora
la intuicién formal del espacio:

que es posible v necesaria a priori, puede denominarse sintesis figurativa. (...}
Para distinguirla del enlace puramente intelectual, debe HNamdrsela sintesis
trascendental de la imaginacién (...). Como toda nuestra intuicién es sensible,
la imaginacién perienece a la sensibilidad, debido a la condicién subjetiva
bajo la cual Ynicamente ella puede proporcionar a los conceptos del entendi-
miento una intuicién que les corresponda; pero como su sintesis es un efercicio
de la espontaneidad, la cual es determinante y no, como el sentido, solamente
determinable, y por ende puede determinar a priori al sentide en su forma
(den Sinn seiner Form nach) ajustindose a la unidad de la apercepcién, la
imaginacidn es una facultad para determinar la sensibilidad a priori v su sin-
tesis (...} tiene que ser (...) un efecto del entendimiento sobre la sensibilidad
v la primera aplicacién del mismo (a la vez que la base de todas las otras)
sobre los objetos de la intuicidn posible para nosotros» (KrV, B 150-152; cur-
siva mia). Véase también el importantisimo tercer pdrrafo del § 26 (B 160-161).

¥ «Usus autem intellectus in talibus scientiis quarum tam conceptus pri-
mitivi, quam axiomata sensitivo intuitu dantur, non est nisi Jogicus, h. e. per
quem tantum cognitionis sibi invicem subordinamus quoad universalitatem
conformiter principic contradictionis, phaenomena phaenomenis generalioribus,
consectaria intuitus puri axiomatibus intuitivise (Ak., II, 410 s.).
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El espacio, representado como objeto (como efectivamen-
te se requiere en la geometria) contiene mas que la mera
forma de la intuicién, a saber, una recoleccidn [Zusammen-
fassung] de lo muiltiple dado segiin la forma de la sensibili-
dad, en una representacién intuitiva; de modo que la forma
de la intuicion da sdlo lo multiple, pero la intuicidn formal
da la unidad de la representacion (s¢ dass die Form der
Anschauung bloss Mannigfaltiges, die formale Anschauung
aber Einheit der Vorstellung gibt) (KrV, B 160 n.).

Kant prosigue con este pasaje que, a pesar de su oscuridad, dice

lo que necesitamos saber:

En la Estética simplemente inclui esta unidad en la sen-
sibilidad, solo para advertir que precede a todo concepto,
aungue presupone por cierto una sintesis que no pertenece
a los sentidos, en virtud de la cual, empero, todos los con-
ceptos del espacic v el tiempo vienen a ser posibles [zuerst
miglich werden]. Pues, ya que el espacio o el tiempo son
dados como intuiciones solamente en virtud de ella (en
cuanto ¢l entendimiento determina a la sensibilidad), la uni-
dad de esta intuicién pertenece a priori al espacio y al
tiempo, ¥ no al concepto del entendimiento {(KrV, B 161 n.).

No es facil conciliar con otros pasajes de la Critica esta idea de

una representacion cuya unidad es preconceptual . Pero esta dificul-
tad no afecta a la conclusidon a que queremos llegar. Kant nos dice
aqui claramente que su exposicién de la doctrina del espacio en la
Estética trascendental tiene caricter provisorio, pues Ia intuicién
del espacio atribuida alli a nuestra receptividad sensible sélo puede
darse «en cuanto el entendimiento determina a la sensibilidad». La
«intuicién puras, que segin la disertacién de 1770 exhibe la estruc-

50 Recuérdese el pasaje en gque culmina el decisivo § 10 de la Critica: «La

misma funcidn gque confiere unidad a las diversas representaciones en un
juicio, confiere asimismo unidad a la mera sintesis de representaciones diversas
en una intuicion, etc» (Kr¥V, A 79/B 105). Expresada en toda su generalidad,
esa funcidén se llama categoria. Véase asimismo el § 20.
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tura comin a toda intuicién empirica, se analiza ahora en dos com-
ponentes: la multiplicidad dada a priori con nuestra sensibilidad y
la unidad estructurante que le impone el entendimiento 3. Las leyes
del espacio, tema de la geometria, solo vienen a estar dadas con el
segundo de estos componentes. Para apreciar con justeza la filosofia
kantiana de la geometria y su lugar en la historia tiene suma impot-
tancia establecer en qué precisa medida la indole de la multiplici-
dad dada a priori restringe, segtin Kant, la libertad del entendimiento
para prescribir las leyes del espacio. La obra de Kant no ofrece,
por desgracia, una respuesta bien definida a esta cuestién. Pero sera
atil que tomemos nota de sus palabras, antes de ensayar completar-
las con una conjetura.

En un pasaje de Ia primera parte de los Prolegdmenos, leemos
lo siguiente:

Como el espacio, segin lo piensa el gedmetra, es exacta-
mente [ganz genau] la forma de la intuicién sensible que
hallamos a priori en nosotros y que contiene el fundamento
de la posibilidad de todos los fendmenos externos (en lo
que respecta a su forma), éstos tienen que concordar ne-
cesariamente y con la maxima precisién con las proposicio-
nes del geémetra, que éste no extrae de ningin concepto
inventado [aus keinem erdichteten Begriff], sino del funda-
mento subjetivo de todos los fendémenos externos, a saber,
de la sensibilidad misma (Ak., IV, 288).

Sabemos ya que estas formulaciones que ignoran el papel de la
espontaneidad intelectual en la constitucidn del «espacie, segin lo
piensa el gedmetra», deben reputarse provisorias. Pero pareceria

51 Permitaseme citar un pasaje mas en apovo de este distingo: «La mera
forma de la intuicién sensible externa, el espacio, no es por sf sola un conoci-
miento [ist... noch gar keine Erkenntnis], sino que da tnicamente lo mnltiple
de la intuicién a priori para un conocimiento posible. Pero para conocer algo
en el espacio, por ejemplo, una linea, tengo que trazarla, efectuando asi sin-
téticamente un determinade enlace de lo mutltiple dado, de mode que la
unidad de este acto es a la vez unidad de la conciencia (en el concepto de
una linea) y asi solamente viene a conocerse un objeto (un espacio determi-
nado)» (KrV, B 137 s5.). Qbsérvese que Kant aqui declara que la unidad de la
conciencia es conceptual.
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que, como quiera que se las reformule, no podra eludirse el aserto
de que, segiin la doctrina kantiana, la estructura geométrica de los
fendmenos depende estrechamente de la indole misma de nuestra
sensibilidad y de lo madltiple que ella proporciona g priori®. Sin
embargo, en un largo pasaje del mismo libro, cuya importancia
para el estudio de la filosofia kantiana de la geometria no ha sido
destacada como merece —tal vez porque saca de quicio a las cémo-
das ideas fijas en que reposa su interpretacién habitual--, Kant
sostiene que la forma g priori del sentido externo no aporta sino
¢l material sobre el cual se ejerce la actividad estructuradora del
entendimiento, pero que las leyes que orpanizan ese material son
introducidas en él por el entendimiento mismo. Kant parte alli de
la tesis, sostenida en el texto anterior, de que todos los fenémenos
fisicos se ajustan necesariamente a las verdades de la geometria,
las cuales expresan, por lo tanto, leyes naturales a priori. Cita como
ejemplo el conocido teorema segin el cual, si dos cuerdas cuales-
quiera se cortan en el interior de un circulo, el producto de los
segmentos en que la primera corta a la segunda es igual al producto
de los segmentos en que la segunda corta a la primera ®. Menciona
luego la generalizacién de este teorema a las cénicas>. Comenta,
por tltimo, un supuesto fundamento geométrico de la ley newtonia-
na segun Ja cual Ja atraccién universal de los cuerpos materiales
es inversamente proporcional al cuadrado de las distancias. Tras
estos preparativos, Kant prosigue:

He aqui, pues, una naturaleza que reposa scbre leyes que
el entendimiento conoce a priori, sobre todo a partir de

52 Compdrense estos pasajes de la Critica de la razdn pura que expresa-
mente ticnen en cuenta la funcion del entendimiento en la constitucidn de la
geometria: «Sobre esta sintesis sucesiva de la imaginacién productiva en la
generacién de figuras [para aclarar esta expresion, cf. nota 48; también nota 51]
se funda la matemitica de la extensién (geometria) con sus axiomas, los cuales
expresan las condiciones de la intuicidn sensible a priori bajo las cuales tnica-
mente puede establecerse el esquema de un concepto puro del fendmeno ex-
terno; vgr. entre dos puntos puede haber sélo una linea recta, dos lineas
rectas no encierran un espacio, etc» (Kr¥V A 163/B 204; cursiva mfa).

53 Fuclides, Elementos, libro III, proposicién 35.

54 FEn este caso, en vez de igualdad, hay una proporcién fija (dependiente
de la cénica) entre los productos de los segmentos en que se cortan las cuerdas.
Cf, G. Salinon, A Treatise of Conic Sections, New York, Chelsea, s. ., pdg. 130
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principios universales de la determinacion del espacio. Me
pregunto entonces: ¢residen estas leyes naturales en el es-
pacio y las aprende ¢l entendimiento cuando sélo busca in-
dagar el rico sentido contenido en aquél? ;O residen en el
entendimiento y en el modo como éste determina al espacio
conforme a las condiciones de la unidad sintética en que
todos sus conceptos vienen a parar? El espacio es algo tan
uniforme, tan indeterminado en lo que respecta a todas sus
propiedades particulares, que ciertamente no ha de buscarse
en €l ningtin patrimonio de leyes naturales. En cambio,
aquello que determina el espacio a la forma circular, a ia
figura del cono y de la esfera, es el entendimiento, en cuanto
contiene el fundamento de la unidad de la construccién de
las mismas. La mera forma universal de la intuicion que se
llama espacio es pues el sustrato de toda intuicién determi-
nable como referida a objetos particulares, y en él reside
sin duda la condicién de la posibilidad y la variedad de
éstos; pero la unidad de los objefos es determinada exclu-
sivamente por el entendimiento, segiin condiciones que re-
siden en su propia naturaleza (Ak., IV, 321 s.; cursiva mia).

El lector familiarizado con la matematica actual sentiri la tenta-
cidn de concluir que, segiin Kant, la multiplicidad dada a priori con
la forma de la intuicién externa son los puntos del espacio cuya
estructura el entendimiento es libre de definir, sin otras restriccio-
nes que las impuestas por la cardinalidad de esa coleccién de pun-
tos ¥, Pero esta interpretacidén facil y aparentemente tan obvia del
texto que acabamos de leer, que haria de Kant un precursor de
Bourbaki, entra en conflicto con expresas declaraciones suyas, El
espacio, segtin €I, no se relaciona con sus componentes como una
clase con sus miembros, sino como un todo con sus partes®. En
otras palabras, la multiplicidad dada a priori a la actividad estruc-

55 Kant habria admitido en todo caso que dicha coleccién es infinita;
naturalmente, no conocia el distinge, debido a Georg Cantor, entre diversos
cardinales infinitos.

% KrV, A 25/B 39; B 136 n.
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turadora del entendimiento no es una multiplicidad de puntos sino
una multiplicidad de espacios,

El espacio consta solo de espacios, el tiempo de tiempos.
Puntos e instantes son sdlo limites, esto es, meras posicio-
nes que los deslindan; pero estas posiciones presuponen
siempre aquellas intuiciones que deben delimitar o deter-
minar, ¥y con meras posiciones como componentes que pu-
dieran estar dados antes que el espacio o el tiempo, no es
posible constituir ni el espacio ni el tiempo (KrV, A 169 s/
B 211).

Me parece, por esto, que la multiplicidad dada a priori que Kant
atribuye a la forma de nuestro sentido externo debe entenderse
como una multiplicidad de espacios parciales. Lo dado a priori con-
sistirfa, en rigor, en la posibilidad de deslindar tal multiplicidad de
espacios. La naturaleza misma del sentido externo impondria ciertas
restricciones a la libertad del entendimiento en la actualizacién de
esa posibilidad. Creo licito conjeturar que Kant habria aceptado
que todos los espacios parciales, como quicra que €l entendimiento
los deslinde, tienen que satisfacer las condiciones siguientes:

1. Todo espacio parcial estd delimitado por una fron-
tera¥. Esta puede considerarse como perteneciente a €l o
como estando entera o parcialmente fuera de él; esto ilti-
mo ocurre, por ejemplo, si se trata de una cavidad dentro
de un cuerpo bien delimitado. Llamaremos inferipr de un
espacio parcial a la parte del mismo que no coincide con
la frontera.

57 «Raum und Zeit sind quanta continua, weil kein Teil derselben gegeben
werden kann, ohne jhn zwischen Grenzen (Punkten und Augenblicken) ein-
zuschliessen, mithin nur so, dass dieser Teil selbst wiederum ein Raum, oder
eine Zeit ist» (KrV, A 169/B 211). Este pasaje deocumenta suficientemente
nuestre primer aserto y casi hace ineludibles los que le siguen, pero contiene
una confusidn: los limites "que encierran una parte del espacio de tal modo
que ella misma sea un espacio no son puntos sino superficies, cuyas partes
pueden ser deslindadas a su vez por lineas, cuyas partes, por ultimo, son
deslindables por puntos (véasc ascrio 2).
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2. En el interior de cada espacio parcial cabe discernir
puntos indivisibles® que son limites de limites de limites
de algin espacio parcial ®,

3. Si x es un punto en el interior del espacio parcial
A contenido en el espacio parcial B, x estd en el interior
de B.

4. Six es un punto en el interior de los espacios parciales
A v B, cabe deslindar un espacio parcial C contenido en A
¥ en B, tal que x estd en el interior de C.

3. Si x es un punto en el interior de un espacic parcial
A, cabe deslindar un espacio parcial B contenido en A, tal
que x esta en el interior de B y todos los puntos discernibles
en B estan en el interior de A.

Kant nunca hizo explicitas estas condiciones, excepto la primera;
pero es dificil imaginarse que hubiera puesto en duda las otras,
Ahora bien, si el entendimiento, al deslindar espacios parciales no
puede menos que ajustarse a las condiciones antedichas, hemos
de concluir que la forma de la intuicién externa impone, segin
Kant, al entendimiento la necesidad de determinar la multiplicidad
que ella le brinda a priori como un espacio topeolégico tridimensio-
nal cuyo sistema de entornos consta de todos los espacios parciales
que el entendimiento pueda deslindar ®, Puestas las cosas en estos

58 Kant no parece hacerse mayor cuestion de la posibilidad de discernir
puntos ¢n el espacio. Admite como obvio gue la imaginacién gobernada por
el entendimiento pucde trazar lineas que comienzan y terminan en puntos
(véase la nota 51). En cambio, los autores del siglo XX que intentan elaborar
una teoria matemadtica del espacio que no lo conciba, segiin la costumbre
dominante, como una coleccion de puntos, conceden suma importancia a la
construccion de los puntos g partir de los espacios parciales, cuya deslinda-
bilidad dan por supuesta. Una exposicién sumaria de estos intentos, con re-
ferencias a la literatura, se hallard en Menger (1940).

5 «El limite de un sdélido es una superficie, ¢l de una superficie una lnea,
el de una linca un punto. Hay, pues, tres clases de limites en un espacio, como
hay tres dimensiones» (Ak., II, 403 n.).

0 Si concebimos, segun es habitual, un espacio como un conjunto de
puntas, una estructura topolégica se define en un espacio E asignando a cada
punto x de E una coleccién de partes de E, llamadas entornos de x, que
cumplen los siguientes requisitos: 1) Si A es un entorno de x, x es un punto
de A. 2) Si A es una parte de E que contiene un entorno de x, A es un entorno
de x. 3) Si A v B son entornos de x, la interseccién de A v B es un entorno
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términos, estimo que no seria infiel a Kant agregar que la forma
de nuestra sensibilidad especifica todavia mas la estructura topo-
légica del espacio. Seguramente habria sostenido que, en virtud de
esa forma, ninguna coleccién finita de espacios parciales puede abar-
car el espacio entero (de suerte que el espacio no es compacto).
Probablemente habria admitido ademas que, si p y ¢ son dos puntos
diferentes, cabe siempre deslindar dos espacios parciales P y Q, sin
una parte comun, tales que p se halla en el interior de P y g en el
interior de Q (de modo que se trata de un espacio de Hausdorff).
Me parece, en cambio, que las propiedades métricas del espacio,
esto es, las propiedades que suponen la definicién de una distancia
entre los puntos ¢ de una medida (vohumen, area, longitud) de los
espacios parciales, superficies y lineas, no pueden depender, en la
filosofia madura de Kant, de la mera forma de la sensibilidad. En
efecto, las nociones de distancia y de medida envuelven la nocién
de nuinero, que, segun Kant, no es otra cosa que ¢l esquema de las
categorias de la cantidad (KrV, A 142/182), esto es, «la sintesis pura
[de la multiplicidad dada a priori}, conforme a una regla de uni-
dad (...) que expresa la categoria». Ademds, en el pasaje de los
Prolegdmenos que motiva estos comentarios, Kant dice expresamen-
te que sdlo el entendimiento puede determinar el espacio a la forma
circular o a la figura de la esfera. Puesto que una esfera es un
espacio parcial cuyos puntos fronterizos equidistan todos de un
punto determinado, la determinacién de la esfera presupone una
definicion de distancia y resulta inmediatamente de ella. $i la de-
finicion de distancia dependiera de la forma misma de la intuicion,
la multiplicidad dada a priori poseeria de suyo una articulacién en
esferas, en contradiccién con el texto citado.

Consideremos con més calma esta cuestion. Definir un concepto
de distancia entre puntos equivale a asignar a cada par de puntos
7 v ¢ un namero real no negativo D(p, g¢) tal que, cualesquiera que
sean los puntos p, g, r, se cumplen las condiciones siguientes: D(p, g)

de x. 4) Si A es un entorno de x, A contiene un entorno de x, B, tal que A
es un entorno de cada punto de B. Para verificar que la coleccién de los
espacios parciales que puede deslindar el entendimiento, si cumple las cinco
condiciones enunciadas arriba, constituye el sisterna de entornes de un espacio
topologico, basta considerar que un espacio parcial es un entorno de un punto
dado solo si este punto se halla en su interior,
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= 0; sip = q,D(p, 9) = D(q, p) > O; D(p, r) < D(p, g} + D(g, ).
Como hemos visto, la definicidn de un concepto de distancia en un
espacio hace posible determinar esferas con centro en cada punto.
Ello confiere inmediatamente al espacio una estructura topoldgica
definida asi: entornos de cada punto son todas las esferas con
centro en ese punto; ademdas, si A es un entorno y A es parte de
B, B es un entorno; finalmente, la parte comin a dos entornos es
un entorno. Llamemos a esta estructura, la topologia inducida por
la definicion de distancia. Es razonable pensar que Kant habria
entendido que la forma de la intuicion impone en todo casc una
condicidn a la definicién de distancia que pueda estipular el enten-
dimiento, a saber, que la topologia inducida por ésta debe coincidir
con la topologia impuesta por la forma de la intuicién (esto es, que
los entornos de ambas topologias deben ser los mismos). Esta con-
dicién es restrictiva, pero deja siempre latitud para una gran va-
riedad de definiciones de distancia, que no difieren trivialmente
entre ellas, pero inducen la misma topologia ®. Kant, por cierto, nada
sabia de esto, y no parece haber adivinado que al realzar el papel
del entendimiento en la constitucién del espacio geométrico abria
de nuevo la posibilidad de legitimar una pluralidad de geometrias.
Pero al sostener que el espacio es algo tan uniforme, tan indeter-
minado en lo que respecta a toda propiedad particular (etwas so
Gleichformiges und in Ansehung aller besondern Eigenschaften so
Unbestimmies), que no se puede buscar en €l la fuente de las leyes
que fijan las propiedades de la esfera o de las secciones conicas,
Kant se manifiesta decididamente como un precursor de Riemann €,

6l Dirfamos que dos definiciones de distancia difieren solo trivialmente
entre ellas si las esferas determinadas conforme a una de ellas coinciden con
las determinadas conforme a la otra.

62 Riemann sostendra que en el caso de una multiplicidad continua como
el espacio, €l fundamento de las relaciones métricas no puede residir en la
multiplicidad misma. Con palabras que recuerdan al Kant de 1746, sugiere que
se busque dicho fundamento en las fuerzas enlazantes que actiian sobre esa
multiplicidad {in darauf wirkenden bindenden Kriften; Riemann (1854), pag. 20),
En nuestros dias, Adolf Griinbaum ha rectificado el aserto de Riemann, afir-
mando que para que sea valido no basta que la multiplicidad en cuestién sea
continua; es necesario que sea ademds homogénea o uniforme (Griinbaum,
(1973), pags. 16 y sigs.). Conviene observar que Riemann emplea la misma pala-
bra alemana Mannigfaltigkeit usada por Kant y que he traducido multiplicidad.
En la matemdtica actual esta palabra alemana desigha un concepto técnico
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La elaboracion matematica y filoséfica de estas ideas revivira el pro-
blema que Kant creia haber resuelto definitivamente en 1770, con
su doctrina de la intuicién pura: ¢Cudl es la geometria verdadera?
Conscientes como €l de gue no se podia resolverlo mediante experi-
mentos, cuyo mismo disefio e interpretacién presuponen la adopcién
de una geometria, los epistemologos convencionalistas —Poincaré,
Dingler— responderin cortando el nudo gordiano: el problema no
tiene sentido, las «condiciones a priori» de la manifestacién de la
verdad no pueden calificarse de verdaderas o falsas.

No hemos considerado hasta aqui el modo como el entendimiento
ha de efectuar, segin Kant, la determinacién del espacio. Sepin
Kant, el entendimiento humano es una facuitad comparativamente
rigida, que opera con arreglo a un numero limitado de normas in-
variables. ¢No podria esta rigidez del entendimiento garantizar, en
el pensamiento de Kant, la unicidad de la estructura métrica im-
puesta por el entendimiento al espacio? Sugerimos en la seccidn 3
gue Kant ha sabido algo acerca de la posibilidad de representar
intuitivamente concepcicnes geoméiricas incompatibles. Si sélo una
de ellas corresponde a la estructura naturalmente exhibida por la
intuicién, las demds pueden descartarse como espurias o pardsitas,
Pero todas tienen los mismos derechos, si la multiplicidad dada
a priori con la forma de la intuicién no posee de suyo una estruc-
tura, o en todo caso, si no posee una estructura métrica. Sea de ello
lo que fuese, €]l modo como el entendimiento determina a la forma
del sentido externo para constituir la intuicién formal del espacio
seria un capitulo importantisimo en la filosofia de la geometria de
Kant, si éste le hubiera prestado la atencién que merecia. Pero su
obra no nos proporciona sino muy exiguas indicaciones al respecto.
Ensayemos resumirlas. El entendimiento determina la multiplicidad
sensible (pura o empirica} cuando la refiere a la «unidad objetiva
de la apercepcién», combinando lo multiple en una sintesis con
arreglo a las categorias. La aplicacién de las categorias a la multi-
plicidad pura del espacio y el tiempo se efectiia a través de Ios «es-
quemas trascendentales». En la articulacién del objeto de la geo-

preciso, que se inspira en ideas de Riemann pero que adn no habia sido ela-
borado por éste; para designar ese concepto usamos en espafol la palabra
variedad (en francés, variété; en inglés, manifold).
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metria intervienen solamente las categorias de la cantidad, cuyo es-
quema, segun Kant, es el niimero. ¢Qué entiende Kant por ntimero?
Leemos en la Critica de la razdn pura que el nimero es una repre-
sentacion que abarca [zusammenbefasst] la adicién sucesiva de uno
a uno (homogéneo)» (KrV, A 142/B 182). Esto sugiere que Kant en-
tiende por mimero lo que llamamos enteros positivos. Se sabe desde
el siglo v a. C. que los enteros positivos son totalmente inadecuados
para concebir las relaciones geométricas. Asi, por ejemplo, es im-
posible concebir como una relacién entre enteros la proporcion
entre la base y la diagonal de un cuadrado. Por lo tanto, los nu-
meros a través de los cuales se efectita segun Kant la aplicacién de
las categorias de la cantidad a la multiplicidad espacial, no pueden
ser los enteros positivos. Pero en la edad moderna se usa comin-
mente ndmero en una acepcion mas amplia. Simon Stevin decia
que «nombre est cela par lequel s’explique la quantité de chascune
chose» v Newton declaraba abiertamente:

Por numero no entendemos la multitud de las unidades,
sino la relacion [rafio] abstracta de una cantidad cualguie-
ra a otra cantidad del mismo género que se toma como
unidad. Es de tres clases: entero, racional [fractus] e irra-
cional [surdus]. Entero, el que mide la unidad; racional, el
que mide una parte submultiplo de la unidad; e irracional,
aquel con el cual la unidad es inconmensurable 6,

Sélo esta clase de niimeros —conocida ya en el siglo xvinx bajo
la denominacién de numeros reales— puede desempefiar la funcién
que Kant le asigna como «esquema de la cantidad» y caracterizarse
como «la unidad de la sintesis de lo multiple de una intuicién homo-
génea en general» (KrV, A 143/B 182). Las oscuridades de la nocién
ingenua de nimero real moveran a Weierstrass, Méray, Cantor y
Dedekind a fundamentarla, mediante una audaz construccién, en la
nocién de nimero racional, facilmente derivable a su vez de la no-
cién de entero, Pero Kant no puede haber tenido esto presente

63 Newton, Arithmetica Universalis, Leiden, 1732, pag. 4. Citado por Gericke
(1970), pag. 71 s. La cita de Stevin, tomada dcl mismo libro {pag. 70), proviene
de su obra L'Arichmétigue, Leiden, 1683, def. II.

IX. —4
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cuando ofrecid, a renglén seguido, las dos caracterizaciones del nui-
mero que acabamos de citar. Como no podemos suponer que igno-
rara la existencia de magnitudes inconmensurables, debemos atri-
buir la primera de esas caracterizaciones a falta de reflexion. Ahora
bien, si aceptameos que el nimero que es el «esquema de la cantidad»
no es otro que el numero real, la concepcién kantiana del modus
operandi del entendimiento en la determinacidon del objeto de la
geometria expresa muy bien el predominio casi exclusivo, en la geo-
metria de la época, del método de las coordenadas introducide en
el siglo xvil por Descartes y Fermat. De acuerdo con ese método,
cada punto del espacio se representa por un trio de ntmeros reales
y el estudio de las figuras geométricas, sus propiedades y relaciones
puede apoyarse en los poderosos recurscs del dlgebra y el anilisis.
El método conduce naturalmente a la nocién de un espacio de un
numero arbitraric de dimensiones y facilita la introduccién de miil-
tiples definiciones de distancia, posibilitando asi la «geometria su-
prema» sofiada por Kant en su juventud.

5. GUIADO SIEMPRE POR LA INTUICION

Para terminar nos referimos, como habiamos anunciado, a la
tesis kantiana sobre la intervencién necesaria de la intuicidén en
las demostraciones geométricas. Advirtamos, ante todo, que la in-
tuicion en que se apoya, segiin Kant, toda demostraciéon geométrica
no puede ser otra que esa intuicién formal del espacic que Kant
concibe en su madurez como estructurada por el entendimiento.
Kant no hace referencia a esto en los textos en que explica su tesis
sobre el ingrediente intuitivo de las demostraciones geométricas,
pero los pasajes analizados en la seccidn precedente hacen inevita-
ble esta conclusién. A la luz de ella vendria a resultar que en las
demostraciones geoméiricas el entendimiento no puede extraer de
la intuicién mucho méas de lo que él mismo introduce en ésta al
constituirla. Seguramente Kant no queria sugerir eso cuando escri-
bié en 1770 que «la geometria no demuestra sus proposiciones uni-
versales pensando el objeto por un concepto universal, como se
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hace en el orden racional [in rationalibus], sino presentédndolo a
la vista por una intuicién singular, como se hace en el orden sen-
sible [in sensitivis]» (Ak,, II, 403). Pero en este punto como en
tantos otros las enseflanzas de la disertacion de 1770 que la Critica
recoge deben reinterpretarse para ajustarlas a su nuevo contexto.
La tesis que comentamos se presenta en él como una consecuencia
inmediata del hecho de que, segin Kant, la geometria (como en
general la matematica) establece sus conocimientos mediante lo que
él llama <«construccién de conceptoss. La construccién de conceptos
geométricos, consistente como sabemos®* en determinar un objeto
que les corresponda en la intuicion formal del espacio, no puede
entenderse sino como el ejercicio en concreto de la actividad del
entendimiento que constituye dicha intuicién formal ¥, El matema-
tico, escribe Kant, «emprende su camino siguiendo intuiciones que
exhibe a priori ajustdndose a los conceptos [nach Anschauungen,
die er a priori den Begriffen gemdss darstellet]l» (KrV, A 717s.
B 745 s.). Cuandec la Crifica afirma, pues, que las demostraciones
matematicas tienen que avanzar siguiendo siempre «el hilo de la
intuicidn pura» (A 425/B 451), no nos cabe sino entender que ese
hilo lo tiende el entendimiento.

La explicacidn mas completa del tema que nos ocupa aparece
en la seccién de la Metodologia de la Critica de la razdn pura donde
Kant compara ¢l método de la filosofia con el método de las mate-
maticas. En un ensayo redactado en 1762%, donde también des-
arrolla esta comparaciéon, Kant habia escrito que «la matemética

8 Véase la nota 37 y el pasaje que remite a ella,

6 Para persuadirse de esto aconsejo releer ¢l pasaje citado en la nota 51.
Muy elocuente es también el siguiente ejemplo con gue Kant ilustra la cons-
truccion de conceptos geométricos en el escrite contra Eberhard: «Cuando
Arquimedes circunscribié un poligono de noventa y seis lados en torno al
circulo e inscribié otro igual dentro de él, para demostrar que el circulo es
menor que el primero y mayor que el segundo y calcular estas diferencias de
tamafio, ¢supuso [legfe ... unfer] o no una intuicidn bajo su concepto de dicho
poligono regular? Inevitablemente la supuso [legre... zum Grunde], mas no
porque trazara efectivamente el poligono (lo que habria sido un requisito
innecesario y absurdo}, sino en cuanto conocia la regla de la construccién de
su concepto, ¥y con ella su facultad de determinar Ia magnitud del mismo tan
aproximadamente como quisiera a la del propio objeto, v por ende, de dar
a éste en la intuicién ajustandose al conceptos (Ak., VIII, 212),

8 Citado en la nota 11.
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considera en sus soluciones, demostraciones y conclusiones lo uni-
versal bajo los signos en concreto», y habia ilustrado este aserto
con el siguiente ejemplo:

En la geometria, para conocer las propiedades de un
circulo, se dibuja uno, en el cual, en lugar de todas las
lineas posibles que se cortan en su interior, se trazan dos.
Se demuestran las relaciones que hay entre éstas y se con-
templa en concreto en ellas la regla universal de las rela-
ciones entre todas las lineas que se cortan en todos los
circulos 9.

La misma idea reaparece en la Critica:

El conocimiento matematico contempla pues lo particu-
lar so6lo en lo universal, el matematico lo universal en lo
particular o mas bien en lo singular, pero a priori y median-
te la razon, de suerte que, segin como esto particular se
determine bajo ciertas condiciones universales de la cons-
truccién, asi también hay pensar como universalmente de-
terminado el objeto del concepto, al cual c¢sto particular
corresponde sdlo a modo de esquema (KrV, A 714/B 742).

Kant propone un ejemplo, que aclara mejor que sus formula-
ciones abstractas lo que nos quiere decir:

Désele a un fildsofo el concepto de un triangulo y pida-
sele--que- averigue- -2 su- manera- qué-relacién hay -entre-la
suma de sus dngulos y el dngulo recto. No tiene nada mas
que el concepto de una figura encerrada por tres lineas
rectas ¥y en ella el concepto de otros tantos angulos. Por
mucho que reflexione sobre este concepto no logrard extraer
de ¢l nada nuevo. Puede analizar y esclarecer el concepto
de la linea recta, o el de angulo, o el del nimero tres, pero

67 Ak., 11, 278. Es intcresante observar que el ejemplo se refiere al mismo
teorema (Euclides, III, 35) considerado en el pasaje de la segunda parte de
los Prolegdmenos que trascribimos y comentamos en la seccion anterior (nota 53).
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no puede legar a otras propiedades que lisa y llanamente
no estin contenidas en estos conceptos. Hagase cargo del
problema un gedmetra. En el acto empieza por construir
un tridngulo. Porque sabe que dos Angulos rectos equivalen
conjuntamente a la suma de todos los dngulos contiguos
que pueden trazarse desde un punto sobre una linea recta,
prolonga un lado de su tridngulo y obtiene dos 4ngulos con-
tiguos que sumados equivalen a dos rectos. Divide entonces
aquél de estos dos angulos que es exterior [al tridngulo],
trazando una [fnea paralela al lado opuesto del tridngulo y
ve que aqui surge un angulo exterior contiguo que es igual
a un angulo interior, etc. Llega asi por una cadena de in-
ferencias, guiado siempre por la intuicién, a una solucién
totalmente evidente y a la vez universal de! problema (KrV,
A 716 s./B 744 s.).

Hintikka ha sefialado que esta concepcidon del método matema-
tico debe entenderse a la luz de las explicaciones de Proclo sobre
la estructura de las proposiciones y problemas en los Elementos
de Euclides®, Ella consta de seis partes: enunciado (prdiasis), ex-
posicién (ékthesis), especificacién (diorismds), construccién (katas-
keué), demostracién (apddeixis) v conclusion (sumpérasma). El enun-
ciado formula los datos y lo que se busca; la exposicién exhibe
separadamente los datos y los prepara para emplearlos en la inves-
tigacién; la especificacién presenta separadamente y aclara lo que
se busca; la construccién agrega a los datos lo que hace falta para
hallar lo que se busca; la prueba saca la inferencia requerida ra-
zonando cientificamente a partir de lo que se ha admitido; la con-
clusién retorna al enunciado, confirmando lo que se ha demostrado.
Proclo dice que, aparte del enunciado y la conclusién, el tinico ele-
mento imprescindible es la demostracién, que hemos de concebir
como un procedimiento puramente légico®. En efecto, toda la clari-

6 Hintikka (1967), pag, 126. Las explicaciones de Proclo aparecen en su
comentario al libro I de los Elementos, pags. 203 y sigs. de la edicién Fried-
lein (pags. 159 v sigs. de la versién inglesa citada en la bibliografia).

¢ Este cardcter estrictamenie Idgico de la demostracién propiamente dicha
es reconccido por Kant, cuando dice que «las inferencias del matemético
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dad que puede suministrar la exposicion puede estar contenida ya
en el enunciado, el cual puede incluir todos los datos requeridos,
sin que sea menester completarlos por construccion. Pareceria que
Proclo piensa que la estructura de la proposicion o problema es
mas perfecta cuando se reduce a prdtasis, apddeixis y sumpérasma,
que cuande incluye los otros elementos enumerados. Kant, en cam-
bio, opina, como hemos visto, que las fases que Proclo llama ékthe-
sis v kataskeué, al exhibir los datos y completarlos segin las posi-
bilidades que esa misma exhibicién hace presentes?, constituyen
el aspecto distintivo del método matematico, sin el cual éste no es
capaz de procurarnos conocimientos realmente nuevos.

La «construccion» en el sentido kantiano (que comprende la
ékthesis, mas la kataskeué cuando ésta es necesaria) exhibe intui-
tivamente los datos en que ha de apoyarse la demostracién. ¢En
qué estriba la necesidad de esta base intuitiva? Tradicionalmente
se ha entendido que lo importante para Kant era el caracter a-ldgico
de la intuicién; segin esta interpretacién el pensamiento geométrico
debia su fecundidad al hecho de que se nutre de una fuente extra-
intelectual, Se razonaba asi”: En los Elementos de Euclides no
todos los supuestos indemostrables de que dependen las demostra-
ciones se han hecho explicitos en los axiomas y postulados. Sdlo
en 1882, un siglo entero después de la Critica de la razdn pura,
aparecerd un tratado, las Lecciones de geometria moderna de Pasch,
que verbaliza todos los supuestos en que descansa. En esta obra,
como en todas las axjomatizaciones de la geometria que la suceden ™,
los teoremas se derivan de los axiomas por medios puramente I6-

proceden todas conforme al principio de contradicciéns (B 14; sobre el sig-
nificado del «principio de contradiccién» en Kant, véase Torretti (1967), pé-
gina 236 n.). Pero para Kant la demostracién propiamente tal o apodeixis no
puede prescindir del apoyo intuitivo de la ekthesis y, si hace falta, de la
Lkataskeudé. «En la matemdtica es la intuicion a priori la que guia mi sintesis
v alli todas las inferencias pueden ser conducidas inmediatamente per la in-
tuicién pura» (KrV, A 782 s./B 810 s.).

M En el dltimo ejemplo citado, la ékthesis consiste en trazar el tridngulo;
en la kataskeué se prolonga unce de sus lados mds alld de su interseccidn
con otro v se traza por esa interseccién la paralela al tercero.

M Véase, por ejemplo, mi propio tratamiento de este tema, en Torretti
(1967), pags. 150-192.

72 Tales como Hilbert (1899), Veblen (1904), Hjemslev (1907), Huntington
(1913),
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gicos sin que se requiera ningdn apoyo visual™, Pero en los Ele-
mentos de Euclides esto no es posible. Por ejemplo. en la proposicién
1 del libro I se resuelve el problema de construir un tridngulo equi-
latero trazando un segmento AB y luego dos circulos de radio AB,
con centro respectivamente en A ¢ en B; si los circulos se cortan
en C, ABC es un tridngulo equilatero. Pero ¢se cortan acaso los
circulos? Si atendemos a la figura, parece obvio que si. Pero los
axiomas y postulados expresamente formulados por Euclides no lo
garantizan. Ejemplos como éste, se dice, habrian persuadido a Kant
de que la demostracidn geométrica tiene que apoyarse en el des-
pliegue constructive de los datos y avanzar guiada a cada pasc por
la intuicién. Hintikka observa que ningun texto de Kant documenta
explicitamente esta interpretacién™. Por otra parte, tampoco hay
ningunc que explicitamente respalde la interpretacién ofrecida por
¢l, que hemos de explicar en seguida. Antes de abordarla, considere-
mos un argumento de mas peso contra la interpretacién tradicional.
Es claro que los supuestos intuitivos de las demostraciones de Eu-
clides no verbalizados en los postulados y axiomas, tienen que ser
verbalizables. Una demostracién puede apoyarse en premisas técitas,
cuya misma evidencia mueve a sobreentenderlas; pero estas pre-
misas se tienen que poder expresar si asi se desea, de oiro modo
la demostracién no serfa valida: una verdad inefable no puede
servir de base a una inferencia ldgica®™. Por lo tanto, la necesidad
de apoyar las demostraciones geométricas en construcciones ad hoc

7 Pasch, que era empirista ¥ pensaba que los axiomas geométricos «se
fundan en observaciones incesantemente repetidas, que se han grabado mis
firmemente que las observaciones de otras clasess, declara que elles «deben
abarcar completamente el material empirico que va a elaborar la matem:itica,
de modo que después de establecerlos no vuelve a ser necesario remitirse a
las percepciones sensibles» (Pasch (1926), pag. 16). Basta reemplazar «obser-
vaciénw», «empiries ¥ «percepcién sensible» por «intuicién pura» para poner de
manifiesto la decisiva diferencia metodoldgica entre la matematica moderna
v la concepcién kantiana,

7 Hintikka (1967), pag. 119, n. 3. Se dice alli que «there does not seem
to be a scrap of evidence for attributing to Kant the ‘observation’ (...} that
the geometers of his day could not prove their theorems by unaided arguments,
but required an appeal to the figures. El tono de Hintikka me parece un
tanto arrogante, habida cuenta de la exigua base textual de su propia inter-
pretacidn.

7 Por esto, como observamos arriba (pig. 31), la geometria no puede in-
teresarse sino en lo que puede concebir,
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puede irse eliminando por la via de verbalizar e incorporar a los
axiomas los supuestos intuitivos que esas construcciones exhiben.
La doctrina kantiana, en la interpretacidén tradicional, se revela lisa
y llanamente insostenible. Esto es, se nos revela asi a nosotros, que
sabemos gracias a Pasch y Hilbert que basta un ntmero finito y
mas bien pequefio de oraciones para codificar las premisas de las
que se deducen todas las proposiciones de Euclides. A la luz de
este saber, si el papel que Kant atribuye a Ja intuicidn en las demos-
traciones geométricas no es otro que el que dice la interpretacién
tradicional, es claro que Kant estaba equivocado v que esas demos-
traciones pueden llevarse a cabo sin tal avuda, en cuanto se dis-
ponga de un sistema axiomatico adecuado. Pero /se sabia acaso
antes de establecerlo que se podia disponer de un sistema asi? Es
evidente que la investigacion geométrica no podria prescindir del
apoyo de la intuicidn, en el sentido aqui considerado, si los supues-
tos intuitives a que las diversas demostraciones tacitamente apelan
constituyesen un patrimenio inagotable.

La interpretacién propuesta por Hintikka tiene la ventaja de
que, en virtud de ella, la doctrina de Kant que estamos examinando
resulta ser verdadera. Segiin €I, no hay que subrayar la indole a-lé-
gica de la intuicién, sino su caricier de represeniaciéon singular,
Ella es indispensable en las demostraciones geométricas en cuanto
éstas tienen gue llevarse a cabo siempre con referencia a un caso
particular . Los textos kantianos citados arriba destacan suficien-
temente esta propiedad de las demostraciones geométricas. El em-
pleo de la intuicién en este sentido es de veras imprescindible, dice
Hintikka, por cuanto la geometria descansa en generalizaciones (uni-
versales o existenciales) v, como ha quedado en evidencia gracias a
las investigaciones de la ldgica contemporédnea, la inferencia légica
a partir de premisas generales no puede prescindir de la ejemplifica-
cién 7, Hintikka reconoce que no todos los asertos de Kant sobre

76 «Kant's characterization of mathematics as based on the use of cons-
tructions has to be taken to mean merely that, in mathematics, one is all
the time introducing particular representatives of general concepts and carrying
out arguments in terms of such particular representatives, arguments which
cannot be carried out by the sole means of peneral concepts» {Hintikka (1967),
pag. 121}

77 Cualquier buen manual reciente deja esto en claro. Véase, por ejemplo,
Mates (1965), capitulo 7, reglas US y BES. La comprensidon actual de la estrue-
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este tema se encuadran cémodamente en su interpretacidén. Para
Kant, al fin y al cabo, la representacién singular que sirve de base
a una demostracion geométrica tiene que ser una intuicidén espacial;
pero la ejemplificacion requerida para la inferencia légica se efectdia
con s6lo disponer de un nombre al que se atribuyen los predicados
gue aparecen cn la premisa general. Ademads, en el pensamiento de
Kant, la intuicion de lo singular se contrasta con el concepto uni-
versal; en la inferencia ldgica, el caso particular ejemplifica una
proposicidn general . Kant quiere mostrarnos que la mera combina-
cién de conceptos no puede proporcionar conocimientos nuevos,
que surgen en cambio al llendrsclos del contenido que aporta la
multiplicidad dada a priori; gracias a la construccién intuitiva del
concepto logra el gedmetra «ir mas alld de €l a propiedades que ese
conceptc no contiene, perc que le pertenecen liiber ithn zu Eigen-
schaften, die in diesem Begriffe nicht liegen, aber doch zu ihm
gehbren, hinausgehen]» ™. Pero la inferencia por ejemplificaciéon no
va mas alla de los conceptos incluidos en la premisa general que se
ejemplifica; el ejemplo propuesto se limita a ilustrar dichos concep-
tos en un objeto cualquiera, designado por un nombre arbitrario,
en el cual no se considera ninguna determinacion que no esié con-
tenida en aquellos conceptos. Por estas razones, me parece bastante
exagerado pretender que la caracterizacion kantiana de la matema-
tica como basada en la construccidn de conceptos no significa mds
que lo que Hintikka dice que significa. Aqui, como casi siempre,

tura y los requisitos de la inferencia légica procede sobre todo de los tra-
bajos de Gentzen (1934) y Jaskowski (1934).

78 Pbada una generalizacidn existencial de la forma «Existe un objeto con
la propiedad P», ejemplificamos diciendo: «Sea # un objeto con la propiedad
Pa.

" Prosiguiendo la citada comparacién entre el filésofo vy el matemético,
escribe Kant: «Pues no debo atender a aquello que pienso efectivamente en
mi concepto de tridngulo (esto no es mds que la mera definicién); antes bien,
debo ir més alld de él a propiedades no contenidas en este concepto pero
que le pertenecen. Esto solamente es posible si determino mi objeto conforme
a las condiciones ya sea de la intuicidn empirica ¢ de la intuicién pura. Lo
primero daria sélo una proposicion empirica, que no poseerfa universalidad ni
menos necesidad, ¥y no viene a cuento. El segundo procedimiento es el mate-
mdtico; en este caso, la construccién geométrica, mediante la cual afado
[hinzusetze] en la intuicién pura, al igual que en la empirica, lo miiltiple que
pertenece al esquerna de un tridngulo en general y, por ende, a su conceptos
(KrV, A T18/B 746).
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Kant teje su pensamiento con hilo de muchos ovillos. No hay que
fiarse del intérprete que prefiere saber de uno solo.

ROBERTO TORRETTI
Universidad de Puerto Rico.
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