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Resumen

La aparicion de las geometrias no euclidianas o astrales parecian contradecir la
filosofia de la matematica de Kant. Este habia contemplado la posibilidad de una
geometria suprema, pero la desech6 por que no se relacionaba sintéticamente con la
experiencia. Sin embargo, a principios del siglo XX Albert Einstein desarrollo la
Teoria de la relatividad e hizo de ella una teoria de la gravitacion. Esta teoria, cono-
cida como Teoria de la relatividad general, confiere al Universo una estructura no
euclidea. En este articulo se plantea que tal dotacion de sentido fisico a un tipo de
geometria astral (Geometria esférica o Riemanniana), hace que los recelos que Kant
manifestd hacia una posible geometria diferente de la que se nos presenta en la
intuicion se disipen. La Teoria de la relatividad restablece, de esta manera, la cone-
xi6n necesaria entre la nueva geometria y la experiencia.

Palabras clave: Geometria euclidea, geometria no euclidea, Teoria de la relati-
vidad, juicios sintéticos a priori, matematica.
Abstract

The appearance of the non-Euclidean or astral geometries seemed to contradict
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the philosophy of the Kant’s mathematics. He had considered the possibility of a
supreme geometry, but he discarded it due to it was not synthetically related with
the experience. However, at the beginning of the XX century Albert Einstein devel-
oped the Theory of the Relativity and made it a theory of gravitation. This theory,
known as Theory of the General Relativity, confers to the Universe a non Euclidean
structure. In this article it is outlined that such an endowment of physical sense to
an astral (spherical Geometry or Riemanniana) geometry kind, makes that the mis-
trust that Kant manifested with respect to a possible geometry different to that
which the intuition presents to us, will vanish. The Theory of Relativity so recovers
the necessary connection between the new geometry and the experience.

Keywords: Euclidian Geometry, Non-Euclidean geometry, Theory of the rela-
tivity, a priori synthetic judgements, mathematical.

La importancia de la filosofia de Kant es incuestionable, pero su validez tras la
aparicion de las geometrias no euclideas o astrales quedo en entredicho. El proble-
ma radica en que estas geometrias no son intuitivas, por lo que la intuicion pura deja
de poder ser aplicable. Segiin Kant la matematica es una ciencia que procede por
construccion de conceptos, lo cual implica que la intuicidon en necesaria, de lo con-
trario sus juicios no serian sintéticos a priori. Sin embargo, si la matematica es una
disciplina analitica se reactiva la separacion entre la mente y el mundo externo. De
esta manera la perspectiva trascendental del conocimiento queda anulada, no
pudiéndose explicar satisfactoriamente cémo sus juicios coinciden con los del
mundo externo.

1. Origen y caracteristicas de la geometria astral

La geometria no euclidea viene de la falta de evidencia del quinto postulado de
Euclides. De esta particularidad ya se habian percatado los sucesores del alejandri-
no, pues habla de una prolongacion “indefinida” de las rectas. El estoico Posidonio
de Rodas o de Apamea (ca. 135 - ca. 51 a.C.), Gemino (f. ca. 70 a.C.) y el neopla-
tonico Proclo buscaron su demostracion a partir de los otros postulados, pero no
dieron con ella. Entre los matematicos arabes que buscaron la demostracion desta-
can Ibn Al-Haitham, més conocido como Alhazen (965-1039), Omar Khayyam (ca.
1050-1123) y Nasir Eddin Al Tusi (1201-1274). Entre los italianos mencionaremos
a Federico Commandino (1506-1575), Giovanni Alfonso Borelli (1608-1679) y al
jesuita Girolamo Saccheri (1667-1733). Este ultimo ensay6 una demostracion indi-
recta consistente en una reductio ad absurdum del postulado presuponiendo que era
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falso. El camino emprendido le llevdo muy cerca de resolver el problema, pero una
falacia en sus deducciones dej6 las cosas como al principio. Tampoco J. H. Lambert
(1728-1777) o A. M. Legendre (1752-1833) consiguieron demostrarlo o refutarlo.
El conde de Lagrange (1736-1813), “piramide de los matematicos” segin
Napoleon, parecia haber dado con la clave del problema, pero cuando estaba comu-
nicando sus conclusiones en la Academia Lagrange interrumpié su exposicion y
jamas la retomo.! A principios del s. XIX y separadamente, el hiingaro Janos Bolyai
(1802-1860) y el ruso Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856) dejaron a un
lado el procedimiento de reductio ad absurdum del postulado y lo tomaron directa-
mente como falso. Al sustituir el postulado por otro diferente constituyeron un
nuevo sistema geométrico. Al parecer, Gauss habia descubierto la nueva geometria
treinta afios antes en el transcurso de unas investigaciones sobre superficies median-
te coordenadas intrinsecas.2 Sin embargo, Gauss no publico sus resultados porque
la habia elaborado “para si mismo” y por temor al “griterio de los beocios”. El
nuevo postulado se basa en el supuesto de que por un punto exterior a una recta pue-
den trazarse infinitas paralelas a ésta. Los resultados de Lobachevsky fueron publi-
cados por primera vez en el Kazan Messenger de 1829 con el titulo “Sobre los prin-
cipios de la geometria”. Bolyai, por su parte, envi6 sus reflexiones a su padre, quien
las publico bajo el titulo Ciencia absoluta del espacio en forma de apéndice a un
tratado que habia escrito y que llevaba un largo titulo en latin que comenzaba con
la palabra Tentamen.3 Este Tentamen lleva un imprimatur fechado en 1829, pero no
aparecio hasta 1832.

A mediados de siglo, Bernhard Riemann (1826-1866) cambi6 de nuevo el pos-
tulado, suponiendo que por el punto mencionado no puede trazarse paralela alguna
a la recta dada. El espacio ideado por Riemann tiene un grado de curvatura positi-
vo constante, distinguiéndose asi del espacio de Bolyai-Lobachevsky, en el cual la
curvatura constante es negativa. Posteriormente, Riemann elabor6 una teoria gene-
ralizada de los espacios de curvatura variable.4 La expresion “geometria riemannia-
na” hace referencia en fisica a esta geometria generalizada de la cual las antiguas

1 Al parecer dijo: “Il faut que "y songe encore” (Tengo que pensarlo un poco mas). Vid., Gonseth,
F., Les fondements des mathématiques: de la géometrie d’Euclide a la relativité générale et a l'intui-
tionisme. Libreirie scientifique, Paris, 1926.

2 Conocidas mas tarde como coordenadas gaussianas.

3 Farkas Bolyai, padre de Janos Bolyai, paso casi toda su vida intentando demostrar el postulado
de las paralelas. Cuando vio que su hijo seguia sus mismos pasos le mandé por carta la siguiente
advertencia: “Por amor de Dios te lo ruego, olvidalo. Témelo como a las pasiones sensuales, porque,
lo mismo que ellas, puede llegar a absorber todo tu tiempo y privarte de tu salud, de la paz de espiri-
tu y de la felicidad en la vida”. Apud., Boyer, C. B., Historia de la matemdtica. Version de Mariano
Martinez Pérez, Alianza, Madrid, 2001, p. 674.

4 W. K. Clifford en su libro The common sense of exact sciences (1955) otorgé a la suposicion de
que el espacio no es homoloide (de curvatura constante) un significado fisico.
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geometrias riemanniana y de Bolyai-Lobachevsky constituyen, junto con la geome-
tria euclidiana, los casos especiales mas simples. Riemann aprovechd estos avances
y concibi6 el espacio como un continuo de un nimero arbitrario de dimensiones,
convirtiendo el espacio de tres dimensiones de la intuicién en un caso dentro de la
infinita serie de posibilidades abierta. Ciertamente se trata de un caso entre otros
muchos, sin embargo el espacio euclidiano no es un caso mas, sino un caso espe-
cial, dado que es el mas sencillo de los espacios tridimensionales posibles.

Las criticas a las nuevas geometrias fueron numerosas, pero la mas importante
era que no se podia asegurar que no encerraran alguna contradiccion. Esta objecion
fue eliminada por Eugenio Beltrami (1835-1900) en 1868 y tres afios mas tarde, de
manera mas evidente por Felix Klein (1849-1925), discipulo de Julius Pliicker
(1801-1868) al realizar modelos euclidianos de espacios no euclidianos. La existen-
cia de esos modelos conlleva que si la nueva geometria resulta ser contradictoria,
también lo sera la geometria euclidiana. Klein fue el que dio los nombres de geo-
metria hiperbolica y geometria eliptica a las geometrias de Bolyai-Lobachevsky y
Riemann respectivamente.

Podemos resumir las particularidades de las nuevas geometrias dependiendo de
su curvatura, del quinto postulado y de sus diferentes negaciones en el siguiente
cuadro:

TIPOS DE Suma de los angulos de Relacion de la Grado de Numero de
GEOMETRIA un triangulo circunferencia curvatura paralelas
con el diametro
HIPERBOLICA <180° P< K<0 ?
EUCLIDIANA 180° P K=0 1
ELIPTICA >180° P> K>0 0

Veamos el contenido de esta tabla. El quinto postulado de la geometria intuiti-
va permite el paso de una y s6lo una paralela por un punto exterior a una recta dada.
Si cambiamos esta condicion por esta otra: “por un punto exterior a una linea recta
puede pasar mas de una linea recta exterior a ella”, nos encontramos con una geo-
metria hiperbdlica o de Bolyai-Lobachevsky. Pero si la condicion es esta otra: “por
un punto exterior a una linea recta no puede pasar ninguna paralela a ella”, estamos
frente a una geometria eliptica (o esférica) de Riemann.

Vemos que en la geometria hiperbolica o “trombdnica” hay un numero infinito
de paralelas, mientras que en la geometria eliptica no hay paralelas. La geometria
hiperbolica describe la geometria de un plano que estd formado sélo por los puntos
interiores de un circulo, en el que todas las posibles lineas rectas son cuerdas del
circulo. Como se ve en la figura 1, se puede dibujar un niimero infinito de lineas
paralelas a la linea L que pasen por el punto P sin que se corten.>

5 Los ejemplos que muestran las figuras 1 y 2 son sélo para hacernos una idea de lo que pueden
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Figura 1

Pensemos ahora en una esfera (caso limite de una elipse). Consideremos su
superficie como analoga a un plano. Imaginemos que las rectas son los segmentos
de los circulos maximos de la esfera (lineas geodésicas) puesto que son la distancia
mas corta entre dos puntos. Como vemos, la geodésica forma parte de un circulo
maximo. Los circulos maximos son las curvas que se obtienen al seccionar por
medio una esfera. En esta geometria no hay paralelas como muestra la figura 2.

Figura 2

Estas dos geometrias también se diferencian al sumar los 4ngulos de un trian-
gulo. En la geometria euclidiana la suma de los angulos de un tridngulo es igual a
dos rectos, es decir, 180°. En la geometria hiperbolica de Bolyai-Lobachevsky, la
suma de los angulos de un tridangulo es menor que 180°. En la geometria eliptica de
Riemann, la suma supera los 180°.6 Siguiendo el ejemplo de la esfera se ve el por-
qué de estas diferencias.

Otra diferencia es la razoén de la circunferencia del circulo a su diametro.
Riemann pens6 que si interpretamos el “plano” como la superficie de una esfera, y
una “linea recta” como la circunferencia de un circulo maximo en dicha esfera
obtendremos un modelo de su geometria. Un circulo en el espacio riemanniano se
asemeja a un casquete esférico.” En este circulo la razon mencionada es menor que
1. Sin embargo, en el espacio de Bolyai-Lobachevsky tal razén es mayor que 7.

significar las geometrias euclidianas, pero simplemente describen casos particulares de la geometria
que se puede realizar sobre una esfera, no de los espacios métricos curvos en general.

6 En concreto, la suma de los angulos de un triangulo esférico puede ser cualquier valor entre 180°
y 540°, dependiendo del tamaiio y de la forma del triangulo.

7 Un casquete esférico es un tipo de paraboloide de revolucion, es decir, una superficie obtenida
al girar una parabola respecto de su eje.
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Eugenio Beltrami demostré que también habia a mano un modelo anédlogo para esta
geometria. Para el espacio hiperbolico se cumplen las propiedades de la seudoesfe-
ra,8 por eso un circulo del espacio hiperbdlico se asemeja a una silla de montar
(paraboloide hiperbolico).

Casquete Paraboloide hiperbolico Seudoesfera

Desde la perspectiva kantiana, una geometria tal deberia seguir siendo sintética
a priori porque la matematica toda se basa en la intuiciéon. Sin embargo, esta geo-
metria no es intuitiva. La idea fundamental de Kant de entender los axiomas y teo-
remas de la geometria euclidiana como juicios sintéticos a priori que explicitan las
propiedades del espacio en virtud de su idealidad, se pueden encontrar en la
Dissertatio (§ 15) y en diversos lugares de la Critica de la razon pura (B 40, A 39/B
56, A 439/B 467). Sin embargo, en la disertacion de 1746 sobre La verdadera mane-
ra de calcular las fuerzas vivas®, Kant dejo abierta una posibilidad para la existen-
cia de otras geometrias.

Dios hubiera podido elegir otra [se refiere a la Ley de Gravitacion Universal], por ejem-
plo, la proporcion inversa al cubo de las distancias; [...] por ultimo, que de otra ley, se
habria derivado una extension de otras propiedades y dimensiones. Una ciencia de todas
estas posibles clases de espacios seria con toda seguridad la mas alta geometria aborda-
ble por un entendimiento finito. La imposibilidad que percibimos en nosotros mismos
para figurarnos un espacio de mas de tres dimensiones, me parece estribar en que nues-
tra alma recibe igualmente las impresiones externas segun la ley de la doble relacion
inversa de las distancias, y en que su naturaleza misma esta hecha de modo que no s6lo
sufre, sino que acttia fuera de si de esta manera.10

8 Superficie de revolucion engendrada por una tractriz al girar alrededor de su asintota. Se cono-
ce como “seudoesfera” debido a que tiene curvatura constante negativa, mientas que la esfera tiene
curvatura constante positiva.

9 El titulo completo es Pensamientos sobre la verdadera estimacion de las fuerzas vivas y critica
de las demostraciones de las que Leibniz y otros mecanicos se han servido en este litigio, junto con
algunas consideraciones previas que conciernen a las fuerzas de los cuerpos en general.

10 Pensamientos sobre la verdadera estimacion de las fuerzas vivas. Traduccion y Comentario de
Juan Arana Cafiedo-Argiielles, Peter Lang, Berna, 1988, § 10, pp. 35-36. (Ak., I, 24-25). En adelante
citaremos esta obra como Gedanken.
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En efecto, puede haber otras geometrias, pero si carecen de enlace con los obje-
tos de la experiencia funcionaran en el vacio, por asi decir:

Asi pues, aunque conocemos a priori en los juicios sintéticos muchas cosas acerca del
espacio en general o de las figuras que en ¢l disefa la imaginacion productiva (de modo
que, realmente, no nos hace falta en este sentido ninguna experiencia), si no tuviésemos
que considerar el espacio como condicion de los fendmenos que constituyen la materia
de la experiencia externa tal conocimiento s6lo equivaldria a entretenernos con un mero
fantasma. En consecuencia, dichos juicios sintéticos a priori se refieren, aunque s6lo
mediatamente, a la experiencia posible, o0 mas bien, a la misma posibilidad de la expe-
riencia, y la validez objetiva de su sintesis se basa unicamente en tal referencia.ll

Pero... ;{Qué pasaria si la geometria astral fuera dotada de significacion fisica?

2. Aplicacion fisica de la geometria astral

Ya en el breve escrito Nuevo concepto del movimiento y del reposo Kant nega-
ba que el movimiento y el reposo sean absolutos. Sin embargo, esa posicion no tiene
por qué implicar que el espacio sea un sistema de relaciones entre los objetos que
lo pueblan. Aunque el espacio fuera previo a los objetos, la homogeneidad de sus
partes no permitiria determinar si un cuerpo se mueve o reposa de manera absolu-
ta.

Entonces comienzo a percatarme de que algo me falla en los términos de movimiento y
de reposo. No los debo emplear nunca en sentido absoluto, sino siempre en sentido rela-
tivo. Nunca debo decir: un cuerpo esta en reposo. Y jamas debo hablar de que se mueve,
sin nombrar, al mismo tiempo, los objetos respecto a los cuales él cambia su relacion.
Aunque yo quisiera imaginarme un espacio matematico, vacio de toda creatura, como
una relacion de los cuerpos, tampoco esto me ayudaria nada. Porque ;con qué distingui-
ré sus partes y sus distintos lugares, si no estan ocupados por nada corpéreo?12

Esta afirmacion de Kant se ha pasado casi siempre por alto. Suele decirse que
fue Ernst Mach (1838-1916) el primer filésofo que habld en contra del espacio
absoluto de Newton, a la vista estd que no. Mach dird lo mismo que Kant un siglo
después al considerar el espacio y el movimiento absolutos “puros objetos de pen-
samiento, meras construcciones mentales que no pueden ser producidas en la expe-
riencia”.!13 Ciertamente Einstein se inspirdé en Mach y aunque conocia muchos de
los escritos de Kant nunca se refirié a éste.

1 KrV., A157/B 196.

12 Kant, Del movimiento y del reposo. En Opusculos de filosofia. Introduccion, traduccion y notas
de Atilano Dominguez, Alianza, Madrid 1992, pp. 101-102. (Ak., II, 17).

13 Mach, E., The Science of Mechanics. Open Court Pub. Co., La salle, I11., 1942, p. 280.
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Albert Einstein publico el 26 de septiembre de 1905 en Annalen der Physik un
articulo titulado “Sobre la electrodinamica de los cuerpos en movimiento”. Para
empezar, la nueva concepcion del mundo fisico que planteaba el articulo eliminaba
una hipotesis no justificada por hecho experimental alguno, la existencia de un éter.
En el éter no se pueden fijar puntos y seguir su trayectoria o su reposo, es pues
imposible medir la velocidad de la Tierra respecto a él. Carece de sentido relacio-
nar velocidad alguna con este fluido imponderable. Einstein no entra en considera-
ciones acerca de la existencia o la entidad del éter, simplemente excluye, por super-
flua, tal hipdtesis en su conjunto.!4

El resultado del experimento de Michelson-Morley podia significar dos cosas:
que el éter esté dotado de un movimiento solidario con la tierra, o que no dispone-
mos de medios suficientes para saber si existe algo en reposo absoluto en el
Universo y, por tanto, si nuestros sistemas de referencia estan dotados o no de movi-
miento. Esta imposibilidad aparecia ya en un libro: Didlogo sobre los dos mdximos
sistemas del mundo ptolemaico y copernicano (1632),15 en el que Galileo, por boca
de Salviati, expresa que mediante experimentos mecanicos es imposible poner de
manifiesto si un sistema esta en reposo o si se mueve con movimiento rectilineo y
uniforme. Esta dificultad fue superada por el propio Galileo en lo que se conoce
como “‘principio de relatividad de Galileo”, el cual dice que las leyes fisicas son
las mismas para un observador que esté en reposo absoluto que para uno que se
mueva con movimiento rectilineo y uniforme. Aunque también puede enunciarse de
esta otra forma: las leyes fisicas son las mismas para dos observadores que se hallen
en movimiento rectilineo y uniforme uno respecto del otro. Permitasenos una terce-
ra formulacion: Es imposible, mediante cualquier experiencia mecdnica, en el inte-
rior de un sistema cerrado, distinguir su movimiento uniforme y rectilineo del esta-
do de reposo.

Galileo enunci6 la imposibilidad de los fenomenos mecanicos para distinguir el
reposo del movimiento rectilineo y uniforme en el seno de un sistema, pero tampo-
co se puede lograr mediante fendémenos opticos ni por medios electromagnéticos.
Einstein generaliz6 el principio galileano negando categéricamente que se pueda
distinguir dentro de un sistema entre reposo y movimiento rectilineo uniforme
mediante experimento fisico alguno. Por este motivo cualquier sistema de este tipo
(galileano (K)) es valido para describir las leyes de la naturaleza. El principio de la
relatividad especial postula que las leyes segun las cuales cambian los estados de
los sistemas fisicos, son independientes de a cual de dos sistemas de coordenadas,
en transicion uniforme uno con respecto al otro, se refieran estos cambios de esta-

14 Cfr. Papp, D., Einstein: historia de un espiritu. Espasa-Calpe, Madrid, 1985, p. 97.

15 Cfr. Galileo Galilei, Didlogo sobre los dos mdximos sistemas del mundo ptolemaico y coper-
nicano. Vol. VII de las Opere, pp. 140-143, 197, 273-275, 401. Traduccion de Antonio Beltran Mari,
Alianza (RBA), Barcelona, 2002.
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do. Este principio se encuentra implicito en las ecuaciones de Lorentz, pero Lorentz
preserva el éter para que siga manteniendo su funcion de espacio absoluto. Como
los efectos del éter no pueden ser evidenciados debido a la contraccion que sufre la
materia en el sentido de la marcha (contraccion Lorentz-Fitzgerald), Einstein con-
vierte tal contraccion en un postulado de su teoria. En este sentido la diferencia
entre las propuestas de Lorentz y Einstein es, pues, que éste no deduce el principio
de relatividad de los principios fundamentales de la teoria sino que lo postula:16

[Nos vemos conducidos] a la conjetura... de que... para todos los sistemas de coorde-
nadas en los que las ecuaciones mecanicas son validas [sistemas de referencia inercia-
les], también lo seran las mismas leyes de la electrodinamica y de la Optica...
Elevaremos esta conjetura (cuya sustancia sera llamada a partir de ahora “principio de
relatividad”) a la categoria de un postulado...!7

El principio de relatividad no es una propiedad de la teoria, sino un requisito
imprescindible. Al igual que Kant, Einstein sigue el consejo de Goethe:

El mayor arte dentro de la vida académica y mundana consiste en transformar los pro-
blemas en postulados: asi se sale triunfante.!8

Einstein elabor6 la relatividad examinando las teorias precedentes, no partien-
do de experimentos.!9 De todos modos, lo que ahora nos interesa es como hace de
la estructura del universo una geometria no euclidea.

La Teoria de la relatividad especial postula la equivalencia solo de los sistemas
galileanos, es decir, sistemas dotados de movimiento rectilineo y uniforme. Todos
los sistemas galileanos son equivalentes para la descripcion de las leyes de la natu-
raleza. Ocurre aqui lo que siempre sucede al teorizar, que se toma un modelo ideal,
el cual se aproxima a lo que realmente se da en el mundo, pero jamas lo encontra-
mos fuera de las ecuaciones. Los sistemas que en realidad nos encontramos, al
menos en la Tierra, no son galileanos porque estan sometidos a la aceleracion que
les imprime la fuerza de gravedad. Para que la teoria tuviera una validez general
debia, pues, dar cuenta también de los sistemas acelerados, es decir, debia ser una
teoria de la gravitacion.

16 Otra diferencia es que las transformaciones de Lorentz no forman grupo, mientras que las de
Einstein si lo forman. Esto se debe a que Einstein no admitia la existencia de sistemas de referencia
privilegiados como era el caso del éter. Cfr. Sanchez Ron, J. M., El origen y desarrollo de la relativi-
dad. Alianza, Madrid, 1983, p. 67.

17 Einstein, A., “Zur Elektrodynamik bewegter Korper”. En Annalen der Physik, 17, pp. 891-921,
1905. Apud., Sanchez Ron, J. M., Op., cit., 62.

18 Cfr. Cassirer, E., Zur modernen Physik. Darmstadt, Wissenschaftliche Buchgesellschaft, 1972,
p- 25.

19 Cfr. Bunge, M., Controversias en fisica. Tecnos, Madrid, 1983, p. 90.
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Segin Newton, la fuerza gravitatoria es directamente proporcional al producto
de la masa de los cuerpos e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
que media entre ellos, y se propaga con velocidad infinita.20 La particularidad de
esta fuerza hizo desconfiar tanto a Newton como a muchos fisicos posteriores, pues-
to que hacia una distincion excesivamente marcada entre los fendémenos mecanicos
y los fenémenos gravitatorios. A Einstein le preocupaba este punto e ided un expe-
rimento mental para demostrar que la separacion entre fendmenos mecéanicos y
fendmenos gravitatorios era, en realidad, injustificada. La gravedad se puede tradu-
cir, como toda fuerza, en una aceleracion, por eso imaginé lo que sucederia si se eli-
minasen los efectos de la aceleracion a que estamos sometidos constantemente por
la gravedad. Para ello imagin6 a una persona dentro de un cajon que puede ascen-
der y descender a 9,8 m/s2 para provocar y contrarrestar el efecto gravitatorio.
Digamos que ese cajon es, por ejemplo un ascensor, este esta en reposo sobre la
Tierra, si la persona que va dentro deja caer un objeto cualquiera, como una llave,
ésta caera con una aceleracion de 9,8 m/s2 correspondiente a la gravedad que estan
experimentando. Supongamos ahora que el ascensor ha sido transportado por una
nave espacial a una region libre de fuerzas gravitatorias y se le deja libre. Ahora ni
el hombre ni su llave experimentan peso alguno, ambos flotan en el interior del
ascensor como pompas de jabon. Supongamos ahora que la nave espacial tira del
cable del ascensor con una aceleracion de 9,8 m/s? poniéndolo asi en marcha. La
situacion vuelve a ser igual que la que se daba en la superficie terrestre. El suelo del
ascensor ejerce presion sobre los pies del hombre y la llave deja de flotar para que-
dar tirada por el suelo. De regreso a la Tierra, el ascensor queda suspendido de una
torre muy alta de la que comienza a descender 981 centimetros cada segundo, es
decir, en caida libre. En su interior las masas se tornan nuevamente ingravidas y flo-
tan igual que lo hicieron en el espacio exterior antes de ponerse el ascensor en mar-
cha. Ademas de estas comprobaciones, el hombre del ascensor llevd consigo una
linterna que usé para comprobar la curvatura que experimenta un haz de luz some-
tido a las diferentes situaciones acaecidas. Cuando el ascensor estaba en reposo en
la superficie terrestre proyectd el haz de luz comprobando que estaba ligeramente
curvado por la accion de la gravedad. En el espacio ingravido el haz de luz se pro-
yecto en linea recta cuando se encontraba en reposo, pero se curvé cuando el ascen-
sor aceler6. Cuando el ascensor bajo de lo alto del edificio como si se lo dejara caer,
el haz de luz se proyectd de manera rectilinea. Un observador que se encontrara
fuera del ascensor interpretaria las cosas tal y como las hemos contado. Pero el suje-

20 En forma algebraica, la ley se expresa asi: F/y = G (Mm/r2). Donde G es la constante de gravi-
tacion y M la masa del Sol. Cfr. Newton, 1., Principios matemdticos de la filosofia natural.
Introduccion, traduccion y notas de Eloy Rada, Alianza. Ensayo, Madrid, 1998, vol. 2, (en 059), Libro
111, Proposicion VII, Teorema VII, p. 635.
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to de dentro solo experimentaria la accion de la gravedad y su ausencia de manera
periddica.2!

Supongamos ahora que la tierra girase 17 veces mas rapido de lo normal, es
decir, que diera una vuelta sobre su eje en 85 minutos. La fuerza gravitatoria esta-
ria contrabalanceada y equilibrada en el ecuador por la accion de la fuerza centrifu-
ga. El campo gravitatorio estaria localmente suprimido por este hecho mecéanico. En
el ecuador no habria gravedad, todo flotaria y un objeto que arrojaramos prosegui-
ria su trayectoria rectilinea en el espacio. Nosotros mismos podriamos despegar de
la Tierra dando un pequetio salto. Variando las aceleraciones podemos recrear toda
suerte de campos gravitatorios.

La interpretacion que se da a una fuerza depende del conocimiento que tenga-
mos de como se origina. Ademas, la fuerza gravitatoria depende del estado de movi-
miento del observador, es relativa al sistema de coordenadas al que se la refiere.
Hemos visto como sus efectos son anulados mediante un dispositivo mecanico, lo
cual hizo pensar a Einstein que los fendmenos gravitatorios y los mecanicos son
solamente dos maneras de entender la misma cosa.

Sir Arthur Stanley Eddington (1882-1944) razon6 en 1928 que un cuerpo atrai-
do por la Tierra observaria la fuerza de gravedad no como una atraccion, sino como
un fenémeno que hace que todo lo demas ascienda aceleradamente:

La fuerza de la gravitacion no puede ser una fuerza que actie sobre un cuerpo, pues, en
caso contrario, seria posible discernir sobre cual de los dos cuerpos se ejerce susodicha
fuerza.22

Parece, pues, que la gravitacion no es, en rigor, una fuerza y que la aceleracion
y la gravedad son equivalentes.

En efecto, imaginemos que dos objetos de diferentes masas son arrollados por
un coche que esta acelerando. Desde el sistema de referencia del vehiculo veremos
a ambos objetos acercarse con idéntica aceleracion independientemente de que uno
tenga una masa mucho mayor a la del otro. Idéntico fendémeno ocurre cuando sol-
tamos esos dos mismos objetos desde una torre si despreciamos la resistencia del
aire. Eso es lo que Galileo quiso probar con su famoso “experimento de Pisa”.23 A

21 Cfr. Cecil Dampier, W., Historia de la ciencia y sus relaciones con la filosofia y la religion.
Traduccion de Cecilio Sanchez Gil, Tecnos, Madrid, 1997, pp. 431-434.

22 Eddington, A.S., La naturaleza del mundo fisico. Edit. Sudamericana, Buenos Aires, 1945, p.
148.

23 Sobre si este experimento se realizo o no ver los siguientes articulos de Alexandre Koyré:
Galileo et I’expérience de Pise: Exprés d’une légende. Annales de 1"Université de Paris, Paris, 1937,
pp. 442-453. De motu gravium de Galileo: de [’expérience imaginaire et de leur abus. Revue d histo-
rie des sciences et de leurs applications, Paris, Presses Universitaires de France, t. XIII. 1960, pp. 197-
245. Traduttore-traditore: Expreés de Copernic et Galileo. Isis, 1943, vol. XXXIV. Nam. 95, pp. 209-
210. Todos ellos recogidos en Koyré, A., Estudios de historia del pensamiento cientifico. Traduccion
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este hecho se debe que el hombre del ascensor no pueda distinguir si se encuentra
en reposo en un campo gravitatorio, o si se mueve con aceleracion constante en un
campo carente de gravedad.

En fisica se distinguen dos tipos de masa: la masa inerte o inercial y la masa
pesante o gravitacional. Por masa inerte se entiende la resistencia que los cuerpos
manifiestan a ser puestos en movimiento o a ser acelerados si ya se estan movien-
do. Por masa gravitatoria o pesante se entiende la tendencia de los cuerpos a ser
atraidos hacia abajo debido a la accion de la gravedad. Que ambas masas eran pro-
porcionales se desprendia del hecho de que los cuerpos pesados son también mas
inertes.

Newton conocia esta sorprendente proporcionalidad entre ambas masas, pero
tanto ¢l como sus sucesores no le prestaron toda la atencion que merecia.24 El que
si prestd atencion a este hecho fue Einstein, el cual vio en él la manifestacion de un
unico efecto fisico y lo hizo un principio de su teoria, el principio de equivalencia.
Una vez eliminada la idea de concebir la gravedad como una fuerza, la inercia se
desveld como la unica directriz del movimiento. Recordemos que el mundo para la
Teoria de la relatividad es espacio-temporal. Recordemos también que segun la ley
de inercia, la trayectoria que siguen los cuerpos abandonados a si mismos, es decir,
en ausencia de fuerzas, es la mas corta entre dos puntos. Recordemos, por ultimo,
que la gravedad no es una fuerza para Einstein. Entonces ;por qué se curvan las tra-
yectorias en los campos gravitacionales? La respuesta de la nueva teoria es que el
espacio-tiempo se curva por la accion de objetos masivos. Los objetos no curvan
sus trayectorias por la accion de una fuerza fantasmal, sino que es la estructura geo-
métrica del espacio-tiempo la que se encuentra curvada, en ella reside la clave. Los
objetos siguen su trayectoria rectilinea, solo que esa “recta” esta curvada.

Que un objeto vaya en linea recta o que describa una curva no depende ya de
que sus movimientos se encuentren sometidos o no a la accion de fuerza alguna,
sino que depende de la geometria del espacio-tiempo. En un espacio plano la gravi-
tacion toma forma de inercia, y en un espacio curvo la inercia se manifiesta como
gravitacion. Se eliminan asi las diferencias establecidas por la Fisica newtoniana,
dando cuenta una sola ley de la inercia y de la gravitacion, dos caras de una misma
moneda.

Gracias al principio de equivalencia es posible enunciar un principio de cova-
rianza general, puesto que toda aceleracion puede ser interpretada como producida
por un campo gravitatorio.2>

de Encarnacion Pérez Sedefio y Eduardo Bustos, Siglo XXI, México, 1990.

24 Esta proporcionalidad fue evidenciada, como hemos dicho, por Galileo en el experimento de
Pisa y posteriormente por el bardn hingaro Roland von E6tvds mediante experimentos muy precisos
con péndulos. Cfr. Ducrocq, A., La aventura del cosmos. Traducciéon de Antonio Rivera, Labor,
Barcelona, 1968, pp. 59-62.

25 En un campo no intervienen fuerzas instantaneas a distancia, sino que los sucesos se propagan
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3. Gravitacion, una geometria astral.

La teoria de Einstein establece que la gravitacion se debe a la curvatura espa-
cio-temporal provocada por la materia. Esto significa que tanto la estructura geomé-
trica del espacio, como el transcurrir del tiempo, se veran alterados por la accion de
dichas masas. La fuerza de atraccion de la que habla la mecanica newtoniana no es
sino la deformacion que sufre el espacio y el tiempo, o hablando con mas propie-
dad, el espacio-tiempo. El valor de tal deformacion varia de un punto a otro por tra-
tarse de un espacio curvo, es decir, no euclideo, pero como regla general se tradu-
ce en una contraccion del espacio y una dilatacion del tiempo.

Deformacion del espacio tiempo por la presencia de un cuerpo masivo.

La velocidad de propagacion de la perturbacion provocada por un objeto masi-
vo no es infinita, sino que tiene como maximo la velocidad de la luz. En los luga-
res donde el influjo de las masas es despreciable la geometria vuelve a ser plana, es
decir, euclidea. Se pone asi de manifiesto la intima relacion del espacio, el tiempo
y la masa. Si a esto le anadimos que la masa es energia concentrada (o la energia
masa diluida) segun se expresa en la ecuacion E = mc2, podemos hacernos una idea
de la colosal sintesis einsteiniana. Ademas se trata de magnitudes relativa§, todas
ellas varian con la velocidad. El tiempo varia conformm? a la expresion iz el
espacio segiin \/1—? , y la masa sigue esta formula j—= . Solo si el tiempo fuera
absoluto la masa seria constante, ya estuviera en reposo o en movimiento.

Hemos dicho que los campos gravitatorios contraen el espacio y dilatan el tiem-
po haciendo mas pequenas las reglas o varillas métricas y atrasando los relojes. Pero
para entender mejor estos fendmenos nos serviremos de un experimento mental ide-
ado por Einstein, nos referimos al que expone en el § 23 de Sobre la Teoria de la

por la suma de pasos infinitesimales de un punto a otro, los fendémenos fisicos no se ven afectados por
fuerzas, sino por el espacio que las rodea, el cual, para explicar los fenomenos fisicos que se dan en
¢l, ha de tener una geometria propia.
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relatividad especial y general con el titulo El comportamiento de relojes y reglas
sobre un cuerpo de referencia en rotacion. Mas conocido como “el experimento del
disco”. Este experimento ideal consiste en imaginar una superficie circular que gira
alrededor del eje vertical que pasa por su centro, es decir, como un disco de vinilo
en el tocadiscos, o mas acorde con los nuevos tiempos un DVD en su correspon-
diente lector. Midamos ahora la relacion entre el borde del disco y su didmetro. Para
ello supondremos, dado lo breve de la medicion, que la trayectoria del punto del
borde elegido es rectilinea. Evidentemente, antes de comenzar a rotar el disco la
relacion nos daba como resultado el numero =, pero ;qué sucede ahora? Nosotros
nos situamos en el centro del disco, el cual se halla en reposo. Tomamos nuestro
metro y medimos el perimetro, nuestra regla, al estar en movimiento, se contrae.
Luego medimos el diametro, ahora nuestra regla no se contrae porque se encuentra
en direccion normal al movimiento del disco. La relacion encontrada nos arroja un
valor mayor que el del nimero 7, puesto que el diametro es el mismo pero el peri-
metro es mayor al haber “encogido” la regla.

Si ahora buscamos la misma relacion para las infinitas circunferencias concén-
tricas que se dan dentro del disco, encontraremos que para cada una de ellas tene-
mos un valor diferente. Si llamamos m al valor que se obtiene del cociente entre el
perimetro y el didmetro, diremos que x tiene un valor diferente para la circunferen-
cia descrita por cada punto del radio de nuestro disco giratorio. Esto sucede porque
la velocidad angular es menor segtin nos acerquemos al centro, haciéndose cero en
el eje, donde nos encontramos nosotros.

Con la sola rotacion hemos tornado la geometria de una superficie de euclidea
a no euclidea, pero atin hay mas. Pongamos un reloj en el centro del disco y otro en
la periferia. Cuando el disco estaba en reposo ambos marchaban a lo unisono, pero
ahora el reloj del borde atrasa debido a su velocidad. Si instalamos relojes por los
puntos interiores del radio del disco observaremos, paralelamente a lo que ocurria
con el valor de m, que los segundos se contraen a medida que nos acercamos a su
eje central.

Lo que sucede en el disco sucede también, en virtud del principio de equivalen-
cia, en la cercania de grandes masas. Tan s6lo hay que hacer una salvedad. El expe-
rimento del disco describe un campo centrifugo, en este tipo de campos son las lon-
gitudes en la direccion tangencial al movimiento las que se acortan, permaneciendo
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invariables en el sentido radial. Los campos gravificos (®), sin embargo, funcionan
a la inversa, es decir, las longitudes se acortan en la direccion radial y no en la tan-
gencial, obteniendo asi un didmetro mayor cuanto mayor sea la intensidad del
campo observado. Debido a esto, en un campo gravitatorio el cociente entre el peri-
metro y el didmetro nos arroja un niumero menor que 7, o si se prefiere, m sera
menor que su valor canonico.

Si queremos reformular lo dicho para los angulos interiores de un triangulo,
diremos que para un campo centrifugo valen mas que dos rectos, pero para un
campo gravifico su valor es menor que dos rectos. En ambos campos el V postula-
do de Euclides no funciona, pero para un campo centrifugo el numero de paralelas
que podrian pasar por un punto exterior a una recta dada es infinito, mientras que
en un campo gravifico no puede pasar ninguna. Por otro lado, el grado de curvatu-
ra para un campo centrifugo es menor que cero, para el gravifico es mayor que cero.
Resumiendo, un campo centrifugo tiene una geometria hiperbolica, mientras que el
campo gravitatorio tiene una geometria esférica. Si nos fijamos en una superficie
esférica el valor de m es menor que su valor candnico, no hay paralelas y la suma
de los angulos interiores de un triangulo es menor que dos rectos. Einstein extrajo
como conclusion que la gravedad curva esféricamente al mundo dotandolo de una
geometria no euclideana.

4. ;Como manejar un espacio curvo? Coordenadas gaussianas y calculo
tensorial

Imaginemos un espacio-tiempo gelatinoso y una cuadricula flexible rodeando
su superficie. Las cuadriculas aparecerian deformadas, curvandose de multiples
maneras. Pese a eso, si numeramos la red de cuadriculas podemos localizar cada
punto de la red mediante dos niimeros, al igual que hacemos en una superficie
plana. Las coordenadas resultantes reciben el nombre de coordenadas gaussianas
en honor de su creador Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Como el espacio-tiempo
es tetradimensional, necesitamos cuatro coordenadas para definir un punto del
nuevo Universo.

No podemos representarnos una imagen de esta estructura, pero podemos dar
cuenta de ella merced a la matematica. Estos puntos son espacio-temporales por lo
que los llamaremos puntos-suceso. Con este sistema aiin no sabemos nada de las
relaciones de medida (métrica), pues las coordenadas de nuestra red no nos lo per-
miten debido a su deformacion. Hasta ahora s6lo podemos estar informados, lo cual
no es poco, sobre las relaciones de orden (topologia) de este gigantesco “molusco”
que es el Universo.26

26 Einstein llama “molusco” a un cuerpo de referencia no rigido el cual, visto como un todo, no
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Recordemos que cada punto de un universo tetradimensional describe una linea
universal. En nuestro Universo molusco estas lineas se curvaran todo lo que se quie-
ra, pero las coordenadas gaussianas las acompafiaran solidariamente en todas sus
deformaciones. De esta manera los puntos-suceso que se correspondan con la inter-
seccion de dos lineas universales quedan invariables, ya que son independientes de
cualquier sistema de coordenadas. En un Universo de continuas relatividades
encontramos, por fin, algunas propiedades absolutas como son los puntos de corte
de las lineas universales, su nimero y su ordenacion. Si conociéramos los puntos de
interseccion de todas las lineas universales conoceriamos la historia del Universo.

Hasta ahora podiamos determinar la topologia de este espacio, pero no su métri-
ca. Construir la métrica del gelatinoso espacio-tiempo no fue sencillo, Einstein tuvo
que pedir ayuda a un amigo y compafiero de estudios, el matematico Marcel
Grossmann, experto en geometria diferencial o calculo absoluto. Einstein y
Grossmann, haciendo uso de las ensefianzas geométricas de Gauss y Riemann y el
calculo tensorial de Cristoffell de Ricci y Tullio Levi-Civita entre otros, consiguie-
ron alcanzar el objetivo anhelado. La idea fundamental consiste en descomponer las
superficies curvas en trozos infinitesimales, de esta manera podran ser tratados
como minusculos planos sin curvatura. Un plano carente de curvatura es un plano
euclideo. Podemos, pues, manejar espacios no euclidianos mediante la integracion
de infinitos planos euclideos infinitesimales.2’

Mediante la reformulacion riemanniana del teorema de Pitagoras, junto con las
coordenadas gaussianas, podremos medir la distancia entre dos puntos del espacio
estableciendo asi su métrica. De ésta guisa encontramos los llamados “coeficientes
métricos”, tres de ellos expresan un plano, seis un espacio tridimensional y diez el
espacio tetradimensional de la teoria emergente. Mediante estos diez factores métri-
cos se obtiene tanto la curvatura como las propiedades geométricas de un fragmen-
to de Universo, lo que equivale a decir la intensidad de su campo gravifico, su esta-

so6lo tiene un movimiento arbitrario, sino que durante su movimiento sufre alteraciones arbitrarias en
su forma. Cfr. Einstein, A., Sobre la Teoria de la relatividad especial y general. Traduccion de Miguel
Paredes Larrucea, Alianza (RBA), Barcelona, 2002, § 28 y 29, pp. 66-70.

27 Cfr. Papp, D., Op. cit., 210.
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do fisico. Pero lo més impresionante de este calculo es que las distancias obtenidas
tienen valor absoluto, es decir, sirven para cualquier sistema de coordenadas, para
observadores inerciales y no inerciales.

Los diez factores métricos se retinen en una magnitud que recibe el nombre de
tensor. El tensor relaciona la geometria del espacio-tiempo con la distribucion de
materia y energia, siendo independiente del sistema de coordenadas elegido, por lo
que permite a éste ser arbitrario, variando solamente los coeficientes métricos (g).
El tensor al que nos referimos es, pues, valido para cualquier sistema de coordena-
das y se llama, concretamente, tensor métrico o gravitacional, siendo su expresion
la siguiente: ds? = g11dx2 + giodxdy + g1dydx + gy,d)2. Las ecuaciones de campo
forman un sistema de diez ecuaciones diferenciales de cuatro dimensiones, que rela-
cionan la geometria del espacio-tiempo (G) con la distribucion de materia y energia
(T): Gyy = 8p T,y en donde (u,v) = (0,1,2,3).

5. Geometria y fisica

Los analisis acerca de la geometria euclidiana posteriores a la aparicion de la
geometrias astrales han puesto de manifiesto que los postulados de los Elementos
son incompletos. Esto se debe a que ciertas conclusiones de la geometria euclidia-
na carecen de un axioma que los valide. Esta ausencia se debe a que la geometria
euclidiana es la geometria intuitiva, por tanto, desde la perspectiva kantiana la
representacion intuitiva del espacio suple tales axiomas porque vienen dados por la
intuicion. Las lagunas en la geometria euclidiana serian, pues, numéricas, no espa-
ciales. La descripcion geométrica intuitiva es previa a su descripcidn numérica, por
lo que los axiomas ausentes en ella implican la ausencia de un nimero, pero no del
punto correspondiente. Las expresiones aritméticas de la geometria analitica carte-
siana adolecen de una discontinuidad numérica, mas no espacial. Tal discontinuidad
debe suplirse con los llamados axiomas de continuidad tal como demostr6é Hilbert.
La concepcion kantiana apela a un conocimiento intuitivo elemental, la descripcion
numérica no se contempla. Los axiomas de continuidad son necesarios para que los
numeros concuerden con la intuicion espacial, siendo ésta la que garantiza la conti-
nuidad de las representaciones espaciales. Hilbert describe analiticamente la intui-
cion del espacio, por eso necesita los mencionados axiomas de continuidad.28

En el sistema kantiano el conocimiento de la continuidad y de la tridimensiona-
lidad del espacio es independiente de la expresion analitica de la geometria. Pese a
eso Kant no excluyo la posibilidad de poder concebir otros espacios que no sean

28 Hilbert, D., Die grundlagen der Geometrie. 1899. Inroducciony § 1.
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euclidianos, pero éstos seran puras quimeras si carecen de conexion con la expe-
riencia posible, como ya dijimos.29

La geometria aplicada a la fisica aporta el analisis de la estructura espacial del
mundo. ;Pero es la misma geometria la de la matematica y la de la fisica?

La geometria euclidiana fue la primera geometria, por consiguiente jugé ambos
papeles. Los teoremas de esta geometria en la Fisica newtoniana nos informan de
objetos facticamente reales. Por ejemplo, el teorema de que la suma de los angulos
interiores de un triangulo es igual a 180° es posible derivarlo de los axiomas de
Euclides. Tenemos, pues, un conocimiento a priori de su verdad. Si realizamos la
prueba empirica encontraremos que el teorema es cierto y si no, es que nos hemos
equivocado en la construccion, en la medicion, o en ambas cosas. Estos teoremas
describen la estructura fisica del mundo, son sintéticos y a priori.

Con la aparicion de las geometrias no euclidianas la geometria matematica es
considerada, como toda la matematica, una ciencia analitica. Es un sistema deduc-
tivo basado en unos axiomas sin interpretacion fisica. Por ejemplo, Bertrand Russell
demostrd que es posible deducir l6gicamente un conjunto de teoremas que abarquen
la geometria euclidiana.30 Eso hace de la geometria euclidiana una geometria mate-
matica. El procedimiento de Russell, aparte de genial, es sumamente aclaratorio,
pero totalmente superfluo para nuestro tema. En efecto, lo que nos interesa no es
que la geometria euclidiana sea susceptible de tratamiento analitico como las
demas, sino que es la unica geometria que no lo precisa. Es la geometria intuitiva,
la que nos permite hacernos una idea de lo que se esta diciendo acerca del mundo
fisico. Eso hace de ella la Gnica geometria fisica pensable hasta la aparicion de la
Teoria general de la relatividad. De hecho, la diferencia entre geometria fisica y
geometria matematica no fue lo suficientemente clara hasta la publicacion en 1899
de los Fundamentos de la geometria de David Hilbert. En el sistema ideado por
Hilbert se definen una serie de objetos a los que se les llama puntos, lineas y pla-
nos; pero estos términos no se refieren a lo que significan usualmente estas pala-
bras. Las us6 porque hablaba de geometria y podia establecerse una analogia con la
geometria euclidiana, pero, en rigor, su sistema carece de interpretacion fisica.

J. E. Wiredu distingui6 en la década de los 70 tres tipos de geometria.3! Dos de
ellas son la geometria matematica y la geometria fisica de las que habla Carnap en
su Fundamentacion logica de la fisica,3? 1o novedoso es que a éstas afiade una pri-
mera forma pura en la que se encontraria inserta la fundamentacion kantiana.

29 Cfr. Gedanken, § 10, p. 35-36 (Ak., I, 24-25).

30 Cfr. Russell, B., The Principles of Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge,
1903, pte. VL.

31 Cfr. Wiredu, J. E., “Kant’s Synthetic A Priori in Geometry and the Rise of Non-Euclidean
Geometries”. Kant-Studien 61 (1970), pp. 5-27.

32 Carnap, R., Fundamentacion logica de la fisica. Traduccion de Néstor Miguens, Edit.
Sudamericana, Argentina, 1969, cap. XVIIL.
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Como dice Carnap, hay que diferenciar entre matematica pura y matematica
fisica. Nosotros entendemos asi la distincion:

Matematica pura: Trata de puros objetos matematicos. La intuicidon no es nece-
saria para enunciar sus teoremas, en este sentido es analitica, pero trata sobre el
espacio como infinito potencial, el cual no puede ser concepto sino intuicion.

Matematica fisica: Trata sobre fenomenos, es decir, de aquellos objetos que
existen, que son algo mas que objetos matematicos. Para que estos objetos puedan
darse tienen que poder ser enlazados con la experiencia mediante conexion causal
a una intuicion empirica.

6. Lo matematico

Einstein llam6 a una de sus conferencias “Geometria y experiencia”, en ella
decia que “En la medida en que los teoremas de las matematicas se refieren a la rea-
lidad, no tienen certeza. Y en la medida en que poseen certeza, no se refieren a la
realidad”.33 Evidentemente, Einstein entiende por realidad la experiencia empirica,
la concepcion empirista del conocimiento toma la experiencia como algo dado, no
como algo construido por el sujeto. Debemos definir, pues, lo que se entiende por
“matematico” en la Critica de la razon pura y qué papel desempeia en el proceso
de construccion de la experiencia. Para ello nos serviremos de las consideraciones
de Martin Heidegger en La pregunta por la cosa.

La palabra “matematico” viene de té& pouwpn'poto y significa lo que se puede
aprender, poveo ' vewy es aprender, y po’onoil es la ensefianza como busqueda del
conocimiento y también como contenido de lo ensefiado. En Grecia lo matematico
se encontraba proximo a estas acepciones:

1. té @uowa’- Las cosas, en cuanto surgen y se presentan por si mismas.

2. 16 mowov’pevor Las cosas, en cuanto son producidas artesanalmente por el
hombre, y estan presentes como tales.

3. 16 Epn'potar Las cosas en cuanto estan en uso y en permanente disposicion,
pueden ser o @iowke!, piedras y cosas semejantes, 0 TOLOM €VaL, cOsas expre-
samente fabricadas.

4. & mpo'ypotar Las cosas en cuanto son en general cosas con las que tene-
mos trato, sea que las elaboremos, usemos o transformemos, o sea que solo
las contemplemos o investiguemos, mpo ypota, referidas a mpamyil en sen-
tido amplio, no en el sentido mas estrecho del uso practico (Epnnowoit) ni en
el sentido de la mponyl como accion en el sentido de la accion moral;

33 Einstein, A., Geometrie und Erfahrung. Berlin 1921. Apud., Carnap, R., Op. cit., 246.
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mpomy§ es todo hacer, emprender, mantener, lo que incluye en si también la
mot"nol.

5. té panpota. Segin las cuatro caracterizaciones anteriores, debemos decir
aqui, en cuanto a las pown'poto: “las cosas, en cuanto ellas...”; la pregunta
es: jen cuanto qué?34

Al igual que Socrates defiende que el conocimiento es reminiscencia,3>
Heidegger entiende que lo matematico es todo lo que sabemos antes de cualquier
experiencia. Lo matematico quiere aprender las cosas en un aspecto concreto. Un
modo de aprender puede ser usar algo, ese uso lo llama Heidegger ejercicio. Pero
no es la unica manera de aprender. El ejercicio nos puede llegar a dar un conoci-
miento exhaustivo no sélo del uso, sino de la composicion del objeto usado. Sin
embargo:

Respecto a la cosa hay todavia un aprender a conocer que es alin mas originario, y es
tal que debe estar aprendido con anterioridad, para que haya tales modelos y los ejem-
plares correspondientes. [...] Pero en verdad esto ya lo sabemos.36

Si no supiéramos de antemano lo que ese objeto es, no lo percibiriamos como
tal, no se nos haria “visible”:

Cuando tomamos conocimiento en forma explicita y de manera determinada, entonces
introducimos en el conocimiento algo que en verdad ya tenemos. Precisamente este
“tomar conocimiento de” es la auténtica esencia del aprender, de la po'onoil. Las
powwn’pates, son las cosas, en cuanto las introducimos en el conocimiento, introducién-
dolas en el conocimiento como lo que de ellas ya es conocido de antemano, el cuerpo
en cuanto corporeidad, la planta en cuanto vegetal, el animal en cuanto animalidad, la
cosa en cuanto cosidad, etc. Este verdadero aprender es por lo tanto un tomar muy nota-
ble, en el cual el que toma, toma solo aquello que en el fondo ya tiene.37

Vemos que segiin Heidegger lo matematico es lo intuitivo, lo a priori, lo que ya
“sabemos” porque lo ponemos nosotros mismos. Lo matematico no es solamente lo
perteneciente a la matematica numérica, aunque sea lo mas conocido:

Pero la esencia de lo matematico no esta en el nimero en cuanto limitacion pura de la

34 Cuadro tomado de Heidegger, M., La pregunta por la cosa. Traduccion de Eduardo Garcia
Belsunce y Zoltan Szankay, Alfa Argentina, Buenos Aires, 1975, p. 66.

35 Como, por ejemplo, en el didlogo de corte mayéutico mantenido con un esclavo. Cfr. Platon,
Menon. (82b-85b).

36 Heidegger, M., La pregunta por la cosa. Ed. cit., 68.

37TL. c.
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cantidad pura, sino a la inversa: puesto que el nimero es de tal naturaleza, pertenece a
lo aprendible en el sentido de la po’@noil.38

Seguin Kant, los conceptos matematicos no se pueden definir porque la intuicion
es la fuente de lo matematico. Los conceptos matematicos poseen una naturaleza
intuitiva que aflora al fundar los juicios sintéticos. Por eso dice Kant que el concep-
to matematico encierra en si la intuicion y su definicién supone inmediatamente su
construccion.39

7. Conclusion

Para Kant la representacion del espacio tiene que ser a priori, pues en ella se
basan los conocimientos que la geometria expone. También tiene que ser intuitiva,
ya que la geometria determina los conceptos espaciales (espacio, recta, triangulo...)
con atributos no implicitos en su definicion. La geometria establece proposiciones
sintéticas, produce avance en el conocimiento, no se trata de meras tautologias, por
lo que debe apoyarse en la intuicion. Por eso para Kant la geometria es la prueba de
que existe una intuicion pura (representacion intuitiva y a priori) del espacio.
Asegura ademas el valor objetivo de esta representacion. Esto explica también la
“asombrosa” coincidencia entre la matematica y la estructura espacial de objetos
que nunca han sido observados.

La aparicion de las geometrias no euclidianas provoco un estudio y una refor-
mulacion tan grande de la geometria euclidiana, que nada tiene que ver con la idea
que tenia Kant de esta ciencia, sin embargo, estas geometrias no son incompatibles
con la filosofia de Kant:

El descubrimiento de Bolyai y Lobachevtsky consistio, en negar la validez del postula-
do de las paralelas y deducir de esta negacion (combinada con la afirmacion de los
demas principios de la geometria clasica) una serie al parecer infinitamente prolonga-
ble de consecuencias, sin duda inusitadas, pero en absoluto contradictorias. Un descu-
brimiento tal no s6lo no se opone a la concepcion kantiana de la geometria, sino que
hasta puede decirse previsto por ella.40

Torretti refuerza su explicacion con el siguiente argumento de Arthur Pap:

38 Ibid., 70.

39 KrV, AT19/B 747.

40 Cfr. Torretti, R., Manuel Kant. Estudio sobre los fundamentos de la filosofia critica. Ediciones
de la universidad de Chile, Chile, 1967, p. 189.
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Sean Ay, A,,.... A, los axiomas de una geometria euclidea formalizada, de modo que el
ultimo corresponda al axioma de las paralelas. Supongamos que los matematicos han
demostrado que el conjunto no euclidiano de axiomas Ay, A,,.... no-A, no implica con-
tradiccion. Cualquiera que haya de ser nuestro veredicto final acerca de la filosofia kan-
tiana de la geometria, un descubrimiento matematico como éste no refuta una sola opi-
nién de Kant sobre ese tema. Pues solo establece que el axioma de las paralelas no es
analitico (si lo fuera su negacion seria contradictoria y por lo tanto incompatible con
cualquier otro axioma) y que es logicamente independiente de los otros axiomas eucli-
dianos. En verdad, la primera parte de esta demostracion habria sido especialmente
bienvenida por Kant.4!

Para Kant las demostraciones geométricas se guian siempre por la intuicion.42
En la matematica actual la demostracion de los teoremas no necesita apoyarse en la
intuicion. Dados los axiomas, las definiciones y las reglas logicas de inferencia, se
tiene todo lo que hace falta para establecer los teoremas. En la geometria euclidia-
na tradicional los teoremas no se deducen rigurosamente de los principios, sino que
requieren ciertos principios “implicitos”. Estos principios implicitos se veian como
lo intuitivamente evidentes. Asi los entendié Kant, pero al menos él comprendia la
matematica de su tiempo, no como aquellos que la fundamentaban en un sistema
deductivo mucho antes de que se pudiera hacer tal cosa.

Algunos autores piensan que al hablar del espacio no presupondremos ya una u
otra geometria.43 De todos modos, las ideas de Kant acerca de una geometria gene-
ralizada se cortan en la Disertacion, en la que concluye que aquel que prescriba
otras relaciones espaciales diferentes a las que establece la geometria euclidea “rea-
liza en vano su trabajo, porque se ve obligado a utilizar esa misma representacion
como medio para apoyar su ficcion” 44

Dado que las geometrias no euclideas no so6lo existen en el ambito de la mate-
matica pura, sino que con la Teoria de la relatividad adquirieron interpretacion fisi-
ca, y dado que la tinica manera de entender una teoria fisica es relacionandola con
nuestro mundo intuitivo; no podemos por menos que estar de acuerdo con Kant. En
efecto, en ultimo extremo tenemos que tener un punto de contacto entre la teoria y
el mundo percibido, de lo contrario la teoria no pasa de ser una ficcion.

41 Pap, A., An introduction to the Philosophy of Science. Glencoe 1962, pp. 114 ss. En Torretti,
R., Op. cit., 189 n-190 n.

42 Cfr. KrV,, A717/B 745.

43 Cftr. Lorenzo, J. de, Kant y la matemdtica, Tecnos, Madrid, 1992, pp. 38-39.

44 Principios formales del mundo sensible y del inteligible (Disertacion de 1770). Version caste-
llana de Ramoén Ceial Lorente, Estudio preliminar y Complementos de Jos¢ Gémez Caffarena, CSIC,
Coleccion clasicos del pensamiento, Madrid, 1996, p. 24. (Ak., 11, 404-405).
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